
Análise Matemática IV
Problemas para as Aulas Práticas

12 de Dezembro de 2006

Semana 12

1. Calcule a śerie de Fourier da função f : [−1,1]→ R definida por

f (x) =
{
−1 se −1 6 x 6 0,
+1 se 0< x 6 1.

e indique para que valores converge (pontualmente) a série obtida.

Resoluç̃ao:

A série de Fourier associada af seŕa

SF[ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(nπx)+bnsen(nπx)

)
em que

a0 =
∫ 1

−1
f (x)dx= 0 e an =

∫ 1

−1
cos(nπx) f (x)dx= 0

dado quef é uma funç̃ao impar; e

bn =
∫ 1

−1
sen(nπx) f (x)dx= 2

∫ 1

0
sen(nπx)dx=− 2

nπ
cos(nπx)

∣∣∣1
0
=

2
nπ

(1−cos(nπ))

Assim

SF[ f ](x) =
∞

∑
n=1

2
nπ

(1−cos(nπ))sen(nπx)

Visto

1−cos(nπ) = 1− (−1)n =

{
0 se n é par

2 se n é ı́mpar

podemos escrever

SF[ f ](x) =
∞

∑
n=1

4
(2n−1)π

sen((2n−1)πx) =

{
f (x) se x∈]−1,0[∪]0,1[
0 se x =−1, x = 0, x = 1

1
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2. Determine a śerie de Fourier da funçãog(x) = L−|x|, no intervalo[−L,L]. Utilizando a śerie
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 = 1+

1
32 +

1
52 + · · ·= π2

8
.

Resoluç̃ao:

A função f (x) pode ser escrita na forma

f (x) =

{
L+x se x∈ [−L,0[
L−x se x∈ [0,L]

A série de Fourier associada af seŕa

SF[ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(

nπ

L
x)+bnsen(

nπ

L
x)
)

em que

a0 =
1
L

∫ L

−L
f (x)dx=

2
L

∫ L

0
(L−x)dx= L

e paran > 1

an =
1
L

∫ L

−L
f (x)cos(nπx)dx=

2
L

∫ L

0
f (x)cos(nπx)dx=

2L
n2π2(1−cos(nπ))

Dado quef é uma funç̃ao par podemos concluir que

bn =
1
L

∫ L

−L
sen(nπx) f (x)dx= 0

Assim

SF[ f ](x) =
L
2

+
∞

∑
n=1

2L
n2π2(1−cos(nπ))cos

nπ

L
x

Visto

1−cos(nπ) = 1− (−1)n =

{
0 se n é par

2 se n é ı́mpar

podemos escrever

SF[ f ](x) =
L2

4
+

∞

∑
n=1

4L
(2n−1)2π2cos

(2n−1)π
L

x =

{
f (x) se x∈]−L,L[
L
2 se x =−L, x = L

Para calcular o valor da série nuḿerica, usaremos o facto de parax = 0 se terSF[ f ](0) = f (0),
isto é

L
2

+
∞

∑
n=1

4L
(2n−1)2π2 = L

pelo que
4

π2

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

1
2
⇒

∞

∑
n=1

1
(2n−1)2 =

π2

8
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3. Determine a śerie de Fourier da funçãoh(x) = x2, no intervalox∈ [−L,L]. Utilizando a śerie
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+∞

∑
n=1

1
n2 = 1+

1
22 +

1
32 + · · ·= π2

6
.

Resoluç̃ao:

A série de Fourier associada ah seŕa

SF[h](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(

nπ

L
x)+bnsen(

nπ

L
x)
)

em que

a0 =
1
L

∫ L

−L
h(x)dx=

2
L

∫ L

0
x2dx=

2L2

3

e paran > 1

an =
1
L

∫ L

−L
h(x)cos(nπx)dx=

2
L

∫ L

0
x2cos(nπx)dx=

4L2

n2π2cos(nπ)

Dado quef é uma funç̃ao par podemos concluir que

bn =
1
L

∫ L

−L
sen(nπx)h(x)dx= 0

Assim

SF[h](x) =
L2

3
+

∞

∑
n=1

4L2

n2π2cos(nπ)cos
nπ

L
x =

{
h(x) se x∈]−L,L[
L2 se x =−L, x = L

Para calcular o valor da série nuḿerica, usaremos o facto de parax = L se terSF[h](L) = L2,
isto é

L2

3
+

∞

∑
n=1

4L2

n2π2cos(nπ)cos(nπ) = L2

pelo que
4

π2

∞

∑
n=1

1
n2 =

2
3
⇒

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6

4. Considere as funções definidas porf (x) = 1 eg(x) = x. Determine:

(a) as śeries de Fourier associadas af eg no intervalo[−1,1];

(b) as śeries de senos associadas af eg no intervalo[0,1];

(c) as śeries de cosenos associadas af eg no intervalo[0,1].

Resoluç̃ao:

(a) A śerie de Fourier associada af no intervalo[−1,1] é:

SF[ f ](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(nπx)+bnsen(nπx)

)
.
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Como f é uma funç̃ao par, podemos concluir que:

a0 =
∫ 1

−1
f (x)dx= 2

∫ 1

0
1dx= 2

e paran > 1

an =
∫ 1

−1
f (x)cos(nπx)dx= 2

∫ 1

0
1cos(nπx)dx=

2
nπ

(sen(nπ)−sen(0)) = 0,

bn =
∫ 1

−1
f (x)sen(nπx)dx= 0.

Assim,
SF[ f ](x) = 1 = f (x).

A série de Fourier associada ag no intervalo[−1,1] é:

SF[g](x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(
ancos(nπx)+bnsen(nπx)

)
.

Comog é uma funç̃aoı́mpar, podemos concluir que:

a0 =
∫ 1

−1
g(x)dx= 0,

e paran > 1

an =
∫ 1

−1
g(x)cos(nπx)dx= 0,

bn =
∫ 1

−1
g(x)sen(nπx)dx= 2

∫ 1

0
xsen(nπx)dx

= 2
(
− x

nπ
cos(πnx)

∣∣∣1
0
+

1
nπ

∫ 1

0
cos(πnx)dx

)
=− 2

nπ
cos(πn) =

2
nπ

(−1)n+1.

Assim,

SF[g](x) =
∞

∑
n=1

2
nπ

(−1)n+1sen(nπx).

(b) Para obter a série de senos de um função no intervalo[0,1] temos de prolonǵa-la como
funçõesı́mpar ao intervalo[−1,1]. A série de Fourier da função prolongadáe a śerie de senos
procurada.

A série de senos def em[0,1] é conseqûencia da extensãoı́mpar ao intervalo[−1,1], istoé, da
série de Fourier da função

f̃ (x) =


1 sex∈ [0,1]

−1 sex∈ [−1,0]
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pelo que a śerie procuradáe (ver probema 1):

∞

∑
n=1

2
πn

(1− (−1)n)sen(nπx) =

{
1 se x∈]0,1[
0 se x = 0 oux = 1

A série de senos deg em [0,1] é conseqûencia da extensãoı́mpar ao intervalo[−1,1]. Comog
é ı́mpar, o prolongamento coincide comg e a śerie de senośe a śerie de Fourier que calculámos
na aĺınea (a):

∞

∑
n=1

2
nπ

(−1)n+1sen(nπx).

(c) Para obter a série de cosenos de um função no intervalo[0,1] temos de prolonǵa-la como
funções par ao intervalo[−1,1]. A série de Fourier da função prolongadáe a śerie de cosenos
procurada.

Como f é uma funç̃ao par, a śerie de cosenos no intervalo[0,1] é a śerie de Fourier que cal-
culámos na alı́nea (a), i.e., a śerie com umúnico termo constante 1.

A série de cosenos deg em[0,1] é conseqûencia da extensão par ao intervalo[−1,1], isto é, da
série de Fourier da função

g̃(x) =


x sex∈ [0,1]

−x sex∈ [−1,0]

Temos, pois, que a série procuradáe:

a0

2
+

∞

∑
n=1

ancos(nπx),

onde

a0 =
∫ 1

−1
g̃(x)dx= 2

∫ 1

0
g(x)dx= 2

∫ 1

0
xdx= 1,

e paran > 0:

an =
∫ 1

−1
g̃(x)cos(nπx)dx= 2

∫ 1

0
g(x)cos(nπx)dx= 2

∫ 1

0
xcos(nπx)dx=

2
π2n2((−1)n−1).

5. Considere a equação de propagação do calor

∂u
∂ t

= α
2∂ 2u

∂x2 (∗)

(a) Mostre que as suas soluções estaciońarias (istoé, que ñao dependem do tempo) são da
formau(x) = Ax+B.

(b) Determine a soluç̃ao estaciońaria para o problema correspondente a uma barra situada
entre os pontosx = 0 ex = L, em que se fixam as temperaturasu(0, t) = T1, u(L, t) = T2.

(c) Resolva a equação(∗) para 06 x 6 1 e para as condições iniciais e de fronteira

u(0, t) = 20, u(1, t) = 60, u(x,0) = 75.
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Resoluç̃ao: (a)Uma soluç̃aoé estaciońaria se e śo seut = 0, pelo que as soluções estaciońarias
de (∗) são as funç̃oesu = u(x) que satisfazemuxx = 0. É claro, ent̃ao, queu tem de ser um
polinómio de grau 1 emx: u(x) = Ax+B, ondeA eB são constantes.

(b) Comu(x) = Ax+B, temosu(0) = B = T1 eu(L) = AL+B = T2. Portanto

B = T1 e A =
T2−B

L
=

T2−T1

L
.

A soluç̃ao estaciońaria pretendidáeu(x) = T2−T1
L x+T1.

(c) Identificamos, em relaçãoàs aĺıneas anteriores,L = 1, T1 = 20 eT2 = 60. Designando por
w(x, t) a diferença entre a solução estaciońariau(x) = 40x+20 e a soluç̃ao do problemau(x, t),
ou seja

w(x, t) = u(x, t)−40x−20,

vemos quew(x, t) é soluç̃ao do problema:

∂w
∂ t

= α
2∂ 2w

∂x2 com w(0, t) = w(1, t) = 0 e w(x,0) = 55−40x.

Usando o ḿetodo da separação de varíaveis obtemos

w(x, t) =
+∞

∑
n=1

bne−n2π2α2tsen(nπx) .

Donde

55−40x =
+∞

∑
n=1

bnsen(nπx) .

Determinamos os coeficientes desta série de senos da forma habitual, recorrendo a integração
por partes:

bn = 2
∫ 1

0
(55−40x)sen(nπx)dx

= 2

[
(55−40x)

cos(nπx)
−nπ

]1

0
−2

∫ 1

0
(−40)

cos(nπx)
−nπ

dx

= 2

(
(55−40)

cos(nπ)
−nπ

− 55
−nπ

)
= 2

(
15
nπ

(−1)n+1 +
55
nπ

)
=

10
nπ

(
3(−1)n+1 +11

)
.

Ent̃ao

u(x, t) = 20+40x+w(x, t)

= 20+40x+
+∞

∑
n=1

10
nπ

(
3(−1)n+1 +11

)
exp(−n2

π
2
α

2t)sen(nπx)

Note-se que esta solução éC∞ parat > 0, e cont́ınua para 0< x < 1 e t = 0, mas descontı́nua
nos pontos(x, t) = (0,0) e (x, t) = (1,0) porque a condiç̃ao inicial ñao é compat́ıvel com as
condiç̃oes fronteira.
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6. Recorrendo ao ḿetodo de separação de varíaveis, resolva o seguinte problema para a equação
das ondas 

∂ 2u
∂ t2 = c2∂ 2u

∂x2 , (t ≥ 0, x∈ [0,1])

u(t,0) = u(t,1) = 0,

u(0,x) = 0 ,
∂u
∂ t

(0,x) = 1,

ondec é um par̂ametro real.

Resoluç̃ao: Recorrendo ao ḿetodo da separação de varíaveis, utilizando as condições fronteira
u(t,0) = u(t,1) = 0, obtemos soluç̃oes da forma:

(Ancos(nπct)+Bnsen(nπct))sen(nπx),

onden = 0,1,2, . . . Assim, procuramos uma solução da forma:

u(t,x) =
+∞

∑
n=1

(Ancos(nπct)+Bnsen(nπct))sen(nπx).

Impondo a condiç̃ao inicial:

u(0,x) =
+∞

∑
n=1

Ansen(nπx) = 0,

conclúımos queAn = 0, para todo on. Por outro lado, derivandou(t,x) em ordem at, obtemos:

∂u
∂ t

=
+∞

∑
n=1

nπcBncos(nπct)sen(nπx) ,

pelo que a segunda condição inicial fornece:

∂u
∂ t

(0,x) =
+∞

∑
n=1

nπcBnsen(nπx) = 1.

Precisamos, pois, de expandir a função constante 1, numa série de senos no intervalo[0,1]. Isto
fornece os coeficientes (ver problema 4):

nπcBn = 2
∫ 1

0
sen(nπx)dx=

cos(nπ)−1
−nπ

,

ou seja

Bn =
2(1− (−1)n)

n2π2c
.

Portanto a soluç̃aoé

u(t,x) =
+∞

∑
n=1

2(1− (−1)n)
n2π2c

sen(nπct)sen(nπx) .
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7. Recorrendo ao ḿetodo de separação de varíaveis, resolva o seguinte problema para a equação
de Laplace 

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 = 0, (x,y∈ [0,1])

∂u
∂y

(x,0) = 0,
∂u
∂y

(x,1) = cos(2πx) ,

∂u
∂x

(0,y) = 0,
∂u
∂x

(1,y) = cos(2πy) .

Resoluç̃ao: Começamos por observar que basta resolver cada um dos problemas:

∂ 2u1

∂x2 +
∂ 2u1

∂y2 = 0

∂u1

∂y
(x,0) = 0,

∂u1

∂y
(x,1) = 0,

∂u1

∂x
(0,y) = 0,

∂u1

∂x
(1,y) = cos(πy),

e



∂ 2u2

∂x2 +
∂ 2u2

∂y2 = 0

∂u2

∂y
(x,0) = 0,

∂u2

∂y
(x,1) = cos(2πx) ,

∂u2

∂x
(0,y) = 0,

∂u2

∂x
(1,y) = 0.

pois a soluç̃ao procuradáe a soma das soluções de cada um destes problemas:

u(x,y) = u1(x,y)+u2(x,y).

Recorrendo ao ḿetodo da separação de varíaveis, e utilizando as condições fronteira
∂u1

∂y
(x,0)=

∂u1

∂y
(x,1) =

∂u1

∂x
(0,y) = 0, obtemos soluç̃oes para o primeiro sistema da forma:

cosh(nπx)cos(nπy), n = 0,1,2, . . .

Assim, vemos que a solução do primeiro sistemáe da forma

u1(x,y) =
a0

2
+

+∞

∑
n=1

ancosh(nπx)cos(nπy) ,

e de forma semelhante parau2, já queu2(x,y) = u1(y,x).

Impondo as condiç̃oes fronteira
∂u1

∂x
(1,y) = cos(2πy) e

∂u2

∂y
(x,1) = cos(2πx), obtemos,

u1(x,y) =
a0

2
+

cosh(2πx)cos(2πy)
2πsenh(2π)

e u2(x,y) =
a0

2
+

cosh(2πy)cos(2πx)
2πsenh(2π)

.

A soluç̃ao pretendidáe pois

u(x,y) = c+
cosh(2πx)cos(2πy)+cosh(2πy)cos(2πx)

2πsenh(2π)
,

ondec é uma constante arbitrária.
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8. Resolva a equação 
ut = uxx+2u, (x∈ [0,π])
ux(0, t) = ux(π, t) = 0,
u(x,0) = senx.

Resoluç̃ao:

Recorrendo ao ḿetodo da separação de varíaveis, e utilizando as condições fronteiraux(0, t) =
ux(π, t) = 0 obtemos soluç̃oes da forma:

e(2−n2)tcos(nx) (n = 0,1,2, . . .).

Tomando combinaç̃oes lineares destas soluções chegamos a

u(x, t) =
a0e2t

2
+

+∞

∑
n=1

ane(2−n2)tcos(nx).

Para determinar os coeficientesan, impomos queu(x, t) satisfaça a condição inicial, o que
fornce:

u(x,0) =
a0

2
+

+∞

∑
n=1

ancos(nx) = senx.

Ou seja, osan são os coeficientes do desenvolvimento da função senx numa śerie de cosenos
no intervalo[0,π]. Da forma usual, obtemos:

an =
2
π

∫
π

0
senx cosnxdx=


2
π

1+(−1)n

1−n2 se n 6= 1

0 se n = 1

Logo a soluç̃ao procuradáe:

u(x, t) =
2e2t

π

(
1+

+∞

∑
n=1

2e−4n2t

1−4n2cos(2nx)

)
.

9. Resolva a equação 
ut = uxx− tu, (x∈ [0,2π])
ux(0, t) = ux(2π, t) = 0
u(x,0) = x

Resoluç̃ao:

Recorrendo ao ḿetodo da separação de varíaveis, e utilizando as condições fronteiraux(0, t) =
ux(2π, t) = 0, obtemos soluç̃oes da forma:

e−
n2t
4 −

t2
2 cos

(n
2

x
)

.

Formando combinaç̃oes lineares, concluı́mos que a soluç̃ao toma a forma:

u(x, t) =
a0

2
e−

t2
2 +

+∞

∑
n=1

ane−
n2t
4 −

t2
2 cos

(n
2

x
)

.
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Impondo que esta solução verifique a condiç̃ao inicial

u(x,0) =
a0

2
+

+∞

∑
n=1

ancos
(n

2
x
)

= x,

vemos que osan são os coeficientes da expansão da funç̃ao f (x) = x numa śerie de cosenos no
intervalo[0,2π]. Ou seja, paran = 0:

a0

2
=

1
2π

∫ 2π

0
xdx=

(2π)2

4π
= π

e paran 6= 0:

an =
1
π

∫ 2π

0
xcos

(n
2

x
)

dx=
4

πn2 ((−1)n−1) .

Assim, a soluç̃ao procuradáe:

u(x, t) = πe−
t2
2 − 4

π

+∞

∑
n=1

((−1)n−1)
n2 e−

n2+2t
4 tcos(

n
2

x)

= πe−
t2
2 +

1
π

+∞

∑
n=1

2
n2e−

4n2+2t
4 tcos(nx).

10. Recorrendo ao ḿetodo de separação de varíaveis, resolva o seguinte problema para a equação
das ondas 

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 =

∂ 2u
∂ t2

u(x,0, t) = x , u(x,1, t) = x

u(0,y, t) = 0 , u(1,y, t) = 1

u(x,y,0) = x
∂u
∂ t

(x,y,0) = cos(2π (x−y))−cos(2π (x+y))

parax,y∈ [0,1] e t ∈ R.

Soluç̃ao:

Procurando uma soluçãov que ñao dependa det e que satisfaça as condições fronteira, obtemos
v(x,y) = x.

Pelo que se definirmosω(t,x,y) = u(t,x,y)−x , esta funç̃aoω satisfaz as seguintes condições:

∂ 2ω

∂x2 +
∂ 2ω

∂y2 =
∂ 2ω

∂ t2

ω(t,x,0) = 0 , ω(t,x,1) = 0

ω(t,0,y) = 0 , ω(t,1,y) = 0

ω(0,x,y) = 0.

Usando o ḿetodo da separação de varíaveis para resolver esteúltimo problema, chegamos̀a
seguinte soluç̃ao formal:

ω(t,x,y) =
+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

cm,nsen(
√

(m2 +n2)πt)sen(mπx)sen(nπy).
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Atendendo que cos(2π (x−y))−cos(2π (x+y)) = 2sen(2πx)sen(2πy) , vem

u(t,x,y) = x+
1

π
√

2
sen(

√
8πt)sen(2πx)sen(2πy).


