Analise Matematica IV
Problemas para as Aulasdficas

12 de Dezembro de 2006

'Semana 12

1. Calcule a&rie de Fourier da furgp f : [-1,1] — R definida por

F(x) = -1 se —1<x<0,
1 +1 se O<x<1l
e indique para que valores converge (pontualmentéjia sbtida.
Resolugo:
A série de Fourier associadaf sea

% ,
SF[f](x) = =
2

3 anCos(Nmx) + bysen(nzx)
2

em que
1 1
ao=/ f(x)dx=0 e an:/ cos(nzx) f (x)dx=0
-1 -1
dado quef & uma fun@o impar; e

1 1 1
bn = / sen(nzx) f (X) dx= 2/ sen(nzx) dx = —icos(mrx) = 3(1— cos(nr))
-1 0 nrw 0o nm

Assim
SHf](x) = z %(1— cos(nr))sen(nzX)

Visto
0 ,
1—cos(nn):1—(—1)“:{ sen?,par
2 seneéeimpar

podemos escrever

f(x) sexe|—1,0U]0,1]

SF[f](x) =
0 sex=-1x=0,x=1

n

: ﬁsen(@n —1)nx) = {

1
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2. Determine a&rie de Fourier da furdog(x) = L — |x|, no intervalo[—L,L]. Utilizando a &rie
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

1o 1 P 1 L1 1 L 7r2
n; (2n—1)? PR '

Resolugo:
A funcéo f (x) pode ser escrita na forma

L+x sexe[-L,0
fx) =
L—x sexe[0,L]

A série de Fourier associadaf sse

[oe]

SF| Zl (ancos —X) + bnsen(—x)>

L/f /(L x)dx=1L

an= %/_LL f(x)cos(nmx) dx = %/OL f(x)cos(nmx) dx = n?—;z(l—cos(nyr))

em que

e paran>1

Dado quef & uma fun@o par podemos concluir que

= %/_LLsen(mtx)f(x)dx: 0

Assim L
l nm
SF = 5 2: 5(1— cos( nn))cos—L X

Visto
0 sené par

2 senéimpar

1-cos(nt)=1—(-1)"= {

podemos escrever

L2 2 4L (2n—1D)x f(x) sexeg]—L,LJ
SF[f](x) = — S = ’
N0=7+2 Gn—pee®™®s T % {5 sex=—L, x=L
Para calcular o valor d&se nungrica, usaremos o facto de para 0 se telSF[f](0) = f(0),
istoé L= aL
= L
27 2 -1
pelo que
42 1 1 2 1 w2
2 Zl (2n—1)2 2 Zl (2n—1)2 8
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3. Determine aé&rie de Fourier da furdp h(x) = x2, no intervalox € [—L,L]. Utilizando a &rie
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

+z°° T S 2
o 22 3 6
Resolugo:

A série de Fourier associadahaeia

_%, g e ne
SF[h](x) = > +nZl <ancos( C X) + brsen( T x))
em que
1/t 2 (L, 2L.2
ao_[/_l_h(x)dx_[/o X dx_T
e paran>1

= E/L h(x)cos(nzx)dx = g/szcos(mrx)dx— 4—L2cos(n7r)
8n = L/ LJo . n2n2

Dado quef & uma fun@o par podemos concluir que

L
bn = %/ sen(nx)h(x)dx=0
-L

Assim
L2 2 42 nz h(x) sexe]—L,L|
SHh|(x) = = ——5C0S(NT)COS—X = ’
Ihl(x) 3+n;n27r2 () L {LZ sex=-L,x=L
Para calcular o valor d&sge nunérica, usaremos o facto de pare: L se terSF[h](L) = L2,
istoé ) ,
L2 2 4L )
3T n; nz—nzcos(nn)cos(nn) =L
pelo que
421 2 21 72
Y —_— = = = P p—
m? n; n? 3 n; n? 6

4. Considere as fugs definidas pof(x) = 1 eg(x) = x. Determine:

(a) as &ries de Fourier associada$ a g no intervalo[—1,1];
(b) as €ries de senos associadak @g no intervalo|0, 1J;
(c) as &ries de cosenos associaddseg no intervalo[0, 1].

Resolugo:
(a) A rie de Fourier associadafano intervalo[—1,1] é:

SF[f](x) = % + % (ancos(mrx) + bnsen(mrx)).
n=1
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Como f & uma fun@o par, podemos concluir que:

ao/ X)dx= 2/1dx2

an= /1 f(x)cos(nzx) dx = 2/01 lcog(hmx)dx= %(sen(mr) —sen(0)) =0,

bn = /11 f(x)sen(nzx) dx= 0.

Assim,
SF[f](x) = 1= f(x).

A série de Fourier associadaano intervalo[—1,1] &

SFg](x) = % - i (ancos(mrx) + bnsen(mrx)).
=1

Comog & uma fun@oimpar, podemos concluir que:

ao/ x)dx= 0,

e paran > 1
1
an:/ g(x)cos(nmx)dx= 0,
-1
1 1
bn:/ g(x)sen(mrx)dx:z/ xsen(nmx) dx
-1 0
X 11 /1
:2(—Ecos(nnx)‘o+a/o cos(nnx)dx)
__ 2 _ 2 anit
= nncos(nn) = nn( 1),
Assim,
=y 3 —1)"sennrx).
& nn

(b) Para obter aésie de senos de um fuég no intervalg0, 1] temos de prolor@rla como
fungdesimpar ao intervalg—1,1]. A série de Fourier da fuldp prolongad& a €rie de senos
procurada.

A série de senos deem|[0, 1] &€ consegéncia da exter@impar ao intervalo—1, 1], istoé, da
serie de Fourier da furdp

{ 1 sexe[0,1]

-1 sexe [—1,0]
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pelo que a@rie procurad& (ver probema 1):

—(1-(=1D)Msennax) =
n;ﬂn( (=1)T)sen(nmx) 0 sex=0oux=1

> 2 {1 sex€]0,1]
A série de senos dgem |0, 1] & conseqéncia da exter@impar ao intervald—1,1]. Comog
éimpar, o prolongamento coincide cape a €rie de senoé a €rie de Fourier que calcainos

na alnea (a):
c 2 sl
Zlmr( 1)"*sen(nmx).

n=

(c) Para obter aésie de cosenos de um fug no intervald0, 1] temos de prolon@rla como
fungdes par ao intervalp-1,1]. A série de Fourier da furdp prolongad& a €rie de cosenos
procurada.

Como f & uma fun@o par, a &rie de cosenos no intervald, 1] & a €rie de Fourier que cal-
culamos na ahea (a), i.e., a&rie com uminico termo constante 1.

A série de cosenos deem|0, 1] &€ consegéncia da exterd@ par ao intervalg-1,1], istoé, da
série de Fourier da furap

X  sexe|0,]]
—X  sexe[-1,0]

Temos, pois, que &sie procurad&:

aO o0
> +n;ancos(n7rx),
onde
aO:/ g(X)dX: 2/ g(X)dX: 2/ xdx=1,
-1 0 0
e paran > 0:

an= /_11§(x)cos(n7rx) dx= z/olg(x)cos(nnx)dx: 2/01XCOS(n7tx)dx: %((_:w —1).

5. Considere a equag de propagap do calor
Ju ,d%
o % oe W
(a) Mostre que as suas sob#s estacicrias (istoé, que @o dependem do tempods da
formau(x) = Ax+ B.

(b) Determine a sol#p estacioaria para o problema correspondente a uma barra situada
entre os pontog = 0 ex =L, em que se fixam as temperatuu8,t) = T, u(L,t) = To.

(c) Resolva a equép (x) para 0< x < 1 e para as conddgs iniciais e de fronteira

u(0,t) = 20, u(1,t) = 60, u(x,0) = 75.
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Resolu@o: (a) Uma solu@oé estacioaria se e 8 seu; = 0, pelo que as solidgs estacidarias
de (x) sdo as funfesu = u(x) que satisfazeny, = 0. E claro, erdio, queu tem de ser um
polindbmio de grau 1 em: u(x) = Ax+ B, ondeA e B sdo constantes.

(b) Comu(x) = Ax+ B, temosu(0) = B=T; eu(L) = AL+ B = T,. Portanto

L-B Th-T
L L

A solugiio estacioaria pretendidé u(x) = 22 x 4 Ty.

B=T1 e A=

(c) Identificamos, em rel&pas alneas anteriores,. = 1, T; = 20 eT, = 60. Designando por
w(x,t) a diferenca entre a solag estacioariau(x) = 40x-+ 20 e a solugo do problemai(x,t),
ou seja

w(x,t) = u(x,t) — 40x — 20,

vemos quev(x,t) é solu@o do problema:
ow  ,d0%w
— = —
ot ox2
Usando o ratodo da separag de varaveis obtemos

com w(0,t)=w(1,t)=0 e w(x,0)=55—40x
o 2 2.2

w(x,t) = bne™™ " *Isen(nmx).
=1

Donde
+00

55— 40x = z bnsen(nzx) .
=1

Determinamos os coeficientes destaes de senos da forma habitual, recorrendo a intégrac

por partes:
1
bh = 2/ (55— 40x) sen(nmx) dx
0
1 1
_ 2[(55_4@() cos(mrx)] _2/ (—40) cos(mrx)dx
_ 2<(55_40) cos(nrm) 55 )
—nx —nx
nm nm
_ 10 n+1
= — (31" +11).
Ento

u(x,t) = 204 40x+ w(x,t)
< 10 n+1 22 2
= 20+ 40x+ Z - <3(—1) +11) exp(—n“m“at)sen(nmx)
n=1
Note-se que esta so@igé C” parat > 0, e contnua para &< x < 1 et = 0, mas descoimua

nos pontogx,t) = (0,0) e (x,t) = (1,0) porque a cond&o inicial rio & compaitvel com as
condig@es fronteira.
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6. Recorrendo ao atodo de separag de varmveis, resolva o seguinte problema para a eguac

das ondas ) X
2<u o24u
W:CZW’ (tZO,XE[O,l])
u(t,0) =u(t,1) =0,
u(0,x) =0 @(Ox)—l
9 - 781: 9 - 9

ondec &€ um paametro real.

Resolu@o: Recorrendo ao Btodo da separag de varmveis, utilizando as condies fronteira
u(t,0) = u(t,1) = 0, obtemos soluies da forma:

(Ancos(nzct) + Bysen(nzct)) sen(nmx),

onden=0,1,2,... Assim, procuramos uma sofg da forma:

u(t,x) = g (Ancos(nzct) + Bysen(nzct)) sen(nmx).
=1

Impondo a condigo inicial:
+00
u(0,x) = 5 Ansen(nzx) =0,
n=1

conclumos queA, = 0, para todo m. Por outro lado, derivanda(t, x) em ordem &, obtemos:

ou_ S nrcBhcos(nrct) sen(nmx)
ot B nZl 7

pelo que a segunda condginicial fornece:

@(0 X) = S nrcBysen(nzx) = 1
ot n; -

Precisamos, pois, de expandir a fangonstante 1, numérse de senos no intervald, 1]. Isto
fornece os coeficientes (ver problema 4):

1 —-1
nrcB, = 2/ sen(nzx) dx = M,
0 —nm
ou seja
2(1—(-1)"
B ="
Portanto a solu#p é
©w21-(-"
u(t,x) = Z %sen(nnm) sen(nxx).

n=1
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7. Recorrendo ao atodo de separag de varmveis, resolva o seguinte problema para a eguac

de Laplace
(9%u  d4u
WJ“a_yZZO’ (x,y€[0,1})
g—;(x7 0) =0, 3—;(x, 1) = cos(2nx),
du au
8_)((O,y) = 07 8_)((17 y) = COS(Zﬂy) .
Resolu@o: Comecamos por observar que basta resolver cada um dos problemas:
( azul &Zul ( 82U2 32U2
o oy 0 o Ty =0
%(x, 0)=0, %—l;l(x, 1)=0, c %‘f(x, 0)=0, %—‘;Z(x, 1) = cos(2nx),
8U1 . 8u1 . 8uz . 8uz .
\ W(O,Y) =0, W(LY) = cos(my), \ W(O»V) =0, W(LY) =0.

pois a solugo procurad@& a soma das sol@ies de cada um destes problemas:

U(X7 y) = U]_(X, y) + UZ(X> y)

. ~ A - . . du
Recorrendo ao Btodo da separag de vataveis, e utilizando as condies frontelraa—yl(x, 0) =

%_‘;1()(’ 1) = %(O,y) = 0, obtemos soluies para o primeiro sistema da forma:

cosh(nzx)cos(nmy), n=0,12,...
Assim, vemos que a solag do primeiro sistemada forma

G

uy(x,y) = >+ > ancosh(nzx)cos(nmy),
n=1

e de forma semelhante parg ja queuy(X,y) = uy (Y, X).

Impondo as condiges fronteira%(l, y) = cos(2ny) e %—L;Z(x, 1) = cos(2rx), obtemos,

ap cosh(2rx)cos(2ry) ap cosh(2ry)cos(2mx)

t(xy) = 27 2nsenh(2r) & ekxy)= 27 2nsenh(2x)

A solugao pretendid& pois

cosh(2rx)cos(2ry) + cosh(2ry)cos(2mx)
2rxsenh(2x) ’

u(x,y) =c+

ondec & uma constante arbétria.
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8. Resolva a equao

U = Ux+2U, (x€[0,x])

uX(O7t) = UX(cht) = 07

u(x,0) = serx.
Resolugo:
Recorrendo ao Atodo da separag de vaiveis, e utilizando as condies fronteirauk(0,t) =
ux(7,t) = 0 obtemos solu@es da forma:

e@tcos(ny)  (n=0,1,2,...).

Tomando combindies lineares destas soligs chegamos a

R
u(xt) = au > ane@tcos(nx).
2 n=1
Para determinar os coeficientag impomos queu(x,t) satisfaca a condip inicial, o que
fornce:
o, <
ux,0) = — COS(NX) = serx.

Ou seja, 0s, sao os coeficientes do desenvolvimento da aiangenx numa €rie de cosenos
no intervalo[0, z]. Da forma usual, obtemos:

21 C0 se nt1

2 T

an:—/ sernx cosnxdx=
7 Jo

0 se n=1

Logo a solu@o procuradé:
2e2t +oo H—An?t
u(xt) = — <1+nzlmcos(2nx) :
9. Resolva a equag

U = U —tu, (x € [0,27])

Resolugo:

Recorrendo ao Atodo da separag de vamveis, e utilizando as condies fronteirauk(0,t) =
ux(27,t) = 0, obtemos soluies da forma:

_nit_t2 n
€ 4 2cos (—x) :
2
Formando combindigs lineares, condlimnos que a solip toma a forma:

2 1o 2 2 n
u(x,t) = %e‘% + z ane‘Tt‘t?cos<§x) :
n=1



Andlise Matematica IV 10

Impondo que esta solag verifigue a cond#p inicial

u(x,0) = @+§ancos<2) X,

vemos que 08, S40 o0s coeficientes da expansda funéo f (x) = x numa €rie de cosenos no
intervalo|0, 2. Ou seja, para = 0:

2r 2
o_ i/ Xdx= (2m)

2 " 21l aw "
e paran # O:
1 em n 4 n
an_E/O xcos<§x> dx_W((—l) -1).

Assim, a solugo procurad&:

2 4t (—1"-1 2
u(x,t) = re 2 — — (« )2 )e‘T tcos( X)
ey n
_ﬁ 1 g 2 _ n2+2t
=€ 2+—- ) —e % cos(nx
T &N

10. Recorrendo ao @todo de separag de varveis, resolva o seguinte problema para a egmac
das ondas

(02U N d%u 9%

ox2  9dy2  ot?
u(x,0,t) =x, u(x,1,t)=
u(0,y,t)=0, ﬂm)z
u(x,y,0) = x

d

\ a—?(x, y,0) = cos(2r (x—y)) — cos(2x (X+Y))
parax,y € [0,1] et € R.

Solugao:

Procurando uma sol&@gv que rao dependa dee que satisfaca as condgs fronteira, obtemos

V(X,y) = X.

Pelo que se definirmas(t,x,y) = u(t,X,y) — X, esta fun@o o satisfaz as seguintes contks:

(0%°w N ?0  d*w
ox2  Jy2 ot
o(t,x,00=0, ot,x1)=
w(t7o7y):07 (t717y)
0(0,x,y) =0.

0
0

Usando o ratodo da separag de varveis para resolver estdtimo problema, chegamas
seguinte solugo formal:

+oo 400
o(t,x,y) = z cmnsSen(y/ (M + n?)zt) sen(mnx) sen(nmy).
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Atendendo que cd@r (x—Y)) —cos(2x (X+Y)) = 2sen(2zx) sen(2xy) , vem

u(t,x,y) = x+ ni\/ésen(\/ént) sen(2wx) sen(2my).

11



