Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

4 de Abril de 2005

Semana 3|

1. Determine os valores dos seguintes integrais:

a) [, |zldz em que C é o semicirculo percorrido em sentido directo unindo —2i a 2i.

b) [, zcos z*dz em que C' é o segmento de recta unindo 0 a 7.

Resolucgao:

(a) Uma parametrizagao possivel para C' é

2(0) =2 | —

w/2 ‘ A
/ 2| dz = / 12¢%) 2ie™dh = 8i
C —7/2

(b) Uma parametrizagao possivel para C' é

<0<

bo| 3
b0

pelo que

pelo que

™ 2
/ zcos 22 dz = / itcos (—t%)idt = _sen(r’)
c 0 2

Note-se que atendendo ao facto da fungao zcos 22 ser analitica na regiao interior a C' (de

facto é uma funcao inteira), podemos utilizar o Teorema Fundamental do Calculo para
concluir que
i sen (72)

1
/ zcos 22 dz = —sen 22
C 2 0 2

2. Considere o caminho v; que consiste no segmento de recta unindo o ponto inicial 0 ao
ponto final v/2¢"™*, e considere também o caminho v, entre esses mesmos pontos dado
pela parabola t +— t + it%.

a) Calcule, utilizando a definigao, f% e*dz, com k =1,2.

b) Calcule [ z%dz com k= 1,2.
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c) Comente os resultados que obteve nas alineas anteriores.

Resolugao:

Observe-se primeiro que v2¢™/* =1+ 4. Com t € [0, 1], parametrizacoes possiveis sao:
1(t) =1 =)0 +t(1+1i) =t +ti e yt) =t + t2.

2)

1 : N .
/ e“dz = / D (1 4 4)dt = U] =elti 1
71 0 0
€
L ol .
/ e“dz = / T+ 2ti)dt = | =t -1
V2 0 0
b)
! B2
/ 2z = / (= t2(1+ i)t = (1— i)+ )| =204
" 0 3o 3
‘ ! ! 14 i
/ Zdz = / (t — t%0)(1 + 2ti)dt = / (t* + 3t* — 2it°)dt = — — —
72 0 0 15 3

¢) A fungdo z — e* é holomorfa em C e portanto o integral é independente do caminho
(consequéncia do Teorema de Cauchy). Pode-se notar ainda que nestas condigdes é
valido o Teorema Fundamental e portanto

1+i ]
/ €ZdZ: ez|0+l :€l+z_1
7

Por outro lado, a fungao f(z) = z? nao é holomorfa em nenhum ponto de C
(porqué?), e portanto os integrais sobre caminhos homotdpicos podem depender
dos caminhos, o que sucede no presente exercicio.

3. Seja A
f(z) =2z =exp|(=1+i)logz] , |2|>0e 0<argz <27

Calcule

f(z)dz

|z|=1
onde a curva ¢é percorrida no sentido positivo.
Resolucgao:

Comegamos por notar que a fungao integranda nao é analitica no semi-eixo real negativo.
Uma parametrizacao possivel para a curva serd z(t) = e com 0 < t < 27. Assim

f(z)dz = /0Wexp[(—l+i)logz(t)]z’(t)dt

|z|=1

27 2
= / exp[(—1 + i)it)ie" dt = / iexp((—1 4 7)it + it]dt
0 0

2m 2
= / ie tdt = (—ie™")
0

0

Y

=i(l —e )
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4. Seja y(t) = Re" para 0 <t < 7. Mostre que se R > 2, entao

‘/ 222 — 1 &l < R(2R? +1)
245224 1T (R?2—1)(R?—4)
Resolucgao:
Utilizando a parametrizacao sugerida
22 -1 T R%e'?t — 1 "
= . . e dt
)/z4+522+4 Z‘ ‘/0 Ricit 4 pR2ei 4410
™ 12R2e12 — 1| »
S /0 |Rieit + 5R2e + 4] | Rie™|dt
s 2 2,12t -1
S/ 2RZ ™+ -1 o
o |(R2e? —1)(R2e2 — 1)
/’T (2R*+1)R dt
— Jo ([RPe®| = = 1)([R2e?| — | — 4])
B /’f (2R*+ 1)R g — R(2R?+1)
S (B-D(R-4) (R -1)(R2 -4

como se queria mostrar.

5. Seja I' C C a elipse |z — 7i| + |z — 2mi| = X, percorrida no sentido positivo. Calcule

(a) ¢ zPcoshzdz (b) fi I (0) ﬁ 1

Z_§ 22+7T2

Resolucao:

(a) Dado que z3cosh z é uma funcao inteira e I' é uma curva fechada, regular e simples,
podemos usar o Teorema de Cauchy e concluir que

% 23coshzdz =0
r

. R€ ) . - . . p e .
(b) A funcao - ¢ 0 quociente de fungoes inteiras, pelo que serd analitica no conjunto
Z —_—

C\{z : z— £ =0}, ouseja em C\ {%}. Resta-nos averiguar, qual a posi¢ao do ponto %
relativamente a elipse. Atendendo a que
T T

- Ly ‘_3 1<l o34 I
‘ zw‘+‘ T us 5 7T+2
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%

tem-se que 5 pertence a regiao interior a I Dado que ze™* ¢ uma fungao inteira e I' é
uma curva fechada, regular e simples, aplicando a férmula integral de Cauchy obtemos

z

z— 2 z=i/2

ze L »
]{ dz = 2mize™* = —me 2
r 2

1
(c) A fungao P ¢ analitica em C\ {—mi, mi}, e atendendo a que
2247

|mi — mi| + |mi —2mi| =7 < Tw/2 e | —mi—mi|+|—m —2mi| =57 > Tn/2

tem-se que —m¢ nao pertence a regiao interior a I' e i pertence a regiao interior a I'.

Escrevendo .

1 -
rze+m r2—m

e atendendo a que a funcao ﬁ ¢ analitica na regiao interior a I', tem-se, por aplicacao

da Férmula Integral de Cauchy

1 1
%ﬁdz:Qm' -
rz-+m z+m

¢ analitica em C \ {0, 2}, e atendendo a que

=1

Z=iT

5z — 1

d) A fungago ——=
(d) A fungao 22(2z — mi)

10 — 7| + |0 — 27i| = 37 < T7/2 e |%Z — il + |%Z — 2ri| = 27 < Tn/2
tem-se que tanto 0 como % pertencem a regiao interior a I'. Podemos escrever
5z — T 9z — T 5z — T
——dz = ——d —d
f; 22(2z — i) - j{l 22(2z — i) i f; 22(2z — mi) :
em que (por exemplo)
1 i 1
I = : = Iy, = - = < =
i={e i ll<zh e Ta={e:le-Tl<3)

Entao

7{ 5z — 1 ds - 7{ 5z — dz—{—j{ 5z — 1 I
r 22(2z — i) —Jp, 2222 — i) r, 22(22 — 7i)
5z—i b5z—mi
22—11 2
= =—7d z d
jél 22 Z+7§222—m2

o, " N -
- ¢ analitica na regiao interior a I'y, tem-se, por aplicacao da
z — T
Férmula Integral de Cauchy para as derivadas (n = 2)

— 5z — i/

pe—mt . _

=dz = 27rz< : )
r, % 2z —am

Dado que a funcao

-6
2=0
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. T, - e
Por outro lado, dado que a funcao ¢ analitica na regiao interior a I'y, tem-se, por

22
aplicacao da Férmula Integral de Cauchy

5zz—27rz 1 5zz—27rz 5Z — i
-dz = — —dz =i 5 =6
r, 22 — i 2 Jp,z— % z z=mi/2

2

Finalmente

fﬂdz:—wﬁ:o
r

22(2z — mi)

(e) Seguindo os passos da alinea anterior, a funcao ¢ analitica em C\{0, 2mi},

2%(z — 2mi)3
e ¢ facil de verificar que tanto 0 como 27: pertencem a regiao interior a I'. Podemos

escrever . . .
——dz = ———d ———d
j{ 22(z — 2mi)3 : j{l 2%(z — 2mi)3 i ]i 22(z — 2mi)3 :

em que (por exemplo)
1
Iy={z: |z <z} e To={z: |z —2m] <§}

Entao

]{ 1y ]{ S ]f S —,
VA — z zZ
r 22(z — 2mi)3 r, 22(z — 2mi)3 r, 22(2 — 2mi)3

1 1
(z—2mi)3 2
= d —2
i’i 2 *f (= —2mip "

Dado que a funcao (2_2;7”)3 ¢ analitica na regiao interior a I'y, tem-se, por aplicacao da

Férmula Integral de Cauchy para as derivadas (n = 2)

( ) )2 1 '
z—2m .

dz =2 <—>
3r1 2 T (z — 2mi)3

Por outro lado, dado que a funcao Z% ¢ analitica na regiao interior a I's, tem-se, por
aplicagao da Férmula Integral de Cauchy para as derivadas (n = 3)

7{ 4 2mi £ 1\
.
r, (z —2mi)3 2 \z?

j{ 1 d 31 L 31 0
——dr=———+ = =
r 2%(z — 2mi)3 8r3 83

oS z
(f) A fungao W é analitica em C\ {i} e é facil de verificar que ¢ pertence a regiao
z—1i

!
=0 873

37
2027 873

Finalmente

interior a I'. Pela férmula integral de Cauchy para as derivadas (n = 10)

COS 2 1 2
_99F 4 —omi— (10) _ .
jé o z')n z g) 101 (cos 2) . 1Olmcos 1
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6. Considere a funcao complexa definida por
f(z) = f(z +1iy) :x2—y2—2xy+2y+i(x2—y2—|—29:y—2:17).

Justificando pormenorizadamente a sua resposta, determine o valor do integral

onde C' = {z € C: |z —i| = 4} é percorrida uma vez no sentido directo.

Resolucao:

Comecemos por analisar o dominio de analiticidade da funcao integranda Zf_(zg))2, pelo que

necessitamos de saber quais os pontos de C onde a func ¢ ao f admite derivada. Sendo

Ref =u(z,y) =2 —9* =22y +2y e Imf=ov(zy) =2"—y*+ 20y — 22

tem-se
ou ou ov ov
— =2x -2 — = 2y —2 2 — =2 2y — 2 — =2 2
7 T =2y, oy y—2x+2 o7 T+ 2y oy Y+ 2z

E 6bvio que todas estas funcoes sao continuas em R? e que as condicoes de Cauchy
Riemann se verificam para todo (x,y) € R?. Podemos entao concluir que f é uma funcao
inteira, pelo que ( Zf_(zz))Q é analitica em C\ {2}. Dado que C' é uma curva fechada, simples
e regular, e que 2 pertence a sua regiao interior, por aplicacao da formula integral de
Cauchy para as derivadas (n = 1), concluimos

f(Z) o . pl o . 8u ,81) _ ) ]
]{Cm dz = 2mif'(2) = 2%2(%(2, 0) +i5-(2 0)) = 2mi(4 + 2i)

7. Teorema de Liouwville: Mostre que se f € inteira e limitada entao f é constante em C.
Sugestao: Utilize a formula integral de Cauchy para mostrar que f'(z) = 0.
Resolucgao:

Seguindo a sugestao, vamos demonstrar que nas condigoes dadas f’(z) = 0 para todo
z € C. Visto f ser inteira, podemos aplicar a Formula Integral de Cauchy para concluir

que
oy L f(w)

para qualquer curva de Jordan C' percorrida uma vez no sentido directo e tal que z
pertenca a sua regiao interior. Em particular

oL dw
f) = 27 j{wd:R (w— z)Qd

isto é, sendo C' a circunferéncia de raio R centrada em z. Por outro lado atendendo a que
f é limitada, existe M > 0 tal que

f(z)| <M , VzeC



Andlise Matematica IV 7

Tem-se entao que

reisgd o

Ou seja, dado qualquer niimero complexo z

M2xR M
dw| < == dw| = -
jdw] f ’ =% ~ R

M
F( <% . VRER'

Visto R ser arbitrario, quando R — oo

') <0 = [f(z)=0 = [f()=0

Seja f = u+iv. Como f'(z) = 0, resulta do teorema de Cauchy-Riemann que todas as
derivadas parciais de u e v sao nulas para qualquer z € C, Desta forma, f é constante em

C.



