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Analise Complexa e Equacdes Diferenciais
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Ficha de Problemas n2 10
Equacoes Lineares de Ordem n

Exercicios Resolvidos
. Determine a solu¢do geral das seguintes equacdes:
(@) y"+9y' +20y=0 (b)y'+7y=0 (c)y +2y +y=0

Resolucao

(a) Usando a notagdo 3’ = Dy (e como tal 3’ = D?y) obtém-se
v +9 +20y=0 < (D*+9D +20)y=0.
Tem-se entdo que os zeros do polindmio caracteristico associado sao
Pr)=r2+9r+20=0 & r=-4 V r=-b5
Assim a equacdo é equivalente a
(D+4)(D+5y=0 <« (D+4)y=0ou (D+5)y=0.

Na seguinte tabela representamos as raizes de P(r) e respectivas multiplicidades (ou ordens) e
os correspondentes elementos da base do espaco de solucdes da equacdo diferencial:

Raiz | Multiplicidade | Base
-4 1 g
-5 1 El

Tem-se entdo que uma base do espaco de solucdes da equagdo (D? + 9)(D + 20)y = 0 é, por
exemplo B = {e™*, e~} Assim, a sua solugo geral ¢

y(t) = cre® 4t e | e, R



(b) Usando a notagio y' = Dy, obtém-se
' +1%y=0 & (D*’+7d)y=0.
Tem-se entdo que a raiz do polinémio caracteristico associado é
Pr)=r+72=0 & r=dir

Neste caso, como ocorrem raizes complexas, acrescentamos a tabela introduzida na alinea (a)
uma coluna com uma base constituida apenas por fungdes reais:

Raiz | Multiplicidade | Base Complexa Base Real
+ri 1 elmt, et cos(mt), sen(mt)

Tem-se ent3o que uma base do espaco de solugdes (reais) da equacdo (D? + 72)y = 0 é, por
exemplo B = { cos(nt), sen(wt)} e assim a sua solucdo geral é

y(t) = c1 cos(mt) + casen(mt) , c1,c2 €R

(c) Usando a notagéo y' = Dy, obtém-se
V' +2 +y=0 < (D*+2D+1)y=0.

Tem-se entdo que o polinémio caracteristico associado é P(\) = A% + 2A + 1 = (A + 1)? cuja
dnica raiz é —1. Entdo:

Raiz | Multiplicidade Base
-1 1 et tet

Tem-se ent3o que uma base do espaco de solucdes da equagdo (D? + 2D + 1)y = 0 &, por
exemplo B = {e™*, te~'}. Assim, a sua solucdo geral é

y(t) =cre " +eate™ | e1,c2 €R.

. Seja k € R uma constante. Determine a solugdo da seguinte equacdo diferencial:
y// _ ky — 0

Sugestdo: o cdlculo da base do espaco de solucdes da equacdo depende do sinal de k.

Resolucao



(a) Usando a notacdo y' = Dy, a equagdo y” — ky = 0 pode-se escrever na forma:
(D* ~k)y =0

Tem-se pois que o polindmio caracteristico associado é P(r) = 72 — k = 0. Para determinar
as raizes do polindmio caracteristico e as correspondentes solucdes da equacdo diferencial, é
conveniente considerar 3 casos.

Caso 1 (k> 0) :
Neste caso o polinémio caracteristico tem duas raizes reais distintas £k e, assim:

Raiz | Multiplicidade | Base
Vk 1 e—Vkt
\/E 1 e\/Et

Desta forma, uma base do espaco de solucdes da equacio (D? — k)y = 0 pode ser
B= {e“/Et, e‘/Et}. Assim, a solucdo geral da equacdo é, neste caso:

—Vkt Vkt

y(t) = cre + coe , c1,c2 €R.

Caso 2 (k = 0) : Neste caso, o polinédmio caracteristico tem uma Utnica raiz, 0. Tendo

em conta que % = 1:

Raiz | Multiplicidade | Base
0 2 1,t

Uma base do espaco de solucdes da equacio D%y = 0 é, por exemplo, B = {1, t} e,
assim, a sua solucao geral é

y(t)=c1+cot , ci,c2€R

Caso 3 (k< 0) :
Neste caso o polinémio caracteristico tem duas raizes complexas conjugadas, +iy/|k| =

+iw (definindo w = /|k|).

Raiz Multiplicidade | Base Complexa Base Real

+i+/]k| = Hiw 1 et e=iwt cos(wt), sen(wt)

Tem-se entdo que a solucdo geral da equacdo é, neste caso
y(t) = ci cos (wt) + casen (wx) , cj,c0 €R

(onde w = \/[k| = vV—k © k = —w?).



3. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

vy + 2y + 5y =0 y' +4y +3y=0
(a) {ym):l v =—2 ©® {ym):o . (0) =2

(c) { y' + 6y +9y =0
y(0)=1, y'(0)=0
Resolucao
(a) Vamos, em primeiro lugar calcular a solu¢do geral da equacdo. Usando a notagdo y' = Dy,

obtém-se
v +2) +5y=0 < (D?4+2D+5)y=0

O polinémio caracteristico associado é P(r) = 72 +2r +5, e as suas raizes sio —1 =+ 2i. Assim
uma base complexa é

B, = {e(—1+2i)t’ e(—1—2i)t}

e a respectiva base real é
B = {e " cos(2t), e *sen(2t)}

A sua solugdo geral é
y(t) = cre " cos(2t) + cae Fsen(2t), c1,c0 € R.

Temos agora que determinar ¢; e ¢2 de modo a que y(0) =1 e /(0) = —2. Sendo a solugio
geral, y(t), dada pela expressdo anterior, tem-se que

Y (t) = —cre”tcos(2t) — 2cre " sen(2t) — coetsen(2t) 4 2coe ™ cos(2t)

y(0) =1 =1 =1
/ = = 1
y'(0) = -2 —c1 +2¢c2 = -2 c2=—35

Resulta pois que a solucdo do PVI é

Entao

1
y(t) = e "cos(2t) — §e_t sen(2t)

(b) Vamos, em primeiro lugar calcular a solu¢do geral da equacdo. A equagdo diferencial escrita
com a notacdo y' = Dy é
(D*+4D +3)y =0

O polinémio caracteristico associado é P(r) = r?2 +4r + 3 = (r + 1)(r + 3). Como tal

Raiz | Multiplicidade | Base
-1 1 et
-3 1 e




Tem-se entdo que uma base do espaco de solucdes da equacdo (D? +4D + 3)y = 0 é dada por
B={e", e} e, assim, a sua solucdo geral &

y(t) = cre” "t + coe 3t ep,e0 €R.

Resta-nos determinar os valores de ¢; e ¢2 para os quais y(0) = 0 e y'(0) = 2. Sendo y(t) a
solugao geral acima obtida, tem-se que

y'(t) = —cre™! — 3cpe™

{y(O)ZO - {c1+(:2:0 - {01:1

y'(0) =2 —c1 —3cp =2 co=—1

Podemos concluir que a solugao do PVI é

Entao

(c) Vamos, em primeiro lugar calcular a solu¢do geral da equagdo. Usando a notacio y' = Dy,
obtém-se
Y +6y +9y=0 < (D*4+6D+9)y=0

Tem-se entdo que o polinémio caracteristico associado é P(r) = r2 +6r+9 = (r +3)2. Assim

Raiz | Multiplicidade Base
-3 2 g Gt

Tem-se entdo que uma base do espaco de solucdes (reais) da equagdo (D? +6D + 9)y = 0
pode B = {e_3t, te_?’t} e, assim, a sua solu¢ao geral é

y(t) = cre 3+ egte™ . e, €R.

Resta determinar ¢; e c2 de modo a que y(0) = 1 e ¢/(0) = 0. Sendo y(t) a solugdo geral
anteriormente obtida, tem-se que

Y (t) = —3c1e73 + o3 — 3cgte ™.

y(0) =1 a=1 =1
= -~
y'(0)=0 —3c1+ca=0 co=3

Finalmente, a solucdo do PVI é

Assim sendo,

y(t) = e73 4 3te™3.



4. Determine a solugdo geral das seguintes equac¢des diferenciais.
(a) y/// + y// o 2y/ -0
(b) y(4) + y/// o 3y// _ 5y/ _ 2y -0
(c) ¥ +2y" +y=0

Resolucao

(a) Usando a notacdo y' = Dy, obtém-se
y'+y"-2/=0 & (D*+D*-2D)y=0
O polinémio caracteristico associado é
Pr)=r+r2—2r=r(r?+r—-2)=r(r—-1)(r+2)
Assim as solucoes de
(D3 +D?*-2D)y=0 < DD-1)(D+2y=0

obtém-se de acordo com a seguinte tabela:

Raiz | Multiplicidade | Base
0 1 3% =1l
1 1 et
-2 1 e~ 2t

Desta forma, uma base do espaco de solucdes da equacdo (D?+D?—2D)y = 0 é (por exemplo)
B={1, e', e} e, assim, a sua solugdo geral ¢

y(t) = c1 + coe’ + ca3e™® | cp,c,c3 €ER,

(b) Usando a notacio 3’ = Dy, a equacdo diferencial pode-se escrever na forma:
(D*+ D3 —-3D* -5D —2)y =0
O polinémio caracteristico associado é
P(ry=r*+r3—3r2 —5r—2

E facil de descobrir duas raizes de P(r); de facto, verifica-se que P(—1) = 0 e P(2) = 0.
Usando (por exemplo) a regra de Rufini, obtém-se a factorizagdo

Pr)=@+1Dr—-2)0?+2r+1) = (r+1)3(r —2),

de onde resulta a tabela seguinte



Raiz | Multiplicidade Base
-1 3 et te t, t2e~t
2 1 et

Tem-se ent3o que uma base do espaco de solucdes da equacdo (D3 + D? — 2D)y = 0 é, por
exemplo B = {e~!, te™!, t?e~!, ¢*} e assim a sua solucdo geral é

y(t) = cre t 4 cote™t + C3t2€_t + C462t , C1,C3,c3,¢c4 € R,

(b) Usando a notagdo 3’ = Dy, obtém-se
yH 42 +y=0 o (D*+2D2+1)y=0
O polinémio caracteristico associado é
Pry=rt+2r+1=(r*+1)* = (r +i)*(r —i)?

Assim
(D*+2D?+1)y=0 & D-)*D+i)*y=0

Raiz | Multiplicidade | Base Complexa Base Real

+7 2 e tett e te~™ | cost, sent, tcost, tsent

A solugdo geral pode entdo ser dada por:

y(x) = cpcost + casent + cgtcost + cat sent |, c1,c9,c3,¢4 € R.

5. Resolva os seguintes problemas de valor inicial.

y(4) _ 4y/// + 6y” _ 4y/ +y=0
@ yO0)=1 y0)=1,
y'(0)=-1, ¢"(0)=1.

(b) y" — 5y" — 22y’ + 56y = 0
y(0)=1, ¢(0)=-1, y"(0)=1

Resolucao



(a) Vamos, em primeiro lugar calcular a solu¢do geral da equagdo. Usando a notagdo y' = Dy,
obtém-se

gy — 4y 16y — 4y +y=0 < (D*—4D3+6D>—4D+1)y=0

O polinédmio caracteristico associado é P(r) = r* —4r3 4+ 612 —4r 4 1. Pela formula do binémio
de Newton:
P(r) = (r—1)*

Assim sendo,
(D*—4D3 +6D? —4D+)y=0 < (D-1)*y=0,

Uma base do espago de soluces da equagdo (D — 1)*y =0 é B = {¢!, te!, t?¢’, t3¢'}, pelo
que a sua solugao geral pode ser dada por

y(t) = coet =+ C1tet aF CQtQQt + 03t3et , €p,C1,Co,c3 €R,

Resta entdo determinar cg,cq,c2 e ¢3 de modo a que y(0) = 1, /(0) = 1, ¥’(0) = —1 e
y"(0) = 1. Sendo y(t) = (co + c1t + cat?® + c3t?) €, tem-se que

y'(t) = (co+c1+ (c1 + 2c2)t + (c2 + 3c3)t? + c3t?) €

y"(t) = (co + 2c1 + 2¢3 + (c1 + 4o + 6¢3)t + (¢ + 6¢3)t% + c3t®) €

y"(t) = (co + 3c1 + 6ca + 6¢3 + (c1 + 62 + 18¢3)t + (c2 + 10c3)t? + c3t?) €

pelo que
y(o) = ]' CO = 1 CO =
/
y'(0)=1 co+er=1 =0
y"(0) = -1 < co+2c) +2¢c = —1 < co=—1
y"(0) =1 co + 3¢y + 6cg + 6c3 = 1 c3=1

Finalmete, a solugdo do (PVI) é
y(t) = (1=t +¢%)e’

(b) Vamos, em primeiro lugar calcular a solugdo geral da equacdo. Usando a notacio ' = Dy,
obtém-se
y" — 5y’ — 22y +56y =0 << (D?>—5D?—22D+56)y=0 (1)

Tem-se ent3o que o polinémio caracteristico associado é P(r) = r3 — 512 — 22r + 56. Tendo
em conta que P(2) = 0, dividindo P(r) por r — 2,

1 -5 -22 56
2 2 6 -56
\ 1 -3 -28 0




obtém-se a factorizacio:

P(r)=(r—2)(r*=3r—28) = (r—2)(r —4)(r = 7)

Resulta pois que (1) é equivalente a equagdo diferencial

(D =1)(D -4)(D -7y =0,

cujo espaco de solucdes possui a seguinte base

Raiz | Multiplicidade | Base
2 1 et
4 1 2
7 1 2l

A solugdo geral da equagdo (1) é, pois:

y(t) = cre® + cpet! + c3e™,

Tt c1,co,c3 € R.

Para resolver o problema de valor inicial, resta determinar ¢q,cs e c3 de forma a que as condicoes
iniciais sejam satisfeitas. Calculando as derivadas da solucao geral,

resulta que

y'(0)=1

Desta forma, a solucido do PVI é

2c1€% + dcoe*t + 763€7t,
4616% + 166264t + 4963€7t,

catcatez=1 cg =4
2c1 + 4cg + Tes = —1 & co=—4
4cq —1—16024-4903 =1 c3 =1

y(t) = 4e? — 4et 4

. Encontre a equacdo diferencial linear homogénea de menor ordem possivel tal que as seguintes

funcdes sejam suas solucdes.

T

(a) 1(t) = ™3, yo(t) = te!V®
(b) yi(x) = e cos(2x) e ya(x) = we™
(c) y(a) =2?

Resolucao



(a) Dado que ys(t) = te!V3 é solucdo, entdo também y3(t) = e'V3 o §&; isto porque /3 é
certamente raiz do polindmio caracteristico da equagdo. As fungdes y1, y2 e y3 formam uma
base de um espaco de dimensdo 3 (visto serem 3 fun¢des linearmente independentes); em
consequéncia, a equacgdo diferencial de menor ordem que as admite como solugdes é de ordem
3. Consideraramos uma versdo inversa da tabela anteriormente introduzida

Base Raiz | Multiplicidade | Termo de p(D)
etV | —3 1 D++/3
etV3 tetV3 | /3 2 (D — V/3)2

Isto significa que ¢'V3 e te'V3 s3o solucdes de (D — v/3)2y = 0, enquanto e V3 & uma soluco
de (D +v/3)y = 0. Assim sendo, as funcdes y; e yo sdo solucdes da equacio

(D-V3)2(D+V3)y=0 &  (D*-+3D?-3D+3V3)y=0.

A equacgdo pedida é
y/// - \/gy// _ 3y/ + 3\/§y -0

(b) Comegamos por notar que se e” cos(2x) é solugdo da equagdo também e”sen(2z); da
mesma forma, se xe™* é solu¢do da equagdo também e~* o é. Tem-se entdo que e” cos(2x),
e?sen(2x), xe~* e e~ formam uma base do espago de solu¢des da equacdo pedida, o que
mostra que tem que ser de ordem 4. Podemos entdo considerar a tabela

Base Real Base Complexa | Raiz | Mult. Termo de p(D)
e % ze e % ze ® -1 1 (D + 1)2
e® cos(2z),e% sen(2x) | e 202 (=202 | 1 4 9; 1 (D —(1+2i))(D - (1-2i))

—x —x

A equacdo pedida é

(D+1)2D-(1+2)(D-(1-2)y=0 <« (D+1)*D*-2D+5)y=0
(c) Comecamos por notar que se 22 é solugdo, entdo as funcdes 1 e z também o s3o, pelo que

procuramos uma equacao de ordem 3. Podemos considerar a tabela

Base | Raiz | Multiplicidade | Termo de p(D)
Lz z*| O 3 D3

pelo que a equacao pretendida é

10



7. As fun¢des sen(az) e cos(ax) sdo solucdes da equagio diferencial y” + Ay’ + By = 0 sendo A
e B constantes reais. Determine os valores de A e B.

Resolugao 1. Se sen(ax) € solugdo da equagdo, entdo:

(sen(a:v)) ! +A ( sen(aaz))l +B ( sen(aw)) =0 <& (—a®+ B)sen(az)+ aAcos(ax) =0
Analogamente cos(ax) tem de verificar a equag3o,

<cos(aac)>” + A( cos(ax))l + B(cos(ax)) =0 & (—da®+ B)cos(az) —aAsen(az) =0

Dado que as fungdes seno e coseno n3o s3o identicamente nulas, as duas igualdades verificam-se
para todo x € R se e sé se
—a?+B=0 e A=0

Tem-se ent3o que as fungdes cos(ax) e sen(ax) sdo solugdes da equagdo
y' +a*y=0
Resolugao 2. Note que as fung¢des sen(ax) e cos(ax) sdo solugdes de uma equagdo do tipo
y" + Ay’ + By = 0 desde que o conjunto das raizes do seu polinémio caracteristico,
P(r)=r’+Ar+B (2)
inclua +ia. Como o polinédmio é do segundo grau, essas sdo as Gnica raizes de P(r), pelo que
P(r) = (r — ia)(r +ia) = r* + a® (3)

Comparando (2) com (3) entdo tem-se, necessariamente, A =0 e B = a®.

8. Considere a seguinte familia de equacdes diferenciais:
Yy +ay + By =0
onde « e 3 s3o parametros reais.

(a) Poders alguma das equacdes diferenciais da familia anterior admitir {cost, e**} como base
do espaco vectorial das suas solu¢des?

(b) Determine o e 3 por forma a que y = e* e y = te?! sejam solucdes da equacio.

(c) Condsiderando os valores de o e 3 determinados na alinea anterior, determine a solugdo

geralde 3y +ay/ + By =1

Resolucao:

11



(@) Ndo. Tratando-se de uma equagdo de segunda ordem, o seu espaco de solugdes tem
dimensdo 2, o que significa que qualquer base do mesmo tem exactamente duas funcgdes line-
armente independentes. Porém, se cost faz parte dessa base também sent devera fazer, pelo
que a referida base teria pelo menos 3 fungdes. A equagdo diferencial teria entdo que ser (pelo
menos) de terceira ordem.

(b) Para que €* e te? sejam solucdes da equacdo de 22 ordem 3’ + ay’ + By = 0, esta tera
de ser da forma

(D-22%=0 & (D"—4D+4)y=0 <& o' —4y +4y=0;

resulta assim que
a=-4 e [=4.

(c) A solugdo geral da equagdo é da forma
Yy =Yya+yp

em que ya € a solucdo geral da equacdo homogénea associada e yp é uma solucdo particular
da equacao completa. Pela alinea anterior

yg(t) = ae® +bte** | a,beR.
Por outro lado, queremos calcular uma solugao particular, yp, da equagao
y' 4y +4y =1

Podemos procurar uma solug¢do particular constante, yp(t) = ¢, com ¢ € R, pois as derivadas
de uma funcdo constante sdo a funcdo nula e, assim:

| =

yp—dpt+dyp=1 & dy,=1 & yp(t)=
Desta forma, a solu¢do geral da equagdo pretendida é

1
y(t) = ya(t) + yp(t) = ae® + bte® + 7 wheR

. Sendo R(x) uma fungdo real de varidvel real continua e k # 0, mostre que a fun¢do

yp(x) = ]lf/ox R(t)sen (k(z —t)) dt

é solucdo particular de y” + k*y = R(x).

Resolucao:

12



Sendo a(z) e b(x) fungdes de classe C* em R e f(t,z) continua e com derivada parcial %
também continua (ambas em R?), a regra de Leibniz garante-nos que:

b(z)

d " / / 0
Ir (/a(x) f(t, z) dt) = f(b(x),z) V' (z) - f(a(x),z) d'(z) + /a(x) o () dt

Como estamos nas condicdes enunciadas — note que f(¢,z) = R(t)sen (k(z —t)) é continua
em R? e tem derivada parcial

of _

9 kR(t) cos (k(z — t))

também continua (em R?) — podemos usar a regra de Leibniz para calcular:
y(z) = (1 /x R(t) sen (k(z —t)) dt
2 dr \ k 0
1 x
= ER(a?) sen (k(z —z)) + / R(t) cos (k(z —t)) dt
0

= /0:E R(t)cos (k(z —t)) dt

Aplicando de novo da regra de Leibniz:
d [ [* '
yp(x) = e (/ R(t) cos (k(z — t))dt)
T \Jo

= R(z)cos (k(z —z)) —k /093 R(t)sen (k(z —t)) dt

= R(z)-— k2yp(x)

Em conclusao:
y;' + k‘2yp = R(z) — k:2yp(:c) + k:2yp(a:) = R(x).

10. Determine a solu¢do geral das seguintes equacoes

(a) " — 4y = efsent
(b) v +y=2e" + ¢
(c) ¥ — 6y + 9y = 4e + %ﬁ para t > 0.
(d)

d) v’ + 4y = sen 2t

Resolucao:

13



(a) O polinémio caracteristico da equagcdo homogénea associada,
!
y —4y =0,

é P(r) =r%>—4 = (r —2)(r +2), cujas raizes sio +2 (ambas com multiplicidade 1).
Desta forma, a solugcdo geral da equacdo homogénea é

ya(t) = cre?t 4 cqe™?, com c1,co € R.
O polinémio aniquilador de b(t) = e’ sent é
PsD)=(D-(1+d)(D-(1-i)=(D-1)*+1=D*>-2D+2.
Logo, uma solucdo da equacdo ndo homogénea terd que ser solucao da equacao diferencial

P4(D)(D —2)(D +2)y = Pa(D)(€'sent) =0,

ou seja,
(D—(1+14)(D-(1-4)(D-2)(D+2)y=0.

A solucao geral desta equagao é
y(t) = c1e® + coe 2 +ael cost + bel sent
——_———

ve(®)
= ya(t) + ae’ cost + be' sent

para certos ci, co,a,b € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equacdo
y' — 4y = e'sent (4)

da forma y,(t) = ae’ cost + be' sent. Como

y(t) = (b+a)ecost + (b— a) e’ sent,
yp(t) = 2be’cost —2ae sent,

substituindo estas expressdes na equacdo (4), obtemos
2belcost —2aelsent —4dael cost — 4bel sent = el sent, ViteR.

Esta equacao é equivalente ao sistema:

2b —4a =0 b= —¢
o 1
—2a—4b=1 a=—%
Assim y,(t) = —75 e cost — L e sent é uma solugdo particular da equagdo, pelo que a
solu¢do geral da equagdo (8) é
o 1y

y(t) = cre® + cpe? — T cost — Eie

tsent, com cy,c2 € R.

14



(b) O polinémio caracteristico da equagdo homogénea associada,
1
y +y=0,

é P(r) =7r2+1= (r—i)(r+1), cujas raizes sdo +i (ambas com multiplicidade 1). Desta
forma, a solu¢do geral da equagdo homogénea é

ya(t) = c1sent + co cost, com c,co € R.

Como os polinémios aniquiladores de et e de t2 sdo, respectivamente, D — 1 e D3, entdo
o polinémio aniquilador de b(t) = 2! +¢2 é

PA(D) = (D —1)D3.
Logo, uma solugdo da equagdo ndo homogénea terd que ser solucio da equacdo diferencial
PA(D)(D —i)(D + i)y = Pa(D)(2¢" +t*) =0,

ou seja,
(D —1)D3(D —4)(D + i)y = 0.

A solucao geral desta equagdo é

y(t) = cicost+ cosent+a+ bt + ct? + de

ya (t)
= ya(t) +a+ bt + ct? + det

para certos ci, co,a,b,c,d € R. Desta forma, existe uma solugdo particular da equagdo
y' +y =2 +17 (5)

da forma y,(t) = a + bt + ct* + det. Como

yp(t) = b+2ct+de
y(t) = 2c+ de’

substituindo estas expressdes na equagdo (5), obtemos
2¢ + de! + a + bt + ct® + det = % + 2¢', VteR.

Esta equacao é equivalente ao sistema:

a+2c=0 a=—2
b=0 - b=0
c=1 c=1
2d = 2 d=1
Assim y,(t) = —2+4t% 4 ¢! é uma solucdo particular da equac3o, pelo que a solucio geral
da equagdo (8) é
y(t) = crel cost + coet sent — 2 4+ 2 + €, com c¢q,c € R.
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(c) O polinémio caracteristico da equagdo homogénea associada,
y" —6y' +9y =0,

é P(r)=r>—6r+9=(r—3)2 que tem uma dnica raiz, 7 = 3, com multiplicidade 2.
Desta forma, a solugcao geral da equacdo homogénea é

ya(t) = c1e3 + eotedt, com cp,co € R.
3t ~ ” . ~ . o~ o o3 o .
Dado que £~ n3o é combinac3o linear de funcdes que sejam solucdes de equacdes lineares
t 7 7 T T

homogéneas, vamos usar a férmula da variacdo das constantes para determinar uma
solucdo particular de

1
y// _ 6y/ + 9y _ 46316 + ;6315 (6)

Para esta equacdo, a matriz wronskiana é

e3t e 3¢ |1 t
W) = [3e3t (1 +3t)e3t] — ¢ [3 1 +3t}

e a sua inversa €, entdo, relativamente facil de calcular:

-1
iy 1t g [143t —t
W) =e [3 143t ¢ | -3 1]

Utilizando a férmula da variacdo das constantes:
yp(t) = [e3 te3] [ Wl(2) 0 dt
= 4e3t + %e?’t
g [1+3E —t 0
_ 3t 3t 3t
= e [1 t]/e [_3 1:|€ [4+%]dt

= [l / {_441_11] dt

_ 3t —2t% — ¢
= ¢*[1 1] [4t+logt}

= (=22 —t+4t* + tlogt) = (2t* +tlogt)e® — te*
A solucdo geral da equagdo (6) é, entdo (para t > 0):
y(t) = ya(t) + yp(t) = c1e® + cate® + (2t2 + tlogt) e, com cj,c2 € R.

Note que o termo —te®! da solucdo particular pode, obviamente, ser absorvido pelo termo
cate®t de yq(t).
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(d) O polinémio caracteristico da equagdo homogénea associada,
y' +4y =0,

é P(r) =12+ 4= (r — 2i)(r + 2i), cujas raizes sdo +£2i (ambas com multiplicidade 1).
Desta forma, a solugdo geral da equagcdo homogénea é

ya(t) = c1 cos 2t + co sen 2t, com cq,co € R.
O polinémio aniquilador de b(t) = sen 2t é
P4(D) = (D — 2i)(D + 2i)
Logo, uma solucdo da equagdo ndo homogénea terd que ser solucio da equacao diferencial
PA(D)(D — 2i)(D + 2i)y = Pa(D)sen2t = 0,

ou seja,
(D — 2i)*(D + 2i)*y = 0.

Como vdrias raizes do polinédmio caracteristico da equagdo homogénea (neste caso, todas)
coincidem com raizes do polinémio aniquilador, trata-se de uma equacao diferencial
linear com ressonancia.

A solucdo geral da equacao anterior é

y(t) = ¢1cos2t + cosen 2t +at cos 2t + bt sen 2t

va ()
= yg(t) + at cos 2t + bt sen 2t

para certos c1,ca,a,b € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equagao
y" + 4y = sen 2t (7)

da forma y,(t) = at cos 2t + bt sen 2¢t. Como

y,(t) = (a+2bt)cos2t+ (b— 2at)sen2t,
yp(t) = 4(b— at)cos2t 4 4(—a — bt)sen 2t,

substituindo estas expressdes na equagdo (7), obtemos
4b cos 2t — 4a sen 2t = sen 2t, VtelR.

Esta equacao é equivalente ao sistema:
4b=0 b=10
= 1
—4a =1 a=—y
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Assim y,(t) = —itsen 2t é uma solucao particular da equagao, pelo que a solu¢ao geral

da equacdo (7) é
1
y(t) = ¢ cos 2t + cosen 2t — 1 t sen 2t, com c¢1,c0 € R.

Comparando as solu¢bes da equagdo homogénea com as da ndo homogénea, vé-se que o
efeito da ressonadncia (provocada pelo termo ndo homogéneo, b(t) = sen 2t) é o apareci-
mento de oscilacdes de amplitude crescente, na solucao.

11. Considere o problema de valor inicial
y" — 4y + 4y = 8t + 2%
{ y(0) =1, y'(0) =2.
(a) Escreva e resolva a equagdo homogénea associada.

(b) Determine uma solugdo particular da equagdo diferencial.

(c) Resolva o problema de valor inicial.

(Problema do 22 Teste ACED 2017/18, 12 Semestre).

Resolucao:

(a) A equagdo homogénea associada é
Y’ — 4y + 4y = 0.

O seu polinémio caracteristico, P(R) = R? — 4R + 4 = (R — 2)?, tem uma (nica raiz,
R = 2, com multiplicidade 2. Desta forma, a solucdo geral da equa¢ao homogénea é

ya(t) = cre® + cote®,
com cp,co € R.
(b) O aniquilador de b(t) = 8t + 2¢% é
PA(D) = D*(D —2)
Logo, uma solucdo da equagdo ndo homogénea terd que ser solucido da equacdo diferencial
PA(D)(D —2)*y=Pa(D)(8t+2e*) =0 &  D*(D-2)>% =0
e, portanto,

y(t) = cre? + cote?® + est?e® + ey + o5t
= ya(t) + cst?e® + ey + cst
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para certos ¢, ¢, 3, ¢4, cs € R. Desta forma, existe uma solucdo particular da equacao
(D —2)%y = 8t 4 2% (8)
da forma y,(t) = cst?e* + ¢4+ c5t. Substituindo esta expressdo na equag3o (8), obtemos
2c5e? + 4ey — 4des + dest = 8t + 262t, para qualquer t € R,

o que é equivalente ao sistema:

203:2 03:1
404—465:0 <~ cy =2
405:8 0522

Assim y,(t) = t?e?t + 2 4 2t é uma solucdo particular da equacdo, pelo que a solucio
geral da equacdo (8) é

y(t) = cre® + cote® + 12 + 2+ 2t, com c¢i,co € R.

(c) Como %/ (t) = 2c1e® 4 co(1+2t)e? + (2t + 2t2)e?! + 2, resulta das condicdes iniciais que:

1=y(0)=c1+2 N cg=-1
2:y/(0):201—|—02—|—2 co =2

Assim, a solu¢do do problema de valor inicial é

y(t) = (=1 4+ 2t + t*)e* + 2 + 2t.

12. Determine a solu¢do da equacio diferencial
y' =4y +3y=(1+e )"

que verifica as condi¢des iniciais y(0) = y/(0) =1

Resolucao:

A solu¢ao da equacgdo é da forma

y(x) = yg(r) + yp()

sendo y, a solugdo geral da equacdao homogénea associada e y, uma solu¢do particular da
equagao completa. Comegemos por calcular y,. As raizes do polinédmio caracteristico associado
sao

r?—4r+3=0< r=1lour=3

19



Sendo assim, e® e 3%

pelo que

sdo duas solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea,

yg(t) = cre” + 93"
Para calcular y,, note que somos forcados a utilizar a férmula da variagdo das constantes, pois
o termo n3o homogéneo,

def 1
il = 1+e?

nao é solucdo de qualquer equacdo diferencial linear de coeficientes constantes. Assim sendo,

yp(@) = [e* €3] /xW_l(s)[ 0 ]ds

14+e—s

em que W (x) é a matriz Wronskiana associada:

Assim

Tte =
T
= [ex 637”]/ — lj_: S] ds
2 e >°
L 14+e—S
1 [ N 3:;:} log(1 +e™7)
= —|e* e o
2 —£ 22 +e® —log(l+e %)

1 x
il <em log(l1+e™ ") — % + ¥ — 3% log(1 + e_$)>

2x aB ap 3z
e e e’ —e
= —— = — S 1 =@
> 1 S 5 og(l+e™®)
e 3s s

onde calculdamos a primitiva de
geral da equacgdo é:

fazendo a substituicdo e=® = t. Assim sendo, a solucio

14+e—s

2x a5 3x

- e et —e _
y(z) = yp(z) + yp(z) = c1e” + (CQ — %) S R S - log(14+e™ %)

1
c2

Dado que y(0) = ¢/(0) = 1, tem-se que
a+e+i=1 c14cy=1 01:§—l10g2
2 . 2 N 172
c1+3ca+1—1log2=1 c1 + 3co = log2

pelo que

et — 63:(: 6290 et — €3x 1+e®
(o et e
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13. Considere a equacdo diferencial linear ndo homogénea de coeficientes ndo constantes:

3 20
" /!
S 9
vy = (9)

onde a solugdo, y(x), estd definida no intervalo I =|0, ool.

(a) Determine a solu¢do geral da equagdo homogénea.

(b) Determine a solu¢do geral da equagio (9).

Resolucao:

(a) A equagdo homogénea associada a (9) é

y/// _ §y// —0.
T

Fazendo a substituicio z = 3" obtém-se a equacio linear homogénea de 12 ordem

3
o= = =,
0

cuja solucdo geral é dada por
2(z) = Kel 290 — [eBlose K3, com K €R,

para z > 0. Resolvendo agora a equacdo diferencial

(basta primitivar duas vezes) obtém-se

K
y(x):a+b$+%$5:a+bx+cx5 com a,b,c e R.

(b) A solugdo geral da equagdo é da forma
y(z) = a + bz + cx® + y,(x)

em que y,(x) é uma solucdo particular da equagdo. Pela férmula de variagdo das cons-
tantes

0

() =[1 = 2°] /W_l(z) 0| dr

20

z2

em que a W (x) é a matriz wronskiana associada a equag3o:

1
W(z)= |0
0
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Entao

(2023 —202%  4a2° 0
5 1 3 4
p() = [1 = ) 3023 0 20z° —bx 0| dx
“lo 0 1 2
L T
e
:[11‘.1'5]/—2(1.1‘
1
25
I 19
= [1 T x ] —Slogx| = gx—&clogx
1
" 5zt
Finalmente, a solugdo geral da equacdo é
y(z) =a+ (~ — %) T+ cx® — brlogx, = a + bx + cx® + 5z logx, a,b,c € R.
——

14. Considere a equacio

3
Y+ (t—g>y’—2y:0 L 1>0
e duas solucdes y1 (t) = e /2 e yo(t) = 12 — 2

(a) Prove que y; e y2 sdo linearmente independentes.

(b) Encontre uma solugdo particular de
3
v+ (=) -2y =1t

Resolucao:

(a) Se as duas solucdes fossem linearmente dependentes em R ent3o o determinante da matriz
wronskiana teria que ser igual a zero para todo o t € R™. Ora

:t3€7t2/220 & t=0

e*t2/2 2 —2
_te P2 9t

Resulta assim que y; e 2 sdo linearmente independentes em R™.

(b) Pela férmula da variagdo das constantes

wolt) = [ /2 t2—2]/W_1(t)[tg]dt
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em que a W (x) é a matriz wronskiana escrita na alinea anterior. Entdo

_ o[22 222 ep]To0
yt) = | e?/2 22 / t? . ¢3 ) dt
' L 2 B t“
' 1 [ (2t =32
= | e®/2 2_2 / ( ) dt
: : t
- S| t2)€t2/2 42
= | e®/2 22 2 =4—t2+(t2—2)§
2
t4
= 4-22+ =
* 2
Tendo em conta que 4 —2t2 = —2(¢2 —2) é solugdo da equacdo homogénea, entdo uma solucdo
particular mais simples é:
4
Un(t) = —.
yp( ) 9

2 Exercicios Propostos

1. Determine a solucdo geral de cada uma das equacdes:

(@ y¥—-2y®=0 (b) ¢ —6y+8=0 (c) y'+8 +4ly=0
(d) (D+2*D?*—=2D+53D-1)y=0 (e) y*P+2yP +y=0

(f)  y® —=3y® +3yB) —y" =0 (g) 4y" — 20y + 25y =0
2. Resolva os problemas de valor inicial:

(a) y" —y" +y —y = 0 verificando y(0) = ¢'(0) = —y"(0) =1
(b) y" — 5y" 4+ 8y — 4y = 0 verificando y(0) = '(0) =1 e 3"(0) =4
(c) y" — Ty + 6y = 0 verificando y(0) =1 e y/(0) = y"(0) =0

(d) y® 4 4y — 5y = 0 verificando y(0) = 4, ¢/ (0) = —7 e y(0) = 23
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() y(3) + 3y" + 3y’ + y = 0 verificando y(0) = 7, y(0) = =7, y"(0) = 11

(f) y(n) + anily(n—l) + -+ a1y + agy = 0 verificando
y™=V(0) = y™=2(0) = --- = y/(0) = y(0) = 0 para quaisquer a; € R.

3. Seja m um ndmero real estritamente positivo. Obtenha a solugdo do (PVI)

y" —3my" +3m*y —mPy=0 , y(0)=y'(0)=0, y'(0)=1

4. Considere a equacdo diferencial

"

" 4+ agy” + a1y +ay =0

onde ag, a; € as s3o constantes reais. Sabe-se que duas solugdes linearmente independentes

desta equacdo sdo dadas por y;(z) = ze™® e yy(x) = €**,

(a) Encontre uma terceira solugdo linearmente independente.
(b) Determine ag, a; e as com as propriedades acima descritas.
5. Seja f,(t) a solugdo da equacgdo
y' 20y +y=0 , y(0)=0, y(0)=1L
(a) Obtenha f, para cada b € R.
(b) Encontre todos os valores de b tais que tlim fo(t) =0
—00
(b) Encontre todos os valores de b para os quais existe t* > 0 com f,(t*) = 0.

6. Considere a equagao
y® 2y 2y 42y 4y =0 (10)
(a) Mostre que y(t) = te™* é uma solugdo particular de (10).
(b) Determine a solugdo geral de (10).

(c) Determine para que condi¢des iniciais em t = 0 é que os problemas de valor inicial
correspondentes tém solugdes limitadas em | — oo, 0].

(d) Determine para que condigBes iniciais em ¢ = 0 é que os problemas de valor inicial
correspondentes tém solugcdes convergentes quando t — oc.

7. Obtenha as equagdes lineares homogénas de coeficientes constantes, de menor ordem possivel,
cujo coeficiente da derivada de maior ordem é igual a 1 e que tém as fung¢des abaixo como
solucao:

(a) SI, 67:1:' 62:):' 6721.

(b) chx, shx, cosz, senx
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(c) 1, x, e,

8. Escreva um problema de valor inicial correspondente a uma equacao diferencial linear ho-
mogénea de terceira ordem cuja solucao é

y(t) = e' —2e7%" + 5te
9. Determine a solucdo geral de cada uma das equagdes:
a " — 2y — 3y =cost (b " — 2y +y = te
Y Yy Y Y yTy

(c) yW 4y =t+e*sent (d) y®) — 2y = ¢

(&  w-2/+ty=95 () ¥ +3y+2y=sen(e)
10. Determine a solucdo do problema de valor inicial
Y 12 1y —3=b(t) L y(0)=y(0)=0 , y?(0)=1
quando:
(a) b(t)=0 (b) b(t)=t (c) b(t) =e*

11. Determine a solucdo da equacdo diferencial

y' =2y +2y =

cos
que verifica as condi¢des iniciais y(0) = 1 e ¢/ (0) =0

12. Considere a equagao
y @ —3y® 4 2y =t  sent (11)

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente a (11).
(b) Determine uma solugdo particular de (11).

(c) Determine a solugdo de (11) que verifica a condi¢o inicial
9(0) = /(0) = y(0) =y (0) =0
13. Considere a equagao que descreve um sistema mola-amortecedor:
y" 4+ 2by’ + ky = F(t), (12)

onde 2b > 0 é o coeficiente de atrito do amortecedor, £ > 0 é o coeficiente de elasticidade
da mola e a fungdo continua F'(t) representa a forca exterior aplicada ao sistema. Seja

Wo = v/ ‘b2 — k’
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(a) Escreva a solugdo geral da equagdo homogénea associada a (12). Serd conveniente
escrevé-la em funcdo dos pardmetros b e wy.

(b) Escreva uma equac3o vectorial da forma Y = AY + h(t) que seja equivalente a (12).
Verifique que os valores préprios da matriz A s3o as raizes do polindmio caracteristico
da equagdo homogénea associada a (12).

(c) Resolva a equagdo ndo homogénea no caso b = 0 e F(t) = Fy sen(wt), onde Fy > 0
(oscilagBes forgadas). Serd conveniente tratar separadamente os casos w # wy (sem
ressonancia) e w = wy (com ressonancia).

14. Considere a equacao diferencial

(a) Determine solucdes da equagio homogénea associada da forma y(t) = t* e da forma
y(t) = e, e aproveite os resultados para escrever a solucdo geral da equacio ho-
mogénea.

(b) Calcule a solu¢do da equagdo que verifica as condi¢des iniciais y(2) =1 e ¢/(2) = —1.
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10.

. y(ﬂf)zi

Solucoes

(a) y(t) = c1 + cat + c3€?t com c1, c2, cs €R  (b) y(x) = 1 + cpe*®

(c) y(z) = e=*(¢q cos(5x) + cosen(5z))

(d) y(t) = (A+ Bt)e 2 + (C + Dt + Et?)e cos 2t + +(F + Gt + Ht?)el sen 2t + Iet com

A.B,C,D,E,F,G,H,] €R

(e) y(t) = c1cost + cot cost + cgsent + eyt sent com ¢y, ca,c3,¢4 € R

(f) y(t) = c1 + cot + czet + catet + cst?et (g) y(t) = (c + cat)e®? com ¢1,c € R

(a) y(t) = cost+sent (b) y(t) =4e’ — 3e* + 3te?®  (c) y(t) = 15 (15et — 62t + e‘3t>
0

(
(d) y(t) =5 — 2 + e (e) y(t) = Te~! + 22" (f) y(t) =

1 t2€mx

(b)aozo,alz—Sea2:—2

(a)
e~ se b==£1
fr) =2 ZeUsh(wt) se [b] >1
e tsen(wt) se |b] <1

em que w = /[b% — 1]

(b)b>0 (c)|bl <1

(€) y(0) =, ¥'(0) =B, ¥"(0) = —a e y"(0) = =B, o, BER.

(d) y(0) = «, ¥'(0) = 3, y"(0) = =28 e y""(0) = 38 + 2, a0, B € R.
(a) y(4) . 53/” + 4y -0 (b) y(4) —y= 0 (C) y/// o y// -0

. y® 4 3y" — 4y =0 com y(0) = —1, ¥ (0) = 10 e y(0) = —27

(a) y(t) = c1e3t + coe™t — 1—10<sent + QCost) com cp,c2 € R
(b) y(t) = (cl + cot + %)et com c1,c0 € R

(c) y(t) = cos(v/2t/2) <cle‘/§t/2 + 026_*/5'5/2> + sen(v/2t/2) (036‘/§t/2 + C46_\/§t/2> +1t -

2t
= sent+4cost) com ¢y, ¢, c3,¢4 € R.

102
(d) y(t) = 1 + cot + c3e? — 3% — 513 com ¢1,¢2,c3 ER
(e) y(t) = cret + catel + et (t logt — t) comci,co €R
(f) y(t) = cre™t + coe™? — e 2 sen(e?) com c1,c2 € R
— —t —t _ —t —t 4 t

(@) y(t) = =5 +5e " +2te™" +3t (b)) y(t) = —2+2e " +te" + 5 +1
c) y(t) = —4+de b +te ! + 3t — L

Yy 2
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11.

12,

13.

14.

y(z) = e””(cosx —senx + cosx log(cos x) + z sen 3:)

(@) yu(t) = c1 + cat + czel + cqe?!, com ¢, co, c3 e g €R

2 3
(b) yp(t) — % 4 %2 o sentJlrgcost

_ 27 11t 3t 9 2t 3t2 3 sent+3cost
Qut)=F%+% —3¢ +5¢ T%5 +1n 10
e (e et 4 cgewot) se b2 >k

@yu(t) = e "(c1+eat) se b2 =k
e (cq cos(wot) 4 casen(wpt)) se b < k

(b)i[ié]%l iﬁ[iﬂ*“&)]

c1 cos(wot) + co sen(wot) + w(%}ibe sen(wt) se w # wp

¢1 cos(wot) + co sen(wot) — Q%)Ot cos(wot) se w = wp

@) A=k=1; yp(t) = cre’ + cat  (b) y(t) = (2+1og2)t — 272 —1 —tlogt
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