TECNICO
W LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n? 2
Funcoes elementares, limites, continuidade.

1 Exercicios Resolvidos

1. Determine o dominio das seguintes fungdes complexas de variavel complexa:

z 1

@) = g (b)g(=) =

(c)h(z +iy) = ﬁ +2zy (d)j(x +iy) =logz + (x — 2y)i

Resolucao:

(a) O dominiode fé{z€C : 24 3i# 0} ou seja Dy = C\ {-3i}

(b) O domiiode g é {z € C : 22 +2# 0} ou seja D, = C\ {-iv/2, iv2}
(c) O dominio de h é {(z,y) € R? : 22 +y? # 0} ou seja D}, = C\ {0}

(d) O dominio de j é {(x,y) € R? : = >0} ouseja Dj ={z€ C : Rez >0}

2. Determine as fungOes parte real e parte imaginaria das seguintes funcoes
complexas:

fle)=2:+462 , g(z)=[z" , h(z)=

IS

Calcule f(1 + 3i), g(—3i) e h(2 — 2i).

Resolucao:



Para f, fazendo z = = + iy tem-se que
flx +1iy) = 2(z + 1y) + 6(z — iy) = 8z — 4iy

pelo que

Ref=u(r,y) =8 , Imf=v(z,y) =—4y
e f(143i) =u(1,3) +iv(1,3) =8 — 12i.
Para g, fazendo z = x + iy tem-se que

g(z +iy) = 2° +y°

peco que

Reg=u(z,y) =2"+¢y* , Img=ov(z,y) =0
e, g(—3i) = u(0,—-3) +iv(0, —3) = 9.
Para h, fazendo z = x + iy tem-se que

c+iy  (w+iy)?  2? —y? 4 2ayi

r—iy z2+y2  z2+y?

h(z +iy) =

pecl que
22 — 2
z2 + y?

e, h(2 —2i) = u(2,—2) +iv(2, —2) = —i.

2xy

Reh = u(z,y) = Z

, Imh=v(z,y) =

. Determine se os seguintes conjuntos s3ao abertos, fechados, conexos:

A={z:]z] <2} B={z:Re(z+1) >4}
C={z:|Imz|>1e|z| <5}

Resolucao:

A e B s3o fechados e conexos, C' é aberto e n3o conexo.

. Estabeleca as seguintes identidades (onde z = z + iy):
a) |cos z|> + | sen z|? = cosh(2y) b) cosh? z — senh? z = 1
¢) sen(z +w) =senzcosw + coszsenw d) cosh?z + senh? z = cosh(22)

Resolucao:



(a) Notando que para qualquer complexo z se tem |z|?

ezz u eflz eiz u e—iz

2 p—
| cos z| 5 5
- 2 2
ei(z—2) +ei(z+2) _|_€—i(z—2) +€—z’(z+2)
N 4
e também:
’ ’2 el? _ e—iz eiz ez
sen z|® =
21 21
_ eiz . e—iz e—iZ . eiZ
N 2 —2i
ei(z—2) _ ,i(2+7) + e—1(z—2) _ o—i(2+7)
N 4
Logo:

ei(z—2) + e—i(z—2)
2
e %Y +e%
2
= cosh(2y).

|cos z|* + |sen z|? =

(b) Utilizando a defini¢do das fungdes trigonométricas complexas

ez_‘_efz)g (ez_efz)g
2 2

1
:1(€2z+2+e—2z_62z_2_6—2z) =1

cosh? z — senh? 2z = (

(c) Utilizando a definicdo das fun¢des trigonométricas complexas
sen z cosw + cos z senw =

e’LZ _ e*’LZ e’L’U) + e*’L’LU elZ _|_ e*’LZ e’L’LU _ e*’tw

= 27 e que ei* = e %, tem-se que

efi(z+w)

T2 R 2i
ei(z+w) + ei(sz) _ ei(fz+w) _ efi(z+w) ei(erw) _ ei(sz) + ei(ferw) _
= : + :
4i 44
ei(z+w) _ efi(erw)
= o = sen(z + w)



(d) Utilizando a defini¢do das fungdes trigonométricas complexas

z —2.92 Z _ ,—Z\2
coshQZ—i—senhzz':(e G ) —i—(e € )

2 2
1
— Z<62z +2+€—2z —|—€2Z - 2+e—22>
_ 62z+€—2z

5 = cosh(2z).

5. Mostre que
COSZ = COSZ

Resolucao:

Fazendo z = x + iy obtém-se por um lado que
cosZ = cos(x — iy) = cosx cos(iy) + sen x sen(iy) = cos x coshy + isenzsenhy

e por outro lado

cosz = cos(z+iy) = coszcos(iy) — sen z sen(iy)

= cosx coshy —isenzsenhy

= cosxzcoshy +isenzsenhy

e é facil de verificar que a igualdade pedida é verdadeira.

6. Calcule o valor principal (i.e., tomando na fun¢do log z o angulo corres-
pondente a restricdo principal) de:

a) log(—i) b) log(1 — i) c) log(—2) d) log(i + v/3)

o (%) D20s(-1-1) g log((-1-12)
Resolucio:

(a) log(—i) = log(le3 ) =log1 — % _ _%

. 1
(b) log(1 — i) = log(v2e 1) = 5 log2 — i%



(c) log(—2) = log(2¢'™ = log 2 + im
(d) log(i + V/3) = log(2¢'s) = log 2 + i%

144\ ) log(LL: nim V2
(e) < \;—;) _ 6(1+ )log(lji) _ e(l-i-z)zz _ {e—w/él(l + ’L)
3

(f) 2log(—1 — i) = 2log(v2e 1 = 2log 2 — 137”

(g) log ((—1 _ 1)2) — log(2i) = log (2(3%1) — log2 + gi

. Determine todas as solu¢des das seguintes equacdes:

a) e* =2 b)logz =1+ 27i c)sen(2z) =5
d) e =3 +i e) cosh(iz) =0

Resolucao:

(@) e =2 & z=log2+ 2kmi com k € Z.

(b) logz =1+27mi = z=elt?M =¢

Nota: loge = 1 + 27, apenas com uma escolha adequada do ramo do logaritmo.
(d) Pela definigdo de seno

20z _ —2iz
sen(2z) =5 <« % =5
1

e multiplicando todos os termos da equacdo por e2#

. . . 105 & /—
A 102 _ 120 o eeo 20EVY0 > %6

= (5+£2V6)i

Entao
%z = log ((5 4 2\/6)1) Y o%kmi , keZ

Finalmente, dado que 5 + 21/6 s3o ambos reais positivos,
—1 X
z= 7(10g(5:|:2\/6)+z§) +kr , keZ

ou seja

zz%—i—kw—%(log@:ﬁ:%/é) , keZ

(d) Escrevendo o segundo membro da equagdo na forma trigonométrica,

¥ =v3+i & e Vel =25



Pela igualdade de complexos na forma trigonométrica, obtem-se

e ¥=2 - y = —log?2
r=75+2kr , keZ r=75+2kr , kel

Ou seja as solugbes da equagdo sdo ¢ + 2km —ilog2 com k € Z.

(e) Tendo em conta que

cosh(iz) =0 & cosz=0 < y= 4 kr

para k € Z.

. Escreva f(A), sendo f(z) =1, ceRe
(a) A={z : Rez=¢}

(b) A={z : Imz = ¢}

(c) A={z : argz=c}

(d) A={z : |z| =¢}

Resolucao:

Seja D = C\ {0} o dominio de f.

(a) O conjunto A é caracterizado por z € D tal que Re z = ¢ ou seja por %52 = c.

e Sec=0, e fazendo w = f(z) = 1 tem-se que f(A) serd caracterizado por

+—=0 < Rew=0

g~
g~

ou seja f(A) = A.

e Sec#0, e fazendo w = f(z) = X tem-se que f(A) serd caracterizado por

+—=c & wt+w=2w?® & 2Rew=cw|?

g~
S

Se w = u + iv tem-se que f(A) serd caracterizado por

2
Lot e (u— =) +0*=
c

isto &, f(A) é a circunferéncia de centro (1,0) e de raio |—i|

(b) O conjunto A é caracterizado por Im z = ¢ ou seja por 2% = c.




e Sec=0, e fazendo w = f(z) = 2 tem-se que f(A) serd caracterizado por

=0 & Imw=0

gl| —

1
w
ou seja f(A) = A.

e Sec#0, e fazendo w = f(z) = 1 tem-se que f(A) serd caracterizado por

1 1
———=2c & wW-—w=2cw?® & —Imw=_clw}
w W

Se w = u + iv tem-se que f(A) serd caracterizado por

v_ 2 2 2 12_ 1
—E—U + v = u+(v+%)—@

isto &, f(A) é a circunferéncia de centro (0, —5-) e de raio ﬁ
(c) O conjunto A é caracterizado por argz = c.
e Sec=0, A={z=a €R"}. Assim, f(A) ={w=21 € R} pelo que f(A) = A.
e Sec+#0, efazendo w = f(z) = 1 tem-se que f(A) é caracterizado por arg < = ¢
ou seja argw = —c.

(d) O conjunto A é caracterizado por |z|> = 2z = ¢?. Fazendo w = f(z) = 1, entdo f(A) é
dado por
cC=z2zz=—= & |u| =5 © |lw| = -
ww C C
1

@°

isto é, f(A) é a circunferéncia centrada na origem e de raio

. Calcule os seguintes limites:

22 -5 2(22+1)

li < i(x — 2) b) lim ——— lim ———=

a) tim, (3ey +i(e =v) ) im o MU
Resolucao:

(a) Atendendo a que a fungdo definida por (3zy +i(z —%?) é continua em C, substituindo
por 1 e y por 2, obtém-se

. . 2 A
Z_l)l{IJlrm(Smy—i-l(x y)) 6 — 3i

22-5
iz

(b) Atendendo a que a fungdo definida por
1+ i obtém-se

é continua em C \ {0}, substituindo z por

. 22-5 (1+i)2-5 7 3,
lim ——— = - ~— =5+l
=1+ iz i(1+1) 2 2




10.

11.

(c) A fungdo dada por @ n3o estd definida em z =i, mas

2 1 . o
T G ) BTG )] Gk ) T S S
Z2—1 z—1 z—1 z—1 z2—1

Mostre que a funcao f : C — C definida por

z
W Se Z;’éo

J(z) = 0 se z=0

nao € continua em z =0

Resolucao:

Vamos averiguar a existéncia do limite de f(z) quando z converge para 0. Caso ndo exista, o
resultado estd demonstrado assim como caso exista e seja diferente de 0. Para z # 0, fazendo
z = x + iy e substituindo, obtem-se

22 —y? . 2y
+1
2+ 224y

flz+iy) = 5 = u(z,y) +iv(z,y)

Vamos calcular o limite de u(z,y) quando (x,y) cpnverge para (0,0) em dois casos especiais:
primeiro quando (z,y) converge para (0,0) no eixo real, e em seguida quando (z,y) converge
para (0,0) no eixo imagindrio. Assim

e Se (x,y) cpnverge para (0,0) no eixo real, significa que y =0 e x — 0. Ent3o

72

(2:0)=(0.0) B y?
e Se (z,y) converge para (0,0) no eixo imagindrio, significa que z =0 e y — 0. Entdo
2
lim w(z,y)=lim — = —1
uwﬁ@m( Y) y—=0 —y?
Conclui-se que lim Re f(z) ndo existe. Dado que lim f(z) existe sse lim Re f(z) e lim Im f(z)
z—0 z—0 z—0 z—0

existem, concluimos que lim f(z) n3o existe e assim a fundo f n&o é continua em 0.
z—0

Mostre que a fungdo v(x,y) = arg(x +yi) é descontinua no semi-eixo real
negativo.

Resolucao:



Seja (x9,0) € R? tal que zg < 0. Ent3o para y > 0

lim arg(z +vi) =7
($,y)_)($070) g( y )
enquanto que para y < 0
lim arg(z +vi) = —7m
(z,y)—(x0,0) g( Y )

Podemos assim concluir que, para g < 0, ndo existe  lim  v(x,y).
(z,y)=(20,0)

2 Exercicios Propostos

1.

Escreva na forma a + bi os seguintes nlimeros complexos:

(3) 2675 (b)) e (o) costr4i)  (d) sh%T

Sendo z = rel?, calcule |

Estabeleca as seguintes identidades (onde z, w € C):
(a)  cos(iz) = cosh(z) (b) sen(iz) =isenh z () cos’z+sen’z=1
(d) cosz=cosz (e) sen(z+w)=senz-cosw + cosz-senw

Calcule o valor principal (i.e., tomando na fun¢do log z o angulo correspondente a restricdo
principal) de:

(a) log(—e) () logW3+D) () log(1—1)

(d) 27 (e) i () ()"

Determine os subconjuntos de C onde a funcao f(z) = log < ! ) (valor principal) :

(a) estd definida;

(b) é continua.

Considere os niimeros complexos z = —i e w = —1 + 1. Mostre que
z .
log — = log z — log w + 2kq7i
w

determinando o valor de k.



10.

11.

12.

Resolva as seguintes equa¢des em C:
a) senh(iz) = —i b) log(i—z2) =1 c)e=—-1 d) senz=3i

e)logz=<2—%>7r fye*+e™+2=0 g)er=¢" h)l"| =1

Para uma funcdo f, define-se
Z(f)={z€C : f(z) =0}
Determine o conjunto Z(f) para cada uma das fungdes
(a) (z*—1)sen(r2) (b) cosh®z (c) 1+e*
(d)  sen? (1/2) (£0) () 1—¢’ (f) 1+

Indique o dominio das seguintes funcées complexas de variavel complexa:

z 1

() fe =g O fE) =5

(€ [f(2)=flez+iy) =

mﬂfﬁy (d)  f(2) = f(z+iy) = logz + (z —2y)i

Determine a parte real e a parte imaginaria de cada uma das funcoes:

a) Z +iz? b)i—2* «¢)z/z d) e*(z — 1)

Esboce a imagem pela aplicagdo f do conjunto A indicado:

(@) f(z)=22 A={ze€C: Argz=a} coma € [0,n]

(b) fR)=(z—1)"', A={zeC:|z-i=2}

(c) f(z)=e¢* A={ze€C : Rez=const.}

(d) f(z) =logz A={z€C : 2<|z[<e e I <Argz< I} utilizando o valor
principal do logaritmo.

(e) f(2)=2 A={z€C: z24+z2=2}

Determine, ou mostre que nado existe, cada um dos seguintes limites

22431z -2 . . 2 i
@ Jm S ) dm (wrie-s)) (@ lins 77
22 -5 . Imz . 2\ 2
(d) Z]j)]iI‘lFl 1z (e) il—rf(l) Re z (f) ll—{r(l) (E)

10



13.

14.

Mostre que a fungdo f : C — C definida por
3

2_3 se z#0
fz) =14 V!

0 se 2z=0

nao é continua em z = (.

Dado um nimero real a € [—1,1], mostre que as equacgdes senz = a e cosz = a, onde
z € C, tém apenas solu¢des reais. Determine essas solugcdes nos casos

(@) a=0 (b) a=—v2/2

3 Solucoes de 2.2

1. (@) —(1+iv3) (b) ¥Z(1—i) (c) —coshl (d) i

2. |6iz| — efrsené

4. (@) 1+ir (b) log2+Zi (c) 22— (d) cos(log2)—isen(log2) (e)
6—7r/2 (f) _ie—w/Q

5. (a) Dominiode f =Dy =C\{-1, 0} (b) f é continua em

z+1
z

{ze Dy : ¢R}={z€Dy : Imz=0, Rez ¢] — 1,0}

6. ko =0
7. (@) Z(—1+4k), keZ (b) —e+i (c) (2k+1l)im keZ

2

(d) (2k + 1)m —ilog(3 + +/10), 2kw — ilog(—3 + +/10), k€ Z (e) —e*™i
(f) Qk+1)mkeZ (g) kmkeZquad(h) z=x€R.

8. (a) ze{HijU{k : kecZ} (b) ze{5(1+2k)i:kecZ}
() ze{Z(1+2k)i: kez} (d) ze{X:keZ\{0}}
(e) ze{£vnr(1+1i) : ne No}U{ty/nn(l —1i) : neN}

(f) z ¢ {i,/ﬂ(n—i-%)(l—i-i) ; kENO}U{:I:@/W(n—%)(l—i) : nEN}
9. (a) C\{-3i} (b) C\{iv2 —iv2} (c) C\{0} (d) {z€C : Rez>0}

Re f(z,y) =z — 2xy Re f(z,y) = 3zy* — 2°
10- (@) {Imf(xyy)zfﬁ—yz—y (b) {Imf(w,y)=1—3x2y+y3

1,2_ 2
Re f(z,y) = 7= @ { Re f(z,y) = ze® cosy — (y — 1)e® seny

Im f(x,y) = (y — 1)e* cosy + ze” seny

(c)

Im f(z,y) = 2%

x2 +y2

11



11.

12.
14.

(@) f(A)={ze€C:Argz=2a} (b) f(A)={z€C:|z[=3}
() fA)={z€C: [z|=¢}

(d) f(A)={z€C:Refe€llog2,1[elm f €] -, F[U]], 7]}

() f(A)={z€C: |z—4|=3}

(@) i (b) —6—5i. (c) ndoexiste (d) I+ 32i(e) ndo existe

Sugestdo: estude a parte imaginaria das solucdes.

12

(f) n3o existe



