TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n° 4

Integral Complexo. Teorema de Cauchy. Férmulas Integrais de
Cauchy.

Exercicios Resolvidos

. Qual a curva descrita pela funcao

(@) yt)=(1—-thw+tz,0<t <1, sejam z e w dois nimeros complexos arbitrarios.
(b) v(t) =3t+4+i(t —6) com 0 <t <1.
(c) y(t) = 26", 0 <t < 2m.

Resolucao:

a) y(t) é a parametrizagdo de uma recta. Tem-se que v(0) = w e (1) = z, pelo que ()
descreve o segmento de recta que une w a z.

b) ~(t) dependendo linearmente de t representa uma recta. Tem-se que v(0) = 4 e (1) = —6i,
pelo que (t) descreve o segmento de recta que une 4 a —6i.

c) Dado que |y(t)| = |2¢| = 2 e ¢ representa o argumento de 7(t), tem-se que ~y representa a
circunferéncia centrada em 0 e de raio 2 percorrida em sentido directo.

. Determine uma fungdo, v(t) que descreva a curva

(a) y = 423 + 1 entre os pontos z = 0 e z = 10.

(b) 22 4+ y* — 4 — 6y = 12 unindo os pontos 7 + 3i a 2 — 2i em sentido
inverso.

Resolucao:



a) Usando t = x como pardmetro, a curva serd descrita pela parametrizagdo (por exemplo)
y(t) =t +i(4t3 + 1) com 0 < ¢ < 10.

b) Dado que
4y’ —dr-6y=12 & (z-2% +@wy-3%2 =25 & |z—(2+30)=5
uma parametrizacao possivel é

Y(t)=243i+5e | 0<t<

|

. Dada a fung¢do complexa f(z) = Z calcule o valor do integral complexo
f7 f(z)dz em que v é a curva parametrizada por x(t) = 3t e y(t) = t,
com t € [1,4].

Resolucao:

Usando a definicdo de integral complexo

47. N q4 . : * _
/vf(Z)dZ:/deZ:/l 315—1—115(315—1—115)dt—(3—1)(34—1)/1 tdt =175

. Calcule o valor do integral complexo f,y f(z)dz para

z+1 .. n : -
(a) (2) = e v a semicircunferéncia parametrizada por v(#) = 2¢,
com (0 <60 <melm~v(d)>0.
(b) f(z+iy) =y — o — 32% e v a curva que ¢ a unido do segmento de
recta ligando z = 0 a 2 =i com o segmento de recta ligando z =1 a
z=14+1

Resolucao:

a) Usando a definicdo de integral complexo

1 7r219 1 N s .
/er dz:/ €+ <2ele>d0:i/ (26 4+ 1)d6 = —4 + 7ii
0l 0 0

z 2eif

b) Considerem-se as curvas 3 como sendo o segmento de recta que une z =0a z =ie vy
como sendo o segmento de recta que une z =1ia z = 1+1i. Uma parametrizacdo possivel para



v1 € z(t) =it com 0 < ¢t < 1. Usando a definicdo de integral complexo

L i
(2) dz = /0 t(itydt =

71

Uma parametrizagdo possivel para 72 é z(t) =t +1icom 0 < ¢t < 1. Usando a definigdo de
integral complexo

1 1
1
72 0 0 2

Finalmente

. Calcule o valor do integral f7 f(z)dz onde ~y é a curva de equagdo dada,
em coordenadas rectangulares, por y = x® entre os pontos z = —1 —ie
z =141, e onde f é a funcao definida por

1 se y<O
f(z)_{Zly se y>0

Resolucao:

Uma parametrizacio possivel para v é z(t) = t +t3i com —1 <t < 1. Devido as definicdes de
f(2) edacurva, vé-se quese —1 <t < 0 entdo f(2(t)) = lese0 <t < 1entdo f(z(t)) = 4t3.
Usando a definicdo de integral complexo

0

0 , 1 , 1
/f(z) dz:/ <t+t3i) dt+/ 4t3(t+t3i) dt:/ (1+3it2)dt+4/ (t3+3it%)dt = 2-+3i
~ -1 0 -1 0

. Sendo f(z) =1 mostre que

1
%—dZZQﬂ'i
v 2

onde «v é a fronteira do quadrado de vértices z = 2i, z = =2, z = —2i e
z = 2 percorrida em sentido directo..

Resolucao:



a) Considerem-se as curvas v com k € {1, 2, 34} em que 7; é o segmento de recta que une

z=2a z=2i, 2 é 0 segmento de recta que une z = 2i a z = —2, 3 é o segmento de recta
que une z = —2 a z == —2i e 4 € o segmento de recta que une z = —2i a z = 2. Tem-se
entdo que

e Uma parametrizagdo possivel para 71 é z(t) = (1 — )2 4+ 2it = 2 + (21 — 21)¢ com
0 <t < 1. Usando a definicao de integral complexo

I 1 , b [t 2—-1) B , 1
/mzdz_/o m(2+2(1—1)t) dt—/o mdt—log(2+2(1—1)t)o

onde usamos o valor principal do logaritmo (continuo em 7). Assim

1
/ — dz = log(2i) —log2zlog2+zi—log2 _—
n % 2 2

e Uma parametrizagdo possivel para vy é z(t) = (1—t)21—2t = 2i—2(i+1)t com 0 < ¢ < 1.
Usando a definicdo de integral complexo

1 L 1 L 2(3i+1) 1
— iz = _ (2i—2(i+1Dt)dt = ——————=dt = log(2i—2(i
/71 ;& /0 T A AL /0 o201 et = les@i2+ )|

onde usamos o valor 0 do logaritmo (continuo em 73). Assim
1
/ —dz =log(—2) —log(2i) =log2 +ir — log 2 — =T
ya Z 2 2

e Uma parametrizagdo possivel para 73 é z(t) = —(1 —t)2 — 2it = —2 — 2(1 — 1)t com
0 <t < 1. Usando a definicao de integral complexo

1 19—
Lgid;;:/o _2_21@_1)75(—2—2(1—1)t)’dt:/0 _2_2(2@_1)1)tdt=10g(—2—2(i—1)t)$

onde usamos o valor 0 do logaritmo (continuo em 73). Assim
1 3
/ = dz = log(—2i) — log(—2) = log2 + “~i — log 2 — ir = —i
& 2 2

e Uma parametrizagdo possivel para 74 € 2(t) = —(1 — ¢)2i + 2t = —2i + 2(i + 1)¢ com
0 <t < 1. Usando a defini¢cdo de integral complexo

1 L 1 Loo2(i+1) 1
Zdz = - (—2i+2(i+1)t)dt = — = 7 dt = log(—2i+2(i+1
/74 P /0 st aar )l AL d /0 ot o0 1~ lee(Z ALY

onde usamos o valor pricipal do logaritmo (continuo em ~4). Assim

1
/ —dz = log(2) — log(—2i) = log 2 — log 2 + A
ya Z 2 2

Finalmente
4
/f(z) dz = Z/ f(z)dz = 2mi
vy k=177

como pedido.



. Calcule, pela definicao, o valor do integrai

2
/z+ dz
y 2

em que 7y é definida pela parametrizagdo z(#) = 2¢ com

(a) 0<O<m (b) m <6< 2r (c) 0<0<27m

Resolucao:

a) Usando a definicdo de integral complexo

[ i [ (Ba)as= [ (1) (2 ao= [ a4 )i =2mi—4

b) Usando a defini¢do de integral complexo

2

/Z—:zdz:/(i+1) clz:/27r (229+1)<2ei9)/d9:/ (21 +21¢ ) db = 2ri + 4
v Y ™

™

c) Tendo em conta que a curva é a concatenagdo das curvas das alineas anteriores

2

/ZJr dz = 2mi — 4 + 27i + 4 = 47i
%

.

. Considere a curva y(t) = Re", com t € [0, 7] em que R é um niimero real
positivo maior que 1. Mostre que

2 2 iz
‘/ZJF dz:‘<7rRRJr b)‘/e—dz‘ﬁw
R3—1 y Z

Resolucao:

Note-se que para z € 7y se tem que |z| = R e Imz > 0.

a) Majorando o valor do médulo do integral
/ z+ 2 / z—|—2
| <]
2341 23+ 1

Usando as desigualdades |a + b| < |a| + |b| (desigualdade triangular) e |a + b > ‘|a] — |b|’

(consequéncia da anterior) obtém-se

242 2] + |2| R+2 R+2
| e N d2] = =
Z3+1 'y”z‘3_|1’| 7‘R3_1| |R3_1’

|dz|
9



Visto o dltimo integral representar o comprimento da curva (uma semi-circunferéncia de raio
R) e R > 1 tem-se entdo que

z+2 R+2
2t d <
‘fizi’url SR

como se queria.

b) Majorando o valor do médulo do integral

iz

iz
‘/edz§/6|dz|
y Z 41z

Usando a parametrizacdo indicada para y

eiz ™ 6iRei9 N T

‘/dz g/ o (Re?) ‘d&:/ e~ Fsenf gg
y z 0 Re 0
onde usdmos o facto de que €| = 1 para qualquer real r. Dado que para senf > 0 para

0 <6 <7 tem-se que e Bsen® 1 ¢ agsim

‘/edz‘gﬁ
y 2

9. Calcule o valor dos seguintes integrais

(a) /| sen(3) 1. () /| L4 (¢ /| gl +3) .

z|=5 + % z—i|=2 22 +4 z|=2 2(22 + 9)

onde as curvas sdo percorridas uma vez em sentido directo e em c) usa-se
o valor principal do logaritmo.

Resolucao:

_ sen(3z) i : , /o
a) Sendo F(z) = T verifica-se facilmente que F' é analitica em C\ {-7J} e que —F

pertence a regido interior a curva |z| = 5. Entdo o integral pode ser escrito na forma

[ S,
|z|=5 # — %0

com f(z) = sen(3z) que é uma fungdo inteira, e zg = —F que como ja referimos, pertence a
regido interior a curva. Como |z| = 5 percorida uma vez é uma curva de Jordan, estamos nas
condi¢cbes da férmula integral de Cauchy e, assim,

/ M dz = 27i sen(3zp) = 27i
=5 # T2



10.

b) Seja F(z) = 231+4 = (z_21)1(2+21) verifica-se facilmente que F' é analitica em C \ {—2i, 2i}.
Além disso 2i pertence a regido interior a curva |z —i| = 2 (visto que [2i —i| =1 < 2) e —2i

pertence a regido exterior a curva |z — i| = 2 (visto que | — 2i — i| = 3 > 2). Entdo o integral
pode ser escrito na forma
z
[ 10,
|z—i|=2 # — 20
com f(z) = ﬁ que é uma fung¢do analitica em (por exemplo) C\ {—2i} que é um conjunto

aberto que contém a curva e o seu interior, e zp = 2i. Como |z — i| = 2 percorrida uma vez é
uma curva de Jordan, estamos nas condi¢coes da férmula integral de Cauchy e assim

1 1 -
z+2i .
== dz =2 = -
/|Z_i|:2 2 T 2 2
c) Seja F(z) = lgé(fig’)) = Z(zlo_g?)(ga?m). O valor principal de log(z + 3) é uma fun¢do analitica

em A =C\ {2z = -3 +2ze™, x>0} Desta forma F é analitica em A\ {0, —2i, 2i}. Além
disso 0 pertence a regido interior a curva |z| = 2 e £3i pertencem a regido exterior a curva
|z| = 2. Entdo o integral é da forma
z
[ 1O,
|z|=2 # — 20

1 3 < e
com f(z) = Oigf:; ) uma funcio analitica em (por exemplo) D = {z : |z| < 2}. Note-se que
D é um conjunto aberto contendo a curva e o seu interior, e zyp = 0 pertence a regido interior
a curva. Como |z| = 2 percorrida uma vez é uma curva de Jordan, podemos aplicar a férmula

integral de Cauchy:

log(2+3) .
/ Oz219 Qs — 27Ti10g(220 +3) _ 2r7i log 3
|2|=5 z 2 +9 9

Calcule fwf(z)dz onde 7 é a curva definida por |z| = 1 para f igual a
cada uma das seguintes funcoes:

(a) f(2) =

(22 _ 25)(22 + 9) (b) f(Z) =tg=z (C) f(Z) = — 3z

z+3

Resolucao:

a) A fungdo f é analitica em C\ {-3i, 3i, 5 — 5}, e verifica-se que tanto | = 5| > 1 como
| + 3i] > 1; assim, nenhum destes pontos pertence a regido interior a curva |z| = 1. Portanto



11.

f é analitica em D = {z : |z| < 2}: um conjunto aberto, simplesmente conexo contendo a
curva. Pelo teorema de Cauchy
%f(z)dz =0
.

b) A fungdo f é analitica em C\ C em que C é o conjunto constituido pelos zeros da fungdo
coseno, isto é C' = {z = § + kn , k € Z}, verifica-se que para todo o k € Z se tem que
|5 + km| > 1 pelo que nenhum destes pontos pertence a regido interior a curva |z| = 1. Assim
f é analitica em, por exemplo, D = {2 : |z| < 3}} que é um conjunto aberto, simplesmente
conexo contendo a curva. Pelo teorema de Cauchy

%Yf(z)dz =0

c) Considera-se f(z) = fi(z) + f2(z) com ;—:a e f2(z) = 3z. Tal como nos casos anteriores, a

fun¢do f; é analitica em C \ {—3}, e verifica-se que —3 n3o pertence a regido interior a curva
|z| = 1. Assim f; é analitica em, por exemplo, D = {z : |z| < 2}. Pelo teorema de Cauchy

j{fl(z)dz =0

Quanto a fungdo fy, sabemos que é continua em C (pelo que o integral estd bem definido) mas
ndo é analitica em ponto algum de C. Assim, a Unica forma de calcular o integral de f> é por
definicao. Uma parametrizagio de v € z(t) = €'* com 0 <t < 2, pelo que

2 s o
7{ fi(z)dz = / 3eit (elt) dt = 31/ e teltdt = 6mi
0% 0 0

Finalmente, pela linearidade do integral

éf(z)dz = ﬁfl(Z)dz — ﬁfQ(Z)dz — 6

Determine todos os valores o valor do integral

f{ (2 —Zi)_(zl— 5

em que v € uma curva de Jordan contida em {z : Imz > 0} \ {i, 3i, 0}.

Resolucao:

1)(z—31)
se que 0 ¢ A para qualquer curva de Jordan contida no conjunto indicado. Temos ent3o os

seguintes casos

A fungdo F'(z) = Z(Z_Z)_ﬁl é analitica em C\ {i, 3i, 0}. Seja A a regido interior a y. Observe-



Caso 1

Caso 2

Caso 3

iedig A
Neste caso F' é analitica num aberto simplesmente conexo contendo a curva e n3o con-
tendo nenhum dos trés pontos. Pelo teorema de Cauchy

z—1
%/z(z—i)(z—3i)dz_0

ic Aedig A
Neste caso o integral pode ser escrito na forma
z
O
~ Z — 20
com f(z) = z(zzjlgi), que é uma fungdo analitica num aberto simplesmente conexo con-

tendo a curva, e zp =1 €inty. Como v é uma curva de Jordan, estamos nas condi¢des
da férmula integral de Cauchy, pelo que

z—1

z(z—31) . o2z0—1 .
dz =2ni——F< = —7(1 +
[y o1 mzo(ZQ — 3i) m(1+i)

se ~y for percorrida em sentido positivo, e
z—l.

/ EIGE) (1 +1)
o &=

se ~y for percorrida em sentido negativo.

Jicdeid A

Neste caso integral pode ser escrito na forma

(=) 4,
~ zZ — 20
com f(z) = ,zfz;jﬂ que é uma fun¢ao analitica num aberto simplesmente conexo contendo
a curva, e zg = 3i €inty. Como v é uma curva de Jordan, estamos nas condi¢cGes da
férmula integral de Cauchy, pelo que

se v for percorrida em sentido positivo, e
z—1

[ a— -2+
~ 3

Z—1

se vy for percorrida em sentido negativo.



Caso 4 ie3ic A.

Considere-se 1 e 72 duas curvas de Jordan em {z : Imz > 0} \ {i, 3i}, com a mesma
orientacdo de vy, A a regido interior a 1, As a regido interior a o e tais que

1€ A o 3i€ Ay
3i & Ay i Ay

?{ F(z)dz = Fr(i+1)

Ent3o, tal como no caso 2,

e como no caso 3
T

7{ Fl2)dz = F2(3 — 1)
Y2 3
Pelo Teorema de Cauchy para regides multiplamentre conexas
fF(z)dz - 7{ F(2)dz+ ¢ F(2)dz = — —m(= +1)
Y 7 72 3

se y for percorrida em sentido positivo, e

fF(z)dz = 77(l +1)

- 3

se vy for percorrida em sentido negativo.

12. Seja 7 a circunferéncia de raio 1 centrada na origem, percorrida uma vez
no sentido positivo. Use o teorema de Cauchy ou as férmulas integrais de
Cauchy para calcular o valor de cada um dos seguintes integrais:

(a) fé E—Zdz (b) fé 2 g (o) fé %dz

onde na alinea d) se considera o valor pricipal do logaritmo complexo.

Resolucao:

a) Sendo F(z) = 2—; verifica-se facilmente que F' é analitica em C\ {0} e que 0 pertence a

regido interior a curva |z| = 1. Entdo o integral pode ser escrito na forma

f&)
7{4:1 (2 — zO)an 7

f(z) = e* uma fun¢do inteira, zo = 0 que pertence a regido interior a curva e n = 1. Como
|z| = 1 percorrida uma vez é uma curva de Jordan, estamos nas condi¢des da Férmula integral

10



13.

de Cauchy generalizada e, assim,

z

€ :
7{ — dz = 2mi(e*)

2|=1 %

= 27ie” = 27

z=0 z=0

b) Sendo F'(z) = “%7 verifica-se facilmente que F ¢ analitica em C\ {0} e que 0 pertence a
regido interior a curva |z| = 1. Ent3o o integral pode ser escrito na forma

N
fz:l (z _ ZO)nJrld

f(2) = cosz é uma fungio inteira, zo = 0 pertence a regido interior a curva e n = 6. Como
|z| = 1 percorriada uma vez é uma curva de Jordan, estamos nas condi¢des da Férmula integral
de Cauchy generalizada, e assim,

COS 2 27 27 27
_ = (6) _ 2 _ =
?{Z|:1 27 dz = 6! @7 =0 6! (e =0 6!
c) Sendo
F(z) = sen z 1 sen z

(22 —1)8  26x (z— 1)

verifica-se facilmente que F' é analitica em C\ {5} e que 5 pertence a regido interior a curva
|z| = 1. Entdo, o integral pode ser escrito na forma

1 O

26 J,1=1 (z — zo)"

onde f(z) = sen z uma fungdo inteira, 29 = 5 que pertence a regido interior a curva e n = 5.
Como |z| = 1 percorrida uma vez é uma curva de Jordan, estamos nas condi¢des da Férmula
integral de Cauchy generalizada e assim,

e . . . |
j{ LzfGd,z::—62(56:112)(5) :%(—senz) , :—Llf)seniz%senhf
=1 (22 — ) 26 5| 2=i/2 512 =i 512 2 512 2
Calcule o valor de .
e
—dz
c 2"

em que a curva C é parametrizada por 2(t) = %™  0<t<len€cZ

Resolucao:

11



A curva de integragdo é a circunferéncia de centro O e raio 1 percorrida uma vez em sentido
directo. Consideremos os casos:

n =0 Neste caso f(z) = e* que é uma funcdo inteira. Pelo que pelo Teorema de Cauchy

j[ e“dz =0
C

n < 0 Sendo n um nidmero inteiro negativo, seja p o seu simétrico. Neste caso f(z) = zPe® que
é uma funcao inteira, pelo que pelo Teorema de Cauchy

eZ
—ndz = % Pefdz =0
(o @]

n > 0 Neste caso f(z) é uma fungdo analitica em C\ {0} e 0 pertence a regido interior a curva
|z| = 1. Pela Férmula Integral de Cauchy generalizada

z 27ri (n—1)
7{ L L<e>
c?" a0 (n—1)!

14. Considere a seguinte funcdo u : R? — R:

_ 27
2=0 a (n — 1)'

u(z,y) = 2° +y* — 3ay(zr +y)

(a) Mostre que u é uma funcdo harménica.

a
(b) Determine a fun¢do harménica conjugada, v, tal que v(0,0) = 0.

(c) Calcule
y{ M dz e 2) dz
c

(z—1) c z
onde f(2) = u(z,y)+iv(z,y), 2z = x+iyeCéacurva{z € C: |z| = 2}
percorrida no sentido positivo.

Resolucao:

(a) A fungdo u é de classe C%(R?) visto ser uma fungdo polinomial. Por outro lado

0 0
—u:3x2—6$y—3y2 , —u:3y2—3$2—6xy
ox oy
) 0? 0?
U U
92 = 6x — 6y 783/2 = 6y — 6z

12



o 5 2 2
sendo ent3o evidente que Au = 373 + 273 = 0 para todo o (z,y) € R?.

(b) Como f = u + vi é uma fungdo analitica, u e v tém que verificar as condi¢des de Cauchy-
Riemann. Entao

g;’ _ % =322 — 62y — 3> = w(x,y) = /(3»”62 — 6y — 3y°)dy

ou seja
v(z,y) = 32%y — 3ay® — y° + C1(w)
Por outro lado

dv  Ou 0 9 9 3 B 9 9
o = oy & Bac(?m y—3zy” —y +C’1(m)) = —3y“ + 3z° + by

pelo que
Ci(z)=32> = Cilz)=2>+C = w(z,y)=32%y-3z? -y +23+C
Dado que v(0,0) = 0 tem-se que C' = 0. Conclui-se que v(z,y) = 322y — 3zy? — > + 23
(c) Pela alinea anterior, a fungdo
f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
f(z)

(z—1)2
curva simples e fechada, podemos utilizar a férmula integral de Cauchy generalizada (n = 1),

f(2) » (Ou
ji(dz = 2mif'(1) :2772(—

é uma funcio inteira, pelo que é analiticaem C\ {1}. Como 1 € intC, e C' é uma

(z,y)=(1,0) ox

ox (x,y):(l,l)))

= 2mi (3332 — 6xy — 3y + i(6zy — 3y* + 32%)

(w)z(LO))
= 6mi(l+1i)

O segundo integral pode ser calculado como o anterior utilizando, neste caso, a férmula integral
de Cauchy com n = 2. Alternativamente, e atendendo a que

f(z) = 2® 49> —3xy® — 322y +i(32%y — 3xy° — 3> + 2°)
= 23+ 32%(iy) + 3z(iy)® + (iy)® + v — 3(iz)y? + 3(ix)%y — (iz)3
= (z+iy)’ + (y —ix)’
= 22442 = (144925,
entdo, pelo teorema de Cauchy:

Mz— 1)dz =
) L _fc(u)d 0.

13



15. Seja f(x+iy) = y> — 23+ 3xy? — 322y +i(23 + 93 — 3zy? — 32%y). Calcule

(2) ;.

3
z]=1 #

Resolucao:

Sendo Re f = u(z,y) = y> — 2% + 3zy? — 322y e Im f = v(x,y) = 2% + > — 3zy? — 322y
verifica-se facilmente que s3o fungdes continuas em R? pelo que a funcdo f(z)/z3 é continua
num aberto que contem a cueva e n3o contem 0. Sendo assim o integral pedido estd bem
definido. Note-se ainda que

0 0
—u:—3x2+3y—61‘y , —u:3y2—|—63:y—3x2
ox y

© 9 9
—v:3w2—3y2—6xy , —v:3y2—6xy—3x2
ox oy

Atendendo a que todas estas funcdes sio continuas em R? e que é facil de verificar que as
condicdes de Cauchy-Riemann se verificam para todo (z,y) € R?, conclui-se que a funcdo f é
inteira. Ent3o, e dado que 0 pertence a regido interior a curva, pela férmula integral de Cauchy

) 1,
/z|1 ?dz = 5277'1]( (2) .

Para terminar o célculo do integral falta calcular f”(z). Por exemplo

_ (a2 B N !
= 3z* 4 3y — 6y +1(3z° — 3y~ — 6xy)

0 0
= 8—x(—33€2 + 3y — 6zy) + i%(3$2 — 3y — 6zy)

= —6x — 6y +i(6z — 6y)

Tendo-se entdo que f”(0) = 0 e, finalmente,

16. Mostre que n3o existe nenhuma funcdo inteira ndo constante f tal que
para todo z € C se tenha

fle+1)=f(z) e flz+1i)=[(2) (1)

14



17.

18.

19.

Resolucao:

As condi¢des (1) determinam que f é periédica de periodo 1 e tembém de periodo i. Em
consequéncia, o comportamento da funcdo no quadrado fechado de vértices 0, 1, 1 +1 e i
determina os valores de f para qualquer z € C. Como este quadrado é um conjunto compacto
(fechado e limitado) pelo teorema de Weirstrass f é limitada no quadrado. Logo, por (1), f é
limitada em C. Pelo teorema de Liouville f é constante.

Sela P(z) um polinémio de grau N verificando

P(z) _
ﬁzg (n+1)z — 1d'Z =0

paratodon =0, 1,--- , N. Determine P.

Resolucao:

Atendendo a que um polinémio é uma func¢3o inteira, podemos apicar a férmula integral de
Cauchy aos integrais dados.

1 P P(n+1
f{ PE) gm0
n+1 ‘Z|:22_TH n-+1

Isto permite-nos concluir quer
P(1)=P(1/2)=P(1/3)=---=P(1/(N+1))=0
ou seja 1, %,ﬁ sdo N + 1 raizes de P(z). Mas, pelo teorema fundamental da Algebra,

um polinémio de grau N > 0 tem exactamente N raizes, pelo que a situacdo acima descrita
apenas acontece sse P(z) = 0 para todo o z.

Mostre que ndo existe uma fungo analitica f definida em C\ {0} tal que
f/(Z) = 1/2. Resolucgao:

Se f'(z) = 1 em C\ {0}, entdo f seria uma primitiva de g(z) =  em C\ {0}. Pelo teorema
fundamental do cdlculo
§ gz =o;
|z|=1

porém, calculando o integral pela defini¢do, o seu valor é 27i.

Seja «y a parametrizacdo de uma curva contida no conjunto C\ {z € C :
Rez < 0} que una o ponto z = —i ao ponto z = i. Calcule o valor do

1
integral /—dz.
y 2
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20.

21.

Resolucao:

Como qualquer ramo do logaritmo complexo é primitiva de % para podermos aplicar o teorema
fundamental do célculo ha que escolher um ramo de log z que seja analitico num aberto sim-
plesmente conexo que contenha a curva. Para o efeito podemos escolher, por exemplo, o valor
principal do logaritmo. Assim

1 i
/ —dz =logz| =log(i) —log(—i) =i
> i
¥

1

/2zdz
N

onde v(t) = 23 + (t* — 4¢3 + 2)i para —1 <t < 1.

Resolucao:

Calcule

Dado que a fungao 2z é inteira podemos aplicar o teorema fundamental do Calculo para calcular
o integral. Assim

(1) 2—i
/22’61,2—:52‘7 :22’ 1 = 48 + 24i
- y(=1) —247i

Calcule o valor de cada um dos seguintes integrais:
27 4 i/2
(a) / coshzdz (b) / L (© / e dz
i —4i Z 0
Resolucao:

(a) Dado que a fun¢3o cosh z é inteira podemos aplicar o teorema fundamental do célculo para
calcular o integral. Assim
2mi i
/ coshzdz = senhz| = senh(27i) — senh(wi) = i(sen(27) — sen(w)) =0
i 1
(b) Considere-se a semi-circunferéncia |z| = 4 com Rez > 0. Dado que f(z) = Z% é analitica

em C\ {0} exite um aberto simplesmente conexo ndo contendo 0 e onde tanto f como a sua
primitiva, —%, sao analiticas. Podemos pois aplicar o Teorema Fundamental do Ciélculo para

calcular o integral. Assim
| L4 i
—dz=—- = =
_4i % Z1—4i 2
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(c) Dado que a fungdo €™ é inteira podemos aplicar o teorema fundamental do Calculo para

calcular o integral. Assim
i/2 Tz .
er#i/2  i—1
/ 671'2 dz =] =]
0

7T 10 T

sen z

22. Mostre que a fungdo f(z) = %% ndo é primitivavel em C\ {0}.

Resolucao:

Basta recordar que ser primitivavel num conjunto é equivalente a que

éf(z)dz =0

para qualquer curva de Jordan contida no conjunto. No entanto, é facil de verificar que

=27 #£0

z=0

j{ SN e = 27i(sen z)’
|z|=1

22

23. Calcule /1ogzdz, onde ~v é o arco da circunferéncia de centro na origem

5
e de raio r situado no primeiro quadrante.

Resolucao:

Para que o integral exista, vamos escolher um ramo do logaritmo complexo que seja continuo (e
também analitico) num aberto simplesmente conexo contendo a curva. Para tal, por exemplo,

tomamos logz com argz €] — %, 2] que ¢ analitico em C\ {z = ze /2 gz > 0}. Pela

analiticidade do logaritmo escolhido, e primitivando por partes

/logzdz:/ logzalz:zlogz)1 —/ lalz:ilogi—zl :—E%—l—i
y 1 1 1 1 2

2 Exercicios Propostos

1. Determine uma func¢do, (t) que descreva

a) o segmento de recta unindoia 2 —i.

b) a circunferéncia de raio 2 centrada em 3 — 2i percorrida uma vez em sentido directo.

17



. Determinar

L Im (22) d>

sendo vy a curva que une 0 a 2 + 47 ao longo

(a) do segmento de recta; (b) do eixo real até 2 e depois verticalmente até 2 + 4i;

(c) da parabola y = 2.

. Calcule o integral [ f(z)dz, onde
= ¢l?” Re z, ~ é o segmento que une os pontos 0 e 1 + ¢

=zImz? v = {z |z =1, -7 < argz < 0}
=zz,y={z]|z| =1} (d) f(z)=1/z, y(t) =€ com ¢t € [0, 8]

. Considere o caminho v, que consiste no segmento de recta unindo o ponto inicial 0 ao ponto
V/2¢™/* e considere também o caminho 7, entre esses mesmos pontos dado pela parabola
t— t +it?.

Para cada valor de k = 1, 2, calcule, utilizando a defnicdo, os integrais

/ e“dz e / Z2dz
Vi Vi

Comente os resultados obtidos.
. Calcule

/C F(2)dz

3 unindo os pontos —1 —ial+ie

emque C'éacurvay==x

f(z) = 1 se Rez <0
]| 4Rez se Rez>0

. Mostre que

() [f b <am (b) | fpitds <20 para B> 1

(c) ’fw ez—4dz‘ <mR3emque(t) = Re et € [0, 7]

. Seja
flz)=z"""=exp[(-1+1i)logz] , =zeC\{0}

onde

logz =log |z| +iargz para 0 <argz <27 (oramo — 0 do logaritmo).
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

Calcule

f(z)dz

j2/=1

onde a curva é percorrida uma vez no sentido positivo.

Calcule [0 2%dz em que 7(t) = e'*sen’t com ¢ € [0, §].

Determine

cos =

P , . . . . 1

(a) / = dz em que v é qualquer caminho regular e simples unindo os pontos i a - e
Y

nao passando pela origem.
1
(b) /—dz em que v = {z(t) = cost +isent : t € [0,%]} percorrida em sentido
2
N

anti-horario.

2z+1
2244

Verifique se a fungdo f(z) = é primitivavel em

(a) Q=C\ {-2i, 2i}
(b) @=C\Isendo I ={z=vyi,y<2}

Calcule fv e*dz em que v é tridngulo de vértices z =0, 2z =1 e z = Ti.
e +z
/ dz
y 22

(a) ~ € a circunferéncia de centro na origem e de raio 1

Calcule o valor do integral

em que

(b) ~ é a circunferéncia de centro na origem e de raio 3.

Para a € C e r > 0, designa-se por y(a,r) o caminho y(t) = a + re*, com t € [0, 27].
Calcule f (22 + 1) 'dz para:
V(ayr)

@ @1 () G (€ ~(=i,1) (d) ~(0,2) () ~(3i,m)

Calcule os integrais, considerando as curvas s3ao percorridas uma vez em sentido directo.

h I ei7 cos | iy
(a) 7{ coiz " (b)}[ z2sen szz (c)]{ CZS e d2 (d)]{ <3+1)d
=1 % =2 (22— 1) lo—2)=g 2° — 4z Z=1/2 %

Determine todos os possiveis valores do integral

Z COS 2
I = d
7522“ ’

onde C' é uma qualquer curva de Jordan, seccionalmente regular, contida em C\ {—i,}.
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16. Seja f : C — C uma fungdo inteira e tal que f(0) =i. Calcule

2m
f(4e™)dt
0

17. Considere a fun¢do u(z,y) = za(y) + e ¥ cos(3z), onde o : R — R é uma funcdo de
classe C?.

(a) Determine todas as fun¢bes a(y) tais que u é a parte real de uma fung3o analitica
f:C—=C.

(b) Considerando a(y) = 2y+ 1, determine a fungdo analitica f: C — C tal que Re (f) =
ue f(0)=1+1.

(c) Sendo f afungdo determinada na alinea anterior, calcule f7 f'(2)dz onde y é o caminho
parametrizado por y(t) =t +isent, com 0 <t < .

18. Seja A € R e considere a fungio u(z,y) = 23X\3 — 3xy?\.

(a) Determine para que valores de \ a fun¢do u é harmdnica.
(b) Seja A = 1. Determine uma fungdo analitica f tal que f(1) = 1 e a parte real de f é .

(c) Calcule o integral

Mdz

c
onde C' é a circunferéncia de centro na origem e raio 1 percorrida uma vez no sentido
directo.

19. Considere a funcdo complexa de varidvel complexa definida em C por ¢(z2) = 22 — z2.

(a) Calcule Ret) e Im ) e determine o dominio de analiticidade de 1.
Tomando v(z,y) = Im(z + iy), verifique que v é harmdnica em R

(b)
(c) Determine a fungdo f analitica em C tal que Im f(z + iy) = v(z,y) e f(0) = 2.
(d)

%42018 (zjc—(zl§2 dz

onde a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

Calcule o valor de

20. (a) Teorema de Liouville: Mostre que se f € inteira e limitada entdo f é constante em C.
Sugestao: Utilize a férmula integral de Cauchy para mostrar que f/(z) = 0.

(b) Mostre que, se f é inteira e existem M € R e n € N tais que para cada z € C se
tem |f(2)] < M(1+ |2]"), entdo f é um polinédmio de grau menor ou igual que n.
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.

18.

19.

© ®°® N o

Solucoes de 4.2

(@) 2(2+4i) (b) 32
(@) (e*—1) (b) -2 (c) 0 (d) 8ir
L= we*”:el”—l ef7122:§(1—i) ,
3+ i
i(1 —e™2™)
E
(@) —ishl (b) 2%
(a) Ndo (b) Sim
0
(@) 0 (b) 27i(e* +2)
(@ 0 (b) @ () —m (d) 0 (e) =
(@ -m (b) 0 (c) Tsenhl (d) =%
(0 se i,—i & int~y
+imcoshl se ¢ €inty, —i € int~y
I =
+imcoshl se —i€inty, ¢ €inty
| *2imrcoshl se i,—i € inty
271
(@) a(y)=ay+b a,beR
(b)
(c) ©—2—in?
(a)
(@) Rev =0 e Im1 = 4ry, dominio de analiticidade = ()
(c) flx+iy) =22 —2y* + 2 + 4xyi (d)

ca)y(t) =2t +i(1—2t),t€[0,1] b)~y(t) =3 —2i+ 2" t €[0,2n]

f7222:£_'

cosl —1+z2senl

flx+iy) =2y + 1) + e ¥ cos(3z) + i(y* +y — 2° + e ¥ sen(3z) + 1)

A=0oul==%1 (b) [f(2)=f(z+iy)=2"—3wy’+i(32%y —y?)
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