TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n2 5
Séries de Poténcias. Séries de Taylor. Séries de Laurent.

1 Exercicios Resolvidos

1. Calcule as regides de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

@S ES) BT ey @S aeey

Resolucao:

(a) Note-se que

o (= —iv2) = (L))"

pelo que se trata de uma série de poténcias da forma Zan(z — 2i)". Tem-se entdo (caso o

limite exista):
1/v2)" 4
SR TIN U S . (n+1)*+1
R—hgn an+1‘ —hTILnW = \/i h};ﬁw = \/i
(n+1)*+1

Assim, a série é convergente na regido:
{ZG(C ;|2 — 2i] <\/§}

b) Trata-se de uma série de poténcias da forma an(z+1—1)". Tem-se entdo:
(

. n T
1/11%:7111_{1;O Viap] = lim — =0

n—oco n

pelo que R = 4+o00. Consequentemente, a série é convergente em C.



(c) Trata-se de uma série de poténcias da forma ) a,(z + 1)". Tem-se entdo, caso o limite

exista
nl

B ) 1\7
R:lim‘ 20 :limﬁzhm(ndi— > =e
© el " mrpeT K

e a série é convergente na regido

{zeC:|z+1|<e}

. Determine os raios de convergéncia das seguinte séries complexas (a € um nimero real):

oo

a) i a"z" b) i a® 2" c) Z 2 d) i nlz"
0 0 0

0

Resolucao:

Dado que em todas as alineas se tem uma série de poténcias centrada em 0 a regido de
convergéncia sera da forma |z| < R com R € [0,400]. Sendo assim basta calcular, em cada
caso, o raio de convergéncia da série.

1
— = |i @ n| —
a) & = lim {/l]a"| = |a|
b) — = lim {/|a”’| = lim|a|™. Tem-se entdo que
R n—r00 n
oo se |a| <1

R=q¢ 1 se |aj=1
0 se Ja|>1

c) Desenvolvendo a série

o
Zz"!=1+z+22+26+z24+'--

0
oo
pelo que se observa que a série é da forma Z amz™" em que
0
1 sem =mn! paraalgumn € N
O, =

0 caso contrario

Conclui-se que

1 1
limsupa, max{0,1}
m—r0o0
n!
d) R = li 7‘ =
) R=lm |yl = ¢



3. Para cada uma das seguintes alineas determine o raio de convergéncia da
0.}

séries de poténcias E an,(z — zp)", sendo

n=0
(a) : (b) an =" 2 =2
a n — ) =1 n — ) =
a nt1 20 a n 20
(c)a, =2+ (-1D)")™" ,zp=7 (d)a,= R 1+2i

Resolucao:
(a) A regido de convergéncia é {|z —i| < R} sendo
R—hm‘"ﬂ)—l
n+2

(b) A regido de convergéncia é {|z — 2| < R} sendo

1 .1
R=————=Ilim— =
lim {/|n"| non
n
ou seja, a série converge apenas em z = 2.

(c) A regido de convergéncia é {|z — 7| < R} e tem se que

{ 1 para (a subsucessdo dos) n impar
- 1
3

para (a subsucessdo dos) n par

Entao
1

1
- lim sup {/|ay,| B max{l,%
n

() A regido de convergéncia é {|z — 1 — 2i| < R} e tem-se que

o 1)!
R = lim n+1 :limn(ni_*—)':
@ | e n (n+1)n!
ou seja, a série converge em todo o C.
(0.9]
4. Suponha que o raio de convergéncia da série de poténcias E a,z" é
n=0

0 < R < 00 e que existe lim | *=-|. Determine o raio de convergéncia das



(0.¢]
séries de poténcias E b,z", sendo
n=0

(a) b, =nfa, (D) b,=n"a, (c)b,=(a,)" (d)b,= (20— 1)"ay,

(com k € N e |z # 1).

Resolucao:
o
Seja O o raio de convergéncia da série anz”.
n=0
(a) .
b k
© = lim | 2| = lim | St —| = lim () "lim | -2 | = R
n by n | (n+ 1)k an41 n \n-+1 n lani1
1
(b) Como lim #/[an| = lim 2! = ~ | entso:
n n (07%9 R
1 1
= limn = Rlimn = o0

1
@ pu— pu—
lim {/|b,|  lim y/n="|a,| no lim Y/ |ay] @
n n n

(<) .
bn mn . n k
O = lim — tim | %) | i | %0 |F g
n 1bpi w (an+1) n 1an+1
£ b (20 — 1) R
. n . zo — 1)"ay,
© = lim ‘ = lim ‘ =
n 1bpy1 n (20 — )" api1l  [20 — 1

. Obtenha a série de Maclaurin de f(z) para as seguintes fung¢des, indicando
os respectivos dominios de convergéncia:

(@) F(z) = =+ (b) f(z) = cosh
(€) (=) = 5— () f(2) = (2% 4 1) cos
(@) f(2) = ¢+ = () f2) =

(1—2)(1+2)

Resolucao:



(a) Para obter a série de Maclaurin de f vamos usar a série geométrica e a série da fungdo
exponencial. Assim

n

1 . 1 ony
f&) =g +e =g+ Zz +Z o3 (-1+5)

n=0

O dominio de convergéncia da série serd a interseccdo do dominio de convergéncia da série
geormétrica de razdo z, |z| < 1, com o dominio da série da exponencial, que é C. Conclui-se
que a regido de convergéncia da série de f é |z] < 1.

(b) Vamos determinar a série usando a definicdo de coseno hiperbdlico e a série da exponencial.

Assim
e* + 1o i (=0
coshz= "5 (va >.C )=

n=0 n=0

Dado que
2 para n par
0 para n impar

1+ (-1)" :{

a série pode ser escrita na forma

cosh z =

nl
n par k=0

e atendendo a que a fungdo exponencial € inteira, a série converge em C.

(c) Para obter o produto das séries de Maclaurin de f vamos calcular o produto de uma série
geométrica por z (a dltima fung3o ja estd escrita em poténcias de z). Assim

2n+1

1 z 1 2o 22\ n > 2
0= =-1(—=)—-12(3) - T
4 0

O dominio de convergéncia da série é o dominio de convergéncia da série geométrica de razdo
<l&e |zl <2

22/4, ou seja,

(d) Vamos multiplicar a série de Maclaurin da funcdo coseno pelo polinémio 22 + 1 (que ja
estd escrito em poténcias de z). Assim

X 1\n 22 2n
f(z) = (224+1)cosz?=(22+1) Z (1()27(1)|)
n=0 ’

n4n n4n

- A S

io: (_1)nz4n+2 . 9 (_1)nz4n
o | |

~ (2n)! ~ (2n)!

O dominio de convergéncia da série é C pois tanto a fungdo coseno como o polinémio sio
fungdes inteiras.



(e) Vamos usar a série geométrica e a série de Maclaurin da fungdo exponencial. A série da

1 . . 1 1 / . .
funcao =z Vai ser obtida tendo em conta que oaZ = (E) e que uma série de poténcias
pode ser derivada termo a termo na sua regido de convergéncia. Assim

(1j@2:(1izy:<2;yﬂu:g;”fl

sendo o dominio de convergéncia |z| < 1 (igual ao da série que foi derivada). Ent3o

o0

1 = -1
f(z):equm:ZHJanz"
n=0 n=1

e o seu dominio de dominio de convergéncia é |z| < 1, pois a fungdo exponencial ¢ inteira.

3 n3o podemos

(f) Dado que o denominador da fun¢do f n3o pode ser escrito na forma 1 — cz
contar com a ajuda da série geométrica de razdo cz3. Por isso, comecamos por separar a funcio

em fraccdes simples, calculando as constantes A, B e C tais que

1 A Bz+C

(1—2)(1 + 22) =T—: 12

Isto é equivalente a (no dominio da f)

1 _AQ+2%)+(Bz+0)(1—2) A+ A2+ Bz—B2>+C—-Cxz
1-2)1+22) (1—2)(1+2%)? - (1—2)(1+2%)
tendo-se pois que
A+C=1 B=3
B-C=0 <« =3
A-B=0 A=1

Finalmente

1/2 , 2/2+1/2
1—2 1+ 22

11 1 2
N 5(1—z+1+22+1+22)
1, 00 0o
_ 5(2271+Z(_1)nz2n+2(_1)nz2n+l>
n=0 n=0 0

valida em |z| < 1. Note que a primeira série é valida nesta regido, enquanto as outras duas s3o
vilidasem | — 22| <1 & |z < 1.

6. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes funcdes em torno
dos seguintes pontos:



(a) senz , em torno de z = 7.
(b) €** , em torno de z = i

(c) 2z%¢* , em torno de z = 1.
Resolucao:

(a) Para todoo z € C

senz =sen(z+m—7m) = —sen(z —m) = i( 1)" (z — m)?ntl
= —7)=— —7)=— ) ==
—~ (2n+1)!
(b) Para todoo z € C
e2z _ e?(z—iﬂ)eQiﬂ _ e?(z—iﬂ) _ EOO g(z _ Zﬂ)n
- N B — nl

2

(c) Para todo o z € C, e escrevendo também z* em poténcias de z — 1:

o
— 1)
22F = (z—141)%* 1 = ((z —1)242(z-1) + 1) e Q
" n!
o o D
- (Z _ 1)n+2 (z _ 1)n+1 (Z _ 1)n
= € Z n! +2e Z n! te Z n!
n=0 n=0 n=0
o0

= Z an(z —1)"
n=0

em que
e se n=20
apn = 3e se n=1
e + 2e + e > 9
— sen
mn=2)!  (n=1)! nl! -

. Determine o raio de convergéncia das séries de Taylor em torno de zy = 0
das seguintes funcdes:

_cosh7 — cos(7z) 42—

(a) f(z)= 1 (b) g(z) = o1y

Resolucao:



(a) A fungdo f € analiticaem C\ {z : €+ 1 =0}, ousejaem C\ {(2k+1)i, k€ Z}. A
série de Maclaurin de f é vélida no maior disco centrado em 0 onde a fungdo é analitica, isto é
no maior disco centrado em 0 que ndo contém nenhum dos pontos (2k + 1)i para todo k € Z.
Assim a série de Maclaurin de f serd convergente em |z| < 1.

(b) A fungdo f é analitica em C\ {1}. A série de Maclaurin de f é valida no maior disco
centrado em 0 onde a func3o é analitica ou seja o maior disco centrado em 0 que n3o contém
1. Assim a série de Maclaurin de f serd convergente em |z| < 1.

. Obtenha a fungdo soma das seguintes séries em |z| < 1

@3 b)Y (o) Zzn—n @ S n(n+ 1)
n=0 n=1 n=1 n=1

Resolucao:
(a) Trata-se da série geométrica de razdo z, com |z| < 1 e, como tal, a sua soma é
(0.0}
n 1
2,7 =
=z
n=0

(b) Usando o facto de que uma série de poténcias pode ser derivada termo a termo, tem-se

que ~ ) oo . oo o &e Y 1 / z
an :Zznz :ZZ(Z):Z<ZZ>:Z<1—z>:(1—z)2
n=1 n=1 n=1

(c) Usando o facto de que uma série de poténcias pode ser primitivada termo a termo, tem-se
que

iﬁziznﬂ :i</z"d2>:/(iz”)dz:/1dz:—log(1—z)+C
n=1 n n:0n+1 n=0 n=0 1-—z

onde se usa um ramo de log(1 — z) analitico em |z| < 1: por exemplo o ramo do logaritmo
complexo tal que arg(1l — z) €], x]. Para determinar a constante vamos usar a igualdade em
z = 0. Note-se que a série converge em 0 visto este ponto pertencer ao dominio de convergéncia
e o valor principal de log(1 — z) ser uma fung¢do analitica em 0. Ent3o

n

(9
>

7 10
n=1

(d) Usando o facto de que uma série de poténcias pode ser derivada termo a termo, tem-se
que

:—log(l—z)—FC’O & 0=-lgl+C & C=0

> ° 7 0 " > " PN
Zn(n—i—l)z”:zZ(z"H) :z(Zz"H> :z<zZz”) :z<1 )
n=1 n=1 n=0 n=0 <



pelo que

Zn(n+ 1)2" = aA—2p

n=1

. Considere a seguinte série de poténcias

+00

5n
} :Cln P onde a, = { oy se n Par
— (—2)" se n impar

Sabendo que esta é a série de Taylor em torno de z; = 0 de uma funcdo
f, analitica em todo o seu dominio, calcule f(1).

Resolucao:

Vé-se facilmente que:

se n impar

— 5 se n par

Logo:

limsup {/|a,| = 5.
n
Tem-se entdo que a série converge na regiao
1
{zeC: |z| < 5}

Assim sendo, a série ) | a,2" diverge em z = 1, pelo que é impossivel calcular o valor de
f(1) por substituicio de z = 1 naquela série. Porém, na regifo |z| < 1, temos:

flz) = Zanz”

=0
- Yees Y
n par nimpar

(e}

00
— Z 52m22m + Z(_2)2m+122m+1
m=0

X m s m
((5z)2> —2: ) ((22)2)
m=0
1 2z
1-2522 11— 422
Como f é analitica em todo o seu dominio, concluimos que:

1 2z
&) =102 122

3
Il

[
NE

0

=
Il

1 1
para qualquer z € C\ {15,12} ,



10.

o que implica que f(1) = g

Determine a ordem do zero z = 0 das seguintes funcdes:
(a) f(z) =2%(e™ —1)*sen 2*
(b) g(z) = (2" 4+ 2*)(1 — cos 2*)*(1 — 624)

Resolucao:

(a) Para classificar o zero z = 0 de f vamos desenvolver em série de Maclaurin os factores da
funcdo. Tem-se que

oo
(m2)" w222 w33 2z w322
Tz = — — - 0o o — = _ o e
F=i=F t=(teme et T )-1=a(mt T )
n=0
e ., ,
2 _ (=1)"  9von41 _ 2 20 20 _ .2 Z 2°
enst =) nr i) =dogrg =P (logrg )

Tem-se entdo que

2z w328 4 2 28
@) = Ple(nr TS [ [P g
9 2z w322 4 228
= S ) gyt
Definindo
P — 2z w322 4 228
@=(r+ G5 ) (-grg)

verifica-se que:

e [ é uma funcdo analitica numa vizinhanca de 0: estas séries de poténcias de z s3o funcoes
analiticas em C; além disso, o produtos de funcdes analiticas é uma funcdo analitica;

e F(0)=7%#£0.
Conclui-se que 0 é um zero de ordem 9 de f.

(b) Para classificar o zero z = 0 de g vamos desenvolver em série de Maclaurin os factores da
funcdo. Tem-se que

s 6 9 2
3 _ (=D" 3von _ 22 _ 6 _L =
1—cosz—1—50(2n)!(z) _1—(1—54—14_...)_3<_a+ﬂ+...)
n=
e
% ( 4yn 8 12 2 .8
A (5" 4 20z a4 Z 2
1—e _1—§0n! —1-(1+2 +§+—3!+~~)—z( 1 §+§+'”)
n=

10



11.

- (=g (-G e )
Definindo . ) , ) .
G =+ g5+ ) (-1-S+5+)

verifica-se, tal como na alinea anterior, que:

e (G é uma funcdo analitica numa vizinhanca de 0;

° G(O)z%;ﬁo.

Conclui-se que z = 0 é um zero de ordem 18 de g.

Mostre que uma série de poténcias com raio de convergéncia nao nulo é a
série de Taylor da sua funcao soma.

Resolucao:

Consideremos a série de poténcias

o

f(z)= Zan(z —20)" =ag+ a1(z — 20) + ag(z — 29)% + - --

n=0

Em primeiro lugar, f(z9) = ag. Para z no interior do disco de convergéncia da série, tem-se
também que

o0 / /
f'(20) = (Z an(z — zo)”) = <a1 + 2a5(z — 29) + 3as(z — z9)? + - - ) =a.
n=0 20 20
Da mesma forma
© " 3 /
f(z0) = <Zan(z—z())”> = <2a2+6a3(z—zo)+12a4(z—zo) 4+ > = 2a9 = 2lay
n=0 =g @

Continuando a derivacdo da série recursivamente, pode-se provar por inducao que
™ (20) = nlay,.

Resulta pois que
F) =Y an(z =20 = 1(2) = S T (o gy
n=0 n=0 ’

Note que o resultado é, precisamente, a série de Taylor de f em torno de zp; a resolugao deste
problema é a maneira mais simples de deduzir a férmula dos coeficientes de uma série de Taylor.

11



12. Para cada funcdo e regido indicadas, determine as respectivas séries de
Laurent:

(a) —

.
P . 723+ 2
(C) m ; |Z—Z’ >1 (d) (322_1) Sen< ~3 > ’ ‘Z| >0

[ 2| > 1 (b)z5<ei+z) , 2] >0

Resolucao:

(a) Dado que |z| > 1 (o que implica que ‘%‘ < 1), é vélido o desenvolvimento

1 _1 1 _1i<1>n_i<l)n+1
z2—1 =z 1—%77;”:0 z 7n:0 z
(b) Para z #0
) =1 =1
5 ( L _ 5 _ 6
& (€Z+Z)_Z (Zn!z”+z)_zn!z"*5+z
n=0 n=0

(c) Para |z —i| > 1 (o que implica < 1), tem-se que

|2 — il

(2—121')2 a _%(2j2i):_%<z—t—i>

B _jz(ziij—li.) :_ddz(ziii(zii)n)

-1 =

_ d ( > " )
dz 7;) (z —i)ntl
Derivando a série termo a termo, obtém-se:
1 — d i = i(n+1)
(z —2i)2 _Zﬂ(m> - E:O (z — )+

n=0

Finalmente

12



(d) Para |z| > 0

3 1
(322 = 1) sen TEhE (322 — 1) sen <7T - —2>
z

23

1
= (1-32%)sen =

> (=1} 1\ 2n+1
. (1_322)2(2n+1)!(?2)

n=0

L& (& s
- E:O (2n + 1)1z4n+2 * Z (2n + 1)lz4n

n= n=0

13. Obtenha os desenolvimentos em série de Laurent da fungdo f(z) = m

vilidosem 0 < [z — 1] <2eem 0 < |z —3| <2

Resolucao:

As séries pedidas — centradas nos pontos 1 e 3 — s3o ambas séries de Laurent pois f é
analitica em C\ {1, 3}.

Para a coroa circular 0 < |z — 1| < 2, pretende-se desenvolver a fungdo em poténcias de z — 1.

Ora
1

)= (-1 —

tem a forma de um produto de (z — 1)=2 (que é j& uma série de Laurent convergente em
|z — 1] > 0) por -L5 (que é analitica em 1 e, como tal, admite desenvolvimento em série de
Taylor em torno de 1 que converge para —15 em |z — 1| < 2). Assim

1 (=172 1
(z—1)+1-3 2 1— 21

flz)= (=172 =(z-1)7"

z—3

Usando a série geométrica de razao 251, obtém-se

212N /2 — 1\ 2 (z— 1) 2
7(z) = =4 2) Z( 5 ) :—Z(Qn+)1

que converge na intersecdo das regides [z — 1| >0 e |z — 1] <2, isto é, em 0 < [z — 1| < 2,
como era requerido.

Para o desenvolvimento na coroa circular 0 < |z — 3| < 2, usa-se o mesmo método. A fungdo

é o produto de ZTI?) (uma poténcia de expoente negativo de z — 3, definida em |z — 3| > 0) por

13



ﬁ (que é analitica em 3 e, assim, admite desenvolvimento em série de Taylor em torno de
3 que converge em |z — 3| < 2). Assim

f(Z) = (2_3)_1(2_ 1)2

(2 —43)_1 (i(_l)n<z ; 3)n>

n=0
Derivando esta série termo a termo na sua regido de convergéncia, tem-se que:

z—3)71 s —1)"n sz — 3\n—1 o —_1)r (4 — 3)n—2
RRMCES it SIo TP S STC A TCE

n=1 n=1

que converge para z # 3 e |z — 3| < 2, isto é, em 0 < |z — 3| < 2 como era pedido.

14. Determine a série de Laurent de (Z2+1) em cada uma das regides

@) 0<|r—1<2.

(b) 2 < |z—1] .

e use o resultado obtido para calcular os seguintes integrais:

1
(a) ﬂ{ LT

1
) j{zus (22— 1)* =

14



Resolucao:

(a) Para qualquer z € C\ {—1,1}, tem-se que

I 1 1 d /-1
(2-1)2 (z—12(z+1)2 " (2-1)2 %(H)

Para 0 < |z — 1] < 2, verifica-se que:

(zQil)Q B (z—11)2'jz<2+_z1—1): (2—11)%;1(2(1;12—1))

= ﬂ;1p¢Z§¥‘Z;wn

Derivando esta série termo a termo, obtém-se:

1 yon 2—1) oDt n—3
(22_1)2 2_122 —EIIW(Z—I)
T 2
Por outro lado, se |z — 1| > 2 (o que implica 1] < 1), tem-se que
-
1 _ 1 i( =1 )_ 1 i( -1 1 )
(z2—1)2  (z2—1)2 dz\z—14+2cw/ (2—1)2 dz\z—-1 1-1-22?1
S d(—1§<—2>”>_ L @t
(2= 1)2 dz\z-1 (z—1)n/)  (z—1)2 dz =~ (z —1)n+!
g = 1) o (=P = 1)
B 2_122 (z — 1)n+2 _T;) (z —1)nt4

(b) Pelo Teorema de Laurent, para qualquer n € Z

1 f(z)

———d
2mi Jo (2 — z9)"HL :

Ay =

é o coeficiente de (z—zp)"™ da série de Laurent de f convergente na regido r < |z—zp| < R, para
qualquer curva de Jordan C, seccionalmente regular, percorrida em sentido directo e contida
na regido de convergéncia. Sendo assim, e atendendo a que a circunferéncia |z — 1| = 1 é uma
curva de Jordan e estd contida na regido 0 < |z — 1| < 2, o integral pedido tem o valor

L - @
j{z—uzl @1 J{_Hzl (z — 107 = 2m a1,

em que a_; é o coeficiente de (2 — 1)~! da primeira série obtida em (a). Assim,

1 1 )
By .
j{zﬂzl (22 — 1) : m 4 2

15



Analogamente, e dado que a circunferéncia |z — 1| = 3 é uma curva de Jordan e estd contida
na regido |z — 1| > 2, o integral pedido tem o valor

1
————dz=2mib_;
7|{z1|=3 (22 = 1)

em que b_; é o coeficiente de Z—il da segunda série obtida em (a). Mas como esse termo da

série é nulo, resulta que
1
————dz=0
%z—l|:1 (22 = 1)

15. Obtenha todos os desenvolvimentos possiveis em poténcias de z para a
funcao |
Z) = ———

indicando os respectivos dominios de convergéncia.

Resolucao:

A fungdo f é analitica em C\ {0, 1}. Como f ndo é analitica em 0 (que é o centro do
desenvolvimento em série) ela sé admite desenvolvimentos em séries de Laurent em torno desse
ponto. Consideremos as maiores coroas circulares centradas em 0 onde f é analitica, que sdo
0<|zl<lel<|z| <oo.

1

e Em 0 < |z] < 1, tem-se que f é o produto de -5 = z~2 (definida em |z| > 0) por L

z—1
(cujo desenvolvimento em série de Maclaurin é a usual série geométrica convergente para

|z] < 1). Assim

O
Z)= —F " = — zZ = — yA
22 1—2 22
n=0 n=0
e Em 1 < |z|] < 0o tem-se que f é o produto de Z% = 272 (definida em |z| > 0) por -1+ em

|z| > 1. Como tal, f(z) pode ser desenvolvida em série com a ajuda da série geométrica
de razdo 1 (que € valida em |z| > 1):

11 11 R N S N
=3 mi=s -2 (G) =X0)
16. Considere a funcao complexa f definida no seu dominio por
1
f(Z) - 3 4



(a) Obtenha o desenvolvimento em série de Laurent de f, valido em 0 <
|z] < 1.

(b) Recorrendo ao teorema de Laurent, calcule a parte principal da série
de Laurent de f validaem 0 < |z — 1| < 1.

Resolucao:

a) A fungdo f é analitica em C\ {0, 1}. Como f ndo é analitica no centro da série, 0, a série
valida na regido indicada serd de Laurent. Como podemos escrever a funcdo na forma

1
f(z) = m7

tem-se que f é o produto de Z%, (que ja é uma poténcia de z) por ﬁ (cuja série de Maclaurin

é a bem conhecida série geométrica vélida em |z| < 1). Assim
[e.9]

O — ZLZZ”:iZ”‘S
1—2 z3n —

=0

b) A parte principal da série de Laurent de f centrada em 1 é
1

a_1 a_9 a_9
1) =
2, an =D = ot et o

_ 1 f(z)
= 8,

para n < —1 e para v qualquer curva de Jordan orientada positivamente, contida na coroa
circular 0 < |z — 1| < 1 e tal que 1 € int~y. Tem-se assim que

1 1 [ —%
“—lzszﬂ'z)d“m}éz_l“

Atendendo a que a fungdo —Z% é analitica em |z—1| < 1 (e, como tal, em int y) podemos
aplicar a férmula integral de Cauchy para concluir que

)=
z=1

1 £(2) 1 7{ 1
= —LE e — (-1 24
T om L - )T T om 7(2 )T

n=—oo

Pelo teorema de Laurent

e Paran=-1

1 -1
a1 = 5 (nig

e Paran < -2,

Atendendo a que —n — 2 > 0, e que 0 pertence a regido exterior a curva v, resulta que
a funcdo integranda é analitica num aberto simplesmente conexo contido na regido de
convergéncia da série e contendo a curva. Pelo teorema de Cauchy,

an, =0, Vn< -2
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Concluimos que a parte principal da série de Laurent de f convergenteem 0 < [z — 1| <1 ¢é

—1
z—1

17. Determine todas as funcdes analiticas f definidas no disco unitario aberto
tais que

(a) para todon € N

f(H)=e (1)

n

1
)
n
Existira mais do que uma fungdo analitica em 0 < |z| < 1 tal que (2) se
verifica? Comente a sua resposta.

(b) para todon € N
<e™" (2)

Resolucao:

(a) Vamos provar que tal fungdo n3o existe por redu¢do ao absurdo. Se existe uma tal fungdo,
ela ndo pode ser identicamente nula dado que os valores de f(1/n) sdo distintos e ndo nulos.
Tem-se também, por continuidade, que
0)= lim f(1/n)= lim e " =0.
f(0) = tim f(1/n) = lim

Assim sendo, 0 é um zero de ordem p > 0 de f, para um certo p € N. Isto significa que existe
uma funcdo F' analitica no disco unitario aberto tal que

f(z) =2PF(z) e F(0)#0.

Porém, por (1) tem-se que F(1/n) = n"Pe™". Isto implica que F(0) = 1i_>m nPe™ =00
n—,oo

que é uma contradic3o.

(b) Verifica-se que a f(z) = 0 é uma das respostas. Vamos mostrar que € a tnica por redugdo
ao absurdo. Se existe uma fungdo ndo nula, analitica no disco aberto unitario e verificando (2),
temos necessariamente que

O] = lim [£(1/n)] =0

e, assim, f(0) = 0. Procedendo de forma andloga a alinea anterior, existe um p € N e uma
funcdo F analitica no disco unitario aberto tal que F'(0) #0 e

f(z) = 2PF(2).
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Mas, pela condigdo (2):
_FA/M) .
|f(1/n)| = o <e ".
Isto implica que
|F(1/n)] <nPe™™ |, VneN,

donde mais uma vez se deduz que F(0) = 0, ou seja, uma contradi¢3o.

Note que f(z) = e /% & um exemplo simples de uma funcdo analitica em 0 < |z| < 1
que verifica (1) (e consequentemente (2)) mas que n3o é identicamente nula. Portanto, se
deixarmos cair a hipdtese de que f é analitica em 0, os resultados acima deixam de ser vélidos.

Isto resulta de se ter usado a ordem do zero z = 0 de f para concluir; ora, esta ordem sé se
pode definir quando f é analitica em 0.

Exercicios Propostos

. Determine, ou mostre que ndo existem, os limites das sucessoes:

" N

(a) 1Lm% (b) lim 7”:37; (c) lim (1+1)™  (d) lim nii
. /2n*+3n . —6n+n? . oet—e i

© i (Fg i) O fm T @) e

. Calcule a soma das seguintes séries.

a) i(é)n b) nil(?Jri)‘” c) i(?ﬁ)—fm“

n=3

. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias
o0

© YU ) e OIS R ORD SUR

n:2 n=0
. Determine para que valores de z as seguintes séries convergem absolutamente

o0

n—=

= (z+1)" Lz —1\n - =1 "
@ Y5 0 () 0 (1) @ T
n=0 n=0 Z+ n= n=1 n
. Se a série Zanzn tem raio de convergéncia R, determine os raios de convergéncia das
n=0

séries:

o oo
5.n 2n+3
E a,z b) E an2
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6. A funcdo ( de Riemann é definida pela férmula:

=3

nz?
n=1

Mostre que a série que define a funcdo ( é absolutamente convergente para Rez > 1.

7. Determine as séries de Maclaurin (e respectivos dominios de validade) das seguintes fun¢des:

1 1 141 1
(2) 2245 (b) 24+ 1 (c) 1—iz (d) (z+1)(2+2)
(e) e (f) (1+ 2)2 (g) sen(2?/3) (h) (A+z)e

oz —4 : 1 (k) 1
z242 22 —22-3 (1—23)2

(i)

8. Determine a série de Taylor na vizinhanga do ponto zj, indicando o respectivo dominio de
validade:

1
22 —5246

(a) 1iz> 20 =3 (b) m, zp=1 (C) 20 =

(d) zcos(z+1), z=-1 (e)e”+3%, 2=2 (f)senz, z=n

(g) logz (valor principal), 2zp=1i—1

9. Considere a funcgao

ez

f(z) =

sen? z
Sem calcular os respectivos coeficientes, indique justificadamente qual o raio de convergéncia
do desenvolvimento de f em série de poténcias de z — 2.

10. Considere as funcdes f(z) = - definida em C\ {3} e g(z) = e~V definida em C.

(a) Determine o desenvolvimento de f + g em série de Taylor centrada em i e determine
0 seu raio de convergéncia.

(b) Aproveite os célculos da alinea anterior para determinar f(7)(i).

11. Mostre que as fungdes f(z) = (cos z—1)3senz e g(z) = (e — 1 —z)3 sen? z possuem zeros
de ordem 7 e 8, respectivamente, no ponto zg = 0.

12. Determine os zeros e as respectivas ordens (se definidas) das seguintes fungdes:

(a) z?senz (b)  (cosz—1)log(l+ 2) () (22—4)*e" —1).
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13.

14.

15.

16.

17.

Na alinea (b) usou-se a fun¢3o valor principal de log z.

Determine a série de Laurent da fungdo f(z) valida num disco centrado em z,, excepto no
ponto zp; isto ¢, vdlida em 0 < |z — 29| < R, para certo R > 0. Indique o valor de R.

@ =50 =0 (b) fle)=# m=0
@ @="55 a=0 @) fe)="T5 =2
Determine a série de Laurent da funcao

0= a9

valida em

() {z:2<|:l<3} (b)) {z:3<|z|<+o0}

Determine a série de Laurent da funcao

1

f(Z):m

valida em
(@) {z:0<|z—1 <2} (b) {z : |z—1i]>2}
Aproveite os anteriores desenvolvimentos em série para calcular

© $an @A (@) f fG)d

onde as curvas sao percorridas uma vez em sentido directo.

Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias da funcao

1
f(z) = cos(mz) + T2

vélido para

(@) |z—1| <2

(b) |z —1| > 2.

Considere a fungdo f : C\{1,2} — C definida por

f(z) =cosz+ !
YT E )2y
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(a) Determine a série de Laurent da fungdo f que converge no aberto {z: 1 < |z] < 2}.

/ 2f(2)dz
I2|=3/2

em que a circunferéncia é percorrida uma vez no sentido directo.

(b) Calcule o integral

18. Represente a funcdo

19. Seja Z a,z" a série de Laurent da funcao

z+1

fe) =4

(a) em série de Maclaurin e indique a regido de convergéncia.
(b) em série de Laurent convergente em {z : |z| > 1}.

oo

P convergente em z = 7. Determine a
6 —_—

n=—oo

sua regido de convergéncia e os coeficientes a_; € ag.

20. Determine todas as funcdes analiticas f definidas no disco unitdrio aberto, tais que f(%) =0
para todo o ndmero inteiro n > 2.

2.1

1.

N oo

ca) B2 p) L o)

2
3.
4

Solucoes de 5.2
(@0 (b)) =% ()0 (d)1 (e) 2 ()0 (g) N3o existe

5

32i—1

@1t (1 ()1 (doo (e)0

@) |z+1]<2 (b)Rez>0 (c)Rez<—3 (d)[z]=1

a)R> b) VR

@) B e em 2 < 3 (b) 300 (1) em |2] < 1

() 1+ 2%z em |2 <1 (d) 32, ( 2,1“)(—1)”2” em |2| < 1
(e) > <_n1, "em C (f) Z )" nz"em |2 < 1
n=0 ’

(g) Z oo 2n>+ 1)'Z4n+2 em C (h) Z ( n|) P + Z ( n') Zn—i—l em C
n=0 n=0

' - (_1)71-1—1 n
(i 52 2n+1 LY e em i <2
n= n=0
1 : 1 >
0); 4_12 ( )t — w)zn em |z| <1 (k) angn_?’ em |2| <1
n=0 n=1
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n+1 1

s()Z -8y, -l <2 (b)%Z(i,}ﬂ—(2+i)n+1)<_1>n<z_i>n,

10.

12.

13.

14.

15.

16.

=il <1 (c)2(1—2n1+1)<z—1>",rz—u<1
(d) Z Z—|—1 2n+1+z n+1
n+1

(e) Z( 13n+)1n>5”(z )", |z =2 < 13 () Z 2n—|— T em C
(-1)"

(n+1)(i — 1)n+1

+1)*™, zeC

3 . [e.e]
(e) §log2+7+z (z—i+1)"em|z—i+1] <1

™—2
(@) (f +9)(z Z(l_;nﬂ (_nll)n>(z—i)"em|z—i|<‘/7g
n=0 ’
My = 27
(b)f7(>—(1_21)8

(@) zo=0ézerodeordem 3, zy = km , k € Z\ {0} sdo zeros de ordem 1. (b) 2z, =0
é zero de ordem 3, zg = 2kw , k € N sdo zeros de ordem 2 e zy = 2kn , k € Z~ sao
zeros sem ordem definida pois (v.p.) log(1+ z) sé é analiticaem C\{z € R: z < —1}.
(c) 2o = +£2 s3o zeros de ordem 2, zy = 2kmi , k € Z sdo zeros de ordem 1.

0 —1)" ©  _—n+3
(a) Z (Q(n——i—)l)'Z%l para z € A(0,0,00) (b) : para z € A(0,0, c0)
n=0 ’ n=0
= (—1)
(c) @)l 2*"2 para z € A(0,0,00)
n=1 ’
e} _1 n o0 n
(d) cos(2) Z %(2 "+ sen(2 Z )?"1 para z € A(2,0,00)

n=0
N N = 3" —2"

(@) - Z 3i+1 - Z ontl (b) Z ontl
n=0 n=0 n=0

@ e m SRR @ 5 @ o

@ > e ey
©) > Y



17.

18.

19.
20.

1 1 1
(a) f(@z---—;—;—;jua—ﬁ_<§+5)Z2_
(b) —2mi

@) f(z)=- Zz”“ — Zz” convergente em |z| < 1,
n=0 n=0

(b) Em |2 > 1, f(2) =3 000 2" + 200202

A série converge em 0 < |z| < 27, a_y = 5= e ag = — 1.

1

A funcdo nula.

24

23

24

3

1 1

2 4l

JE



