TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacoes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n2 6
Singularidades, Residuos e Teorema dos Residuos.

1 Exercicios Resolvidos

1. Determine e classifique as singularidades das seguintes fun¢es. Calcule os residuos

correspondentes.
11— 1
) M= P EE=mE 9GS s
1 1 1
d) fi(z) = % e) f5(z) = 2 exp — £)fs(2) = oy SR
Resolucao:

(a) f1 é o quociente de fun¢des inteiras, logo é analitica em C\ {7}. Como

lim(z —7)fi(2) = lim(1 —cosz) =1 —cosm=2#0,

Z—T Z—T

concluimos que 7 é um pdlo simples e Res (f1,7) = 2.

(b) Visto f> ser uma funcio racional, serd analitica em C\ {1/2i, —v/2i}. Note-se que a funcio
fo pode ser escrita na forma

z

(2 — V20)2(2 + v/20)?

f2(2) =

e como tal +iv/2 s3o candidatos a pélos de segunda ordem. De facto

g 2 — 1 i = \/il = _i\/i
tim (2 - V2i) fo(z) = o (z+v20)2 (2202 8

pelo que v/2i é um pédlo de segunda ordem, e

Res(f2, V2i) = lim ((z _ ﬁi)2f2(2)>/ . (2 + V20)% — 22(2 + v/20)

=0
2—V/2i 2—/2i (z + \/52)4



Analogamente se conclui que —+/2i é um pélo de segunda ordem e Res(f2, —v/2i) =

(c) Mais uma vez f3 é uma fungio racional, pelo que f3 é analitica em C\ {0,1, —1}. Note-se

que podemos escrever
1

f3(z) = Z7(1 —Z)(l—l—Z)
pelo que 0 é candidato a pdlo de ordem 7, e £1 s3o candidatos a pdlos simples. De facto
1

221(1)27‘703( 2 _ll—rf(l) 1—22 !
pelo que 0 é um pdlo de ordem 7, e
. -1 1
ll_ﬂfi(z -1 fs(2) = il_)ni m =79
e
lim (z+1)f3( )= lim 7_71 _ L
z——1 z——127(z+1) 2
donde 1 e -1 s3o pdlos simples, podendo ser concluido de imediato que Res(fs,£1) = —%.

Para calcular o residuo de f3 em O e para evitar ter que calcular 6 derivadas, vamos recorrer ao
desenvolvimento em série de f3 em torno de zp = 0. Assim, para |z| < 1

1 1 1
fs(z):ﬁ—ﬂz ZZ%? _{_74_ +f—|—z+z+

Confirma-se que 0 é um pdlo de ordem 7, e Res(f, 0) =1.

(d) Como anteriormente, f4 é analitica em C\ {0,1,—1}. Note-se que podemos escrever

sen z
&) = aa—5a+9
pelo que, 0 é candidato a pdlo de ordem 3 e +1 sdo candidatos a pdlos simples. De facto
sen z _sen 1
li -1 1
e
sen z sen 1
li 1 li - _
Jm (2 + Dfa(2) = = lim, Sy = =5

pelo que +1 sdo pélos simples e Res(fy, £1) = $benl Por outro lado

. sen z

lim (23 f4(2)) = lim —— =1

2—0 2—0 2(1 —2?)
concluindo-se que 0 é um pdlo de ordem 3. Para calcular o residuo, e evitar o célculo da segunda
derivada e alguns limites trabalhosos, vamos recorrer ao desenvolvimento em série de poténcias

de z da fungdo fy. Assim, para 0 < |z| < 1

1 1
f4<2) = ; Sen z m
2n+1 oo )
JE— n
T oA nz;) 2n+1)! Z



O facto de se ter um produto de séries dificulta um pouco o processo, mas para calcular o
residuo necessitamos apenas de saber qual o coeficiente da poténcia % Efectuando alguns

produtos relevantes, resulta que

1 22 2
f4(2) = 274(2—5—’—5—?—")(14-224-24—'—264-)

(1 1 z 22

pelo que se confirma que 0 é um pélo de terceira ordem e Res(f4,0) = —% +1= %.

(e) E facil de observar que f5 ¢ analitica em C\ {0}. Atendendo a qu,e para z # 0,

_2w1—n_ool—n+2_2 1 1 1 1
fs(z) =2 Zﬁz —Zaz =z +Z+5+£+Tz2+@+...
n=0 n=0
resulta que 0 é uma singularidade essencial e Res(f5,0) = % = %.
(F) Podemos escrever fg = g+ h sendo g(2) = —— e h(z) =sen 1.

e A fungdo g é analitica em C\ {z : senz = 0}, isto é, em C\ {z = kn, k € Z}. Dado
que, para todo k € Z se tem

w w
li - =lim ——=1lm —— = (-1 k
zgiln(z km)g(2) w0 sen(w + k) w0 (—1)* sen(w) (=1)"#0

pelo que todas as singularidades de g sdo pdlos simples. Consequentemente

Res (g, kn) = lim (z — km)g(z) = (-1)* |, VkeZ
z—km
e A fungdo h é analitica em C\ {0}. Suspeitamos que 0 é uma singularidade essencial de h.
Para o demonstrar, recorremos ao desenvolvimento em série de Laurent de i convergente
numa vizinhamga de 0. Assim, para |z| > 0

1\2n+1 ] 1 1
) 2z 3123 Bl

o _1 n
h(z) = 2:;) (2(n ~|—)1)! <§

Verifica-se que a parte principal da série tem um ndmero infinito de termos e, como tal,
0 é uma singularidade essencial de h. O residuo de h em 0 é o coeficiente do termo % na
série obtida, ou seja

Res (h,0) =1

Temos ent3o que



e (0 é uma singularidade essencial de f e
Res (f,0) = Res (g,0) + Res (h,0) =2
e km, com k £ 0, é um pdlo simples de f e

Res (f,0) = Res (g,0) = (—1)*

2. Considere a funcao

€Z

/(2) = z(1 — cos z)
(a) Determine e classifique as singularidades de f.

(b) Escreva a parte principal da série de Laurent de f em torno de 0 que
converge em z = T.

Resolucao:

a) As singularidades de f sdo dadas popr
z(1—cosz)=0 & z=2kn , keC

Verifica-se que 0 é raiz tanto de z como de 1 — cos z, enquanto que 2k7 para k # 0 é apenas
raiz de 1 — 1 cos z; por isso, iremos fazer o estudo dessas singularidades separadamente.

e Para z =0, e usando a série de Maclaurin da func3o cos z, tem-se que

z z

£(2) ‘ ¢ <
Z) = — = = 1 =
-T, G (G-mtat ) 2G-Ftato)

Atendendo a que a fungao

eZ

1 22 &7
IR R

é analitica em 0 e F'(0) = 2 # 0 conclui-se que 0 é um pdlo de ordem 3 de f.

F(z) =

e Para z = 2km, k # 0, suspeitamos que é um pdlo de ordem 2 (neste caso, 2k7 ja ndo
anula z). Para o confirmar, vamos calcular o limite

) 9 (z — 2km)2e?
ZEIZI;W(Z 21{”) f(Z) a z—2km Z(l — COS Z)
62k7r w?
= lim
21km w—0 1 — cos(w + 2km)
€2k7r ' 'U)Q

im
2km w—01 — cosw



Visto que as funcdes w? e 1 — cos w sdo inteiras e se anulam em 0, podemos usar a regra
de Cauchy para calcular o limite. Assim

62k7r ) 20

lim (z — 2kn)2f(z) = —— lim

2—2km 2k w—0 senw

Como continuamos na mesma situaco, as funcoes w e sen w sdo inteiras e anulam-se em
0, usamos de novo a regra de Cauchy parra calcular o limite

62k7r ) ) 2€2k7r

li —2km)?f(2) =
z—1>r21}c7r(z )1 (z) 2km wlinﬂ) COS W 2k

Como este limite existe (k # 0) e ndo é zero confirma-se que para k # 0 as singularidades
2km sao poélos de ordem 2 de f.

b) E pedida a parte principal da série de Laurent de f convergente em 0 < |z| < 27 (a maior
coroa circular centrada em 0 onde f é analitica e a qual pertence 7). Visto 0 ser um pdlo de
ordem 3 de f, essa parte principal sera da forma

Para calcular a_;

em que y é qualquer curva de Jordan percorrida em sentido positivo, contido na regido de
convergéncia da série e tal que 0 pertence a sua regido interior. Pelos célculos acima efectuad
e a férmula integral de Cauchy generalizada (n = 2)

1 F(2) 1 1

= dz=ZF"(0) = =
1= om f e 2= 0 =5

Note-se que o coeficiente a_; é o residuo de f em 0, e poderiamos calculd-lo de forma alternativa
pela férmula do residuo de um pdlo de ordem 3. QOu seja:

1. oo 22e* N/
a-1= 3 lim (z3f(z)) = —lim (7)

2—0 © 2:50\1—cosz

Este célculo ndo é mais simples que o anterior..

_ L e, 1
4-2= 27ri£ LT o f{zf(z)dz

em que 7y é qualquer curva de Jordan como acima descrita. Usando os calculos efectuados
acima e a férmula integral de Cauchy generalizada (n = 1)

Para calcular a_o

1 F
G_QZT (;)dZ:F/(O):Q
71 v z




Finalmente, para calcular a_g

em que vy é qualquer curva de Jordan como acima descrita. Usando os calculos efectuados
acima e a férmula integral de Cauchy

a_3 = ! fF(Z)dz:F(O):Q

2mi z

3. Considere a funcao

COS 2 1 1 1

fle) =22 —— -

sen z z Z— T Z+m

(a) Mostre que f tem singularidades removiveis em z = 0, z = 7 e
z = —T.

(b) Determine a extensdo analitica de f a 0 e indique o seu dominio de
analiticidade.

Resolucao:
a) Para demonstrar o pretendido, hd que verificar que existem os limites de f(z) quando z
converge para cada um dos pontos indicados.

e Para z =0

= lim
z—0

li = li -
) =1

cosz 1 1 1 cosz 1 . ZCOSZzZ —senz
( )=l (=) =

sen z z Z—T 2+ sen z z z—0 zZsenz

Usando as séries de Maclaurin das funcoes sen z e cos z, temos que

23 20 ) 22 !
zsenz:z(z——+——|—---)zz (1_74_*_;_...)

3! 5! 3! 5!
e
22 2 AR
ZC08z —senz = Z<1_ﬂ+ﬂ_'”)_(z_§+§_'”)
. 1 1y 5 1 1\ 5
= (-g+a)*+(@-a)F
1 4
— 3| -4 .2
= 2ot



Entao

lim f(z) = lim P
z—0 z—>022<1_%!+257!+...>

Como este limite existe, confirma-se que 0 é uma singularidade removivel de f.

=0

e Paraz=nm

lim f(z) = lim (COSZ— 1 >_l_i

Z—=T Z—T \SeN 2 Z—T

Fazendo w =z — 7

lim f(z) = lim sen(wtm)  w

2T w—0

— 2 = lim
2T w—0

(cos(w+7r) 1) 3 (—cosw 1) 3 3

—Ssenw w

onde usamos o limite ja calculado no caso anterior:

lim (<22 1) =9

z—0 \sen z zZ

Como este limite existe, confirma-se que 7 é uma singularidade removivel de f.

e Paraz = —7

lim f(z) = lim ( —

Z——T Z—>—T

CoS 2 1 ) 1 1

senz z4mw T 27

Fazendo w = z + 7 (calculo idéntico ao anterior)

lim f(z) = lim (M_l)+i:hm (ﬂ_l)+i:+i

Z2——T w—0 \sen(w — ) w 2r w0 \—senw w 2T 2m
Como este limite existe, confirma-se que —7 é uma singularidade removivel de f.

b) Dado que 0 é uma singularidade removivel, a série de Laurent de f que converge numa

vizinhanca de 0 tem parte principal nula. Isto é, para qualquer z na coroa circular 0 < |z| < 7
(onde f é analitica)

flz) = Z anz"”
n=0

Sendo entdo f(z) representada por uma série de poténcias que, como sabemos, é uma fungdo
analitica em |z| < 7 (logo, também em 0) entdo:

lim f(z) = lim (ao+a1z—|—a222+---> =ap=0
z2—0 z—0

conforme calculado em (a). Assim a extensdo analitica de f a 0 é, precisamente, dada por

F(z):{g(z) se z#0

se z=0

A fungdo F(z) coincide com > >° janz" em |z| < 7, logo é analitica nesse disco.



4. Considere a funcao
1

sen T’
z

g(z) =

Mostre que g(z) ndo possui uma singularidade isolada em z = 0.

Resolucao:

Por g ser definida a custa de quocientes e composicdes de funcdes analiticas, serad analitica em
C\{z:sent=0ez=0}=C\ ({0}U{i:kez\{0}})
z

Por definigdo, 0 serd uma singularidade isolada de g(z) se existir € > 0 tal que g(z) é analitica

em {z : 0 < |z|] < €¢}. Como % — 0, para qualquer € > 0, podemos sempre encontrar

(um ndmero infinito de) pontos da forma 1 em {z : 0 < |2| < €}, e como tal 0 ndo é uma

singularidade isolada.

5. Calcule Res(f, a) nos seguintes casos

@)f@%=§ , a=0 &»f@):%?%%-, a=1
(@.ﬂ@——%gf@ . a=0 m)fu):1%§§%gﬁ S a=1

Resolucao:

a) Dado que e® n3o se anula em 0, conjecturamos que 0 é um pédlo de ordem 5 de f. De facto
lim (2°f(2)) = lim e* = 1;
I \FI @) =g =1

confirma-se que 0 é um pdlo de ordem 5. Como tal,

Res(£,0) = im0 (21(2)) = i 0 (o) =

4] z=0 dz4 4] z=0 dz4

b) Dado que cos(mz) ndo se anula em 1, conjecturamos que 1 é um pédlo de ordem 6 de f. De
facto

lim ((z - 1)6f(z)) = lim cos(mz) = —1;

z—1 z2—0

confirma-se que 1 é um pdlo de ordem 6. Como tal,

1 .. d°
51 zl—>n% dz5

Res(f,1) = lhm & ((z—l)ﬁf(z)) =

5! 21 dzb

cos(mz) ) = L hm — 7’ sen(nz) ) =0
(el =

51 251



c) Visto que sen(mz) se anula em 0 e que a sua série de MacLaurin é

oo
(_1)71 St 7T323 7T525 7'('322 7T5Z4

sen(m2) = X, g i (™) ==+ g ema(n -+ S )

n=0
temos que

7'('322 7T5Z4
z(”_ 3 T El +> 1 USFE P
f=) = 23 —al )

Como F(z) =7 — ”Z!ZQ + %‘,34 + .-+ é analitica em 0 e F'(0) = 7 # 0 tem-se que 0 é um pdlo

de ordem 2 de f. Como tal

23 453
<_7rz Tz '”):0

Res(f,0) = lim 4 (227()) = lim /(=) = lim ( — 272 4 22

2—0 dz z—0

d) Visto que 1 + cos(7z) se anula em 1 e que a sua série de Taylor centada em 1 é

1+cos(mz) = 1+cos(m(z—1)+m)

cg (_1)717.‘.271

= 1cos(7r(z1)):1nz:;) o) (z — 1)
2(z—-12 7z-1)* a8(z-1)8
= (2!)_(4!)+(6!)_
7 7wt (z—-1)2 w%(z-1)*
= V(5 - (4! = (6! ) -
temos que
(2—1)2(7;7?_7%(24!—1)2_'_..-) 1 2 7r4(z—1)2 7T6(z—1)4
f(z) = e - (- e

Como F(z) = &y — T2 4 m(DT

; . - é analiticaem 1 e F(1) = %2 # 0 tem-se que 0
é um polo de ordem 3 de f. Como tal

1 d?

Res(f,1) = 5 lim = ((z = 1)*f(2)
_ L. 1"
= 3 lmF()
1. 2t 1278 > m
= gl (- g G- ) =5

. Considere as curvas definidas por 3, = {2 € C: |z]| =1} e ={z € C:
|z + 2mi| = 1}, percorridas uma vez no sentido directo. Calcule o valor



dos integrais
j{ g(2)dz, k=1,2
Tk

para cada uma das seguintes funcdes complexas:
1

a) g(z) = ——7 b) g(z) =sen(z") ) g(2) =

Resolucao:

(a) A funcio
1

e —1
é analitica em C\ {z : e — 1 = 0}, ou seja, tem singularidades nos pontos z = 2kmi, para
k € 7Z. Note-se que

9(z) =

|2kmi| <1 & k=0
pelo que

j{ g(z) dz = 2miRes(g,0)
71

Para calcular o referido residuo, note-se que

1
9(z) = 22 | 3
Z4 5 5 A
o que implica que
1
lim zg(z) = lim 5 =1
z—0 z—>01_|_%_|_%!_|_m

concluindo-se que 0 é um pdlo simples e que Res(g,0) = 1. Ent3o

% g(z)dz = 2mi
7

|2kmi+27i| <1 & k=-1

Por outro lado

pelo que
f 9(z) dz = 2miRes(g, —2mi)
72

Para calcular o residuo, usando a regra de Cauchy:

271 1
lim (z 4 27i)g(z) = lim Frem lim — =1.

z——2mi z——2mi e? — 1 z——27i e?

Conclui-se que —27i é um pdlo simples e que Res(g, —27i) = 1. Assim sendo:

% g(z)dz = 2mi
Y2

10



(b) A funcgdo

1
= 2 —
g(z) = z*sen »

é analitica em C \ {0}, ou seja tem uma singularidade em z = 0. Assim:
7{ g(z) dz = 2mwiRes(f,0)
™

Para calcular o respectivo residuo

B e L T
96) =2 ) G T T

pelo que 0 é uma singularidade essencial e Res(g,0) = —%. Ent3o

e
9(2)dz = ——
‘il 3

Por outro lado, dado que |0 + 27i| > 1, g é analitica na regido interior a 72, e pelo Teorema
de Cauchy
7{ g(z)dz=10
Y2

(2) z— 2% z— 24 1
2) = = =
g 24— 4023 — 422 22(22 —4iz—4)  22(z —27)

é analitica em C \ {0,2i}. No interior de y; temos apenas a singularidade z = 0, pelo que

(c) A fungio

j(I{ 9(z) dz = 2miRes(f,0)
7

Para calcular o respectivo residuo, note-se que

1 1
. 2 T _ =
lim2°g(e) = him =, = —5; # 0,
pelo que 0 é um pdlo de ordem 2, e
d d 1 1
— lim — (22 — lim — ——
Res(g,0) = iy 7 (") = m & ~—%; =3

Entao

v
9(z)dz = —
f o0 =5

Por outro lado, como g é analitica na regido interior a 72, o Teorema de Cauchy mostra que

?ig(z)dzzo

11



7. Calcule o seguinte integral

2 9 1
j{ ———— + 2"sen —— | dz,
o \sen (mz) (z—1)

onde C' é a elipse |z — 1| + |z + 1| = 3, percorrida uma vez no sentido
positivo.

Resolucao:

Por linearidade do integral complexo:

22 1 22 1
?{ (—FZQSenz)dz:j(I{dz—i—?{zQseHde
c \sen (7z) (z—1) ¢ sen (1z) c (2 —1)

Relativamente ao primeiro integral, verifica-se que a fungdo

22

fz) =

sen (mz)

é analitica em C\ {z : sen(wz) = 0}, isto é, f tem singularidades nos pontos z;, = k, com
k € Z. Assim, as singularidades de f no interior de C' s3o as que verificam

|z — 1]+ |z + 1] < 3,
ou seja, 0 e £1. Pelo Teorema dos Residuos
%C f(z)dz = 27ri<Res(f, 0) + Res(f,1) + Res(f, —1))
Atendendo a que

)= I con(r) ST w0

conclui-se que zp = 0 é uma singularidade removivel e, consequentemente, Res(f,0) = 0. Por
outro lado, e usando a regra de Cauchy:

—1 1 1
lim(z — 1)f(z) = lim(2?) - lim : =1-lim——=——
z—1 z—1 z—1 sen(mz) z—1 7 cos(mz) T
. 1 , .
pelo que z; = 1 é um pdlo simples e Res(f,1) = ——. De forma andloga se verifica que
T

z_1 = —1 é um pdlo simples e Res(f, —1) = —%.

1 ,
jif(z)d222m<0—w—w> = —44

Relativamente ao segundo integral, comegamos por constatar que a fun¢do

= 2’2 sen ;
9(2) = 12

Desta forma,

12



é analitica em C\ {1}. Dado que 1 € int C, pelo teorema dos residuos

?{ g(z)dz = 2miRes(g, 1)
C

Utilizando mais uma vez o desenvolvimento em série de poténcias de z — 1 da func3o seno,
tem-se que (para z # 1):

1 ° —1)" 1 2n+1
g(z) = 2%sen—— el (z-1+1)° z% (z(n +)1)! ((z - 1)2)

= ((z— 1)24+2(z—1) +1)<(z—11)2 - (21131!)6 + (zl_/i!)m —)

B 2 1 1/6 1/3 1/6
= N AT eI T o o1 G-

6+

donde se conclui que 1 é uma singularidade essencial de g. Utilizando esta série, Res(g,1) = 2,

pelo que
% 9(z)dz = 4mi
C

Em conclusio:

22 1
j{ < + 2% sen ) dz = —4i + 4mi = 4(m — 1)i.
c (z—1

2 Exercicios Propostos

1. Classifique a singularidade z, da fungdo f(2)

1 sen z

(a)(z):m, 20 =0 (b)f(z)zm, Zg =0
@ F) =22 amr @@ =" 6=0

2_1 2_1
(e)f(z)—26f225+z4, =0 (f) f()_zﬁ—f2z5+z4’ 2 =-1

2. Mostre que todas as singularidades da funcdo

ei7rz _ 1 + 22’2

13



s30 removiveis.

. Mostre que z = 0 é uma singularidade removivel de funcao

1 1
B tgz senz

f(2)

. Considere a funcao
z a b

sen z Z—T zZ+m

em que a, b sao constantes em C.

(a) Determine os valores das constantes a e b de forma a que a fung¢do tenha singularidades
removiveisem z =T ez = —7 .

™

o
(b) Seja Z an,z" a série de Laurent da fungao - convergente em z = 7. Indique a

sen z

n=—oo

sua parte principal.

. Determine e classifique todas as singularidades das seguintes func¢des:

@) ()= T (b) J(2) = cos (=)
ze'/%sen z
(©) f5) = ——+27 @ 1) = ety
(@ £(2) = St (=2 (8 f(2) = 2l — (22— 22)sem

. Calcule os residuos da fun¢do f(z) nas suas singularidades

cot z /s B cosh z
(a) f(Z) :ZQ——7T'Z/4 (b) f(Z)IZ3€ / (C) f(Z)— (22—|—1)(Z—3)
@ f=T @ =
. Calcule Res (f, zo)
2z e —1—z
(a) f(z):sen”z’ 20=0,n=12... (b) f(Z):(l—COSQZ)SeHZ’ 20 =10
(c) f(z):S::T, 2=0,n=12,...

. Determine e clssifique as singularidades das seguintes fun¢des, calculando os respectivos
residuos:
2241 e cos(7z)
sy P 9@ =g © )= e e o

(a) f(2)



9. Calcule os integrais, onde as curvas siao percorridas uma vez em sentido directo

e’ sentz tg z
d b —d —d
(a) %z:l 22 — 6z : ( ) lezg 22 — 4z +3 & (C) fz|:1 261/(z+2) o

(d) 7{ cos(iz) dz (e) % €82 dz, v é o poligono de vértices em +1, —7i e 3mi
|z|=2 v

23 er —1

M z e’l/zseng z e72dz
(") /q|{z3 (z=1)(z+2) ! ®) 7|{z1 < ! (") 7|{z—i|5 !

10. Determine
j{(l +Z+22)(eé 1 eI —|—eﬁ)dz
.

em que v = {z € C: |z| = 3} percorrida uma vez em sentido directo.

11. Determine o valor do integral:

dz
7|{Z|:R (z2+ 1) (2 + 3)dZ

NOoS Casos
(a) 0<R<1 (b) 1<R<3 (c) R>3

3 Solucoes de 6.2

1. (a) pdlodeordem3 (b) pdlodeordem1l (c) removivel
(d) removivel (e) pdlodeordem4 (f) pdlo de ordem 1

4. () a=—-m, b=7n (b) a, =0 paratodon € N

5. (@) § +2km, k€ Z; poblos de ordem 2.

(b) 0; singularidade essencial.

() { 0 ;. pdblo de ordem 2.

2kmi, k€ Z\ {0} ; pblos simples.

0 ; singularidade essencial.
(d) ¢ —7m ; pdlo simples.

2 ; polo de ordem 2.

2kmi, k€ Z ; singularidades removiveis.
(e)  im ; singularidade essencial.

(2k + 1)mi, k € Z\ {0} ; pdlos simples.
(f) Singularidades:0 e 1 ambas essenciais
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6.

10.
11.

. (a) Singularidades -1, 0, 1 todos pdlos simples, Res(f. — 1) =

0 — podlo de ordem 2 Res(f,0) = _g
(a) { km, ke Z\ {0} — pdlos de ordem 1, Res(f,km) = m
7 — polo de ordem 1 Res(f, %) = %
y A _ chi
i — poélo de ordem 1,  Res(f,i) = —Qigl_ig)

f
(b) 0 — sing. essencial, Res(f,0) =4, (€) ¢ —i — pdlo de ordem 1, Res(f, —i) =
f

—1 — pdlo de ordem 1, Res(f,—1) =¢"!

(d) ¢ — polodeordem 1, Res(f,i) = =1 (e) { 0 — sing. essencial, Res(f,0)=1—¢!

. (@) zo = 0 é pdlo de ordem 1 e Res(f,0) =1 (b) zo = 0 é pdlo de ordem 1 e

Res(f,0) =1 (c)neN, z =0¢épdlo de ordem 2 e Res(f,0) =0

Res(f,0) = —1e
Res(f3 = § (b) Singularidades +2i ambas pélos simples Res(f, 2i) = — ;7 e Res(f, —2i) =
IA? ((J(C:? Singularidades 0, ¢ pélos simples, e 3 removivel, Res(f,0) = 1, Res(f3 =0 e
es(fz=—7%
6

2

2
3!

. (@) =% (b) msenhl (c) 0 (d) ir (e) mi(2+e ™ +e¥) (f) 2

(g) 4ri (h) drei

38mi
3

(@0 (b)-F ()0
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