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Ficha de Problemas n° 6-A

Singularidades, Residuos e Teorema dos Residuos (continuacao).

Exercicios Resolvidos

1. Determine o valor dos seguintes integrais:

61/Z

a 2(22 el/Zdy —dz
(a) 7{|:1( F1)edz (b) ﬁ:R(l_z)Qd,ReRﬂ{l}

-1 1—
c c dz d T2
(c) 3
2—o|=3 2° S€N 2 l2—y3z|=3 zsenzshz

2

onde todas as curvas sao percorridas uma vez em sentido directo. Resolucao:

a) Sendo f(z) = z(2? 4+ 1)e!/?, tem-se que f é analitica em C\ {0} e 0 pertence a regido
interior a curva |z| = 1, Assim, aplicando o teorema dos residuos:

j{ 2(2% + 1)et/?dz = 2riRes(f,0).
|z|=1

A fungdo f é o produto de uma fungdo inteira (um polinémio) pela fungdo el/%, que oscila

entre —1 e 1 quando z — 0 segundo o eixo imaginario; por este motivo, ndo existe lin%) 7,
2=

Podemos assim suspeitar que 0 é uma singularidade essencial de f. Para demonstrar esta nossa
conjectura, ha que desenvolver a funcdo f em série de Laurent em torno da origem. Usando a
série de Maclaurin da exponencial:

X _—n
2 1/z  _ 2 <
z(z*+1e = 2(z +1)Z .
n=0
3(1+1+1+1+1+ )+(1+1+1+1+ )
= z — R — R z — R N
z 222 3123 0 4l z 222 3128

<3+2+Z+1+1+1+ )+(+1+1+ )
— z z — — P — z — —
2 3! 4lz 522 2z 322

- z3+z2+(14—1)2—1-(l+1)+(l+1>1+<l+l>i+
- 2 3! 41~ 2/z \5! 3/ 22

parte principal




Confirma-se que 0 é singularidade essencial, pois a parte principal desta série tem um nimero

infinito de termos. O residuo de f em 0 é o coeficiente do termo % ou seja,

1 1 13

Res(f,0) = a3~

Assim sendo:

137i
2 1/z _
z(z-+1e’?dz =
f{| 1 ( ) 12
1/z

(z -1

b) Sendo f(z) = tem-se que f é analitica em C\ {0,1}. As singularidades de f s3o,

pois, 0 e 1.

Caso 1. Se 0 < R < 1, a Unica singularidade na regido interior a curva é 0; desta forma,
f{ 1~ omiR (f,0)
——dz = 2miRes(f,0).
z1=r (1 — 2)?

, . , . 5 g 1/z
Tal como na alinea (a), suspeitamos que 0 é uma singularidade essencial de f(z) = (f_

Pensemos entdo na série de Laurent de f centrada em 0 (e vélida em 0 < |z| < 1):

(2_11)2.61/z _ (112)' T (izn)’ s

2)2"

(ee) (e o)
1
= D n"h Y
nlzn
n=1 n=0

11 1 1
= (1+2z+3z2+4z3+~-) (1+ += +—+—+---)
222 3123 4124

Para completar o célculo da série de Laurent é necessario efectuar o produto destas séries,
o que dd algum trabalho (devido a distributividade do produto relativamente a soma).
Mas, na verdade, o (inico termo desta série que precisamos de calcular é afl Recordamos
que que o valor de a_1 é, precisamente, o residuo de f em 0. Assim sendo, e calculando

apenas os produtos dos termos cujo resultado é CO”St , verifica-se que

Res(f,0) =a_1 =1+ = 2 —l—;—i— 1 +-
ou seja .
Res(f,0) :Z%i! — @
e assim !

el/z ; oot
fz:R(l_Z)Q 2z = 2mei



Caso 2. Se R > 1 entdo ambas as singularidades pertencem a regido interior a curva,
pelo que:

61/z
]|{||_R aop = 27ri<Res(f, 0) + Res(f, 1)).

Falta-nos calcular Res(f, 1). Atendendo que e'/* (que é analitica em 1) n3o se anula em
1 e que 1 é um zero de ordem 2 do denominador, entdo 1 deverd ser um pélo de ordem
2 de f. De facto

lim(z — 1)2f(z) = lime'/?* = ¢
z—1 z—1

pelo que se trata efectivamente de um pdlo de ordem 2 e

Res(f, 1) = lim ((z - 1)2f(z))' — Jim (61/2>' — ¢

z—1
Assim
el/z
———dz=27i(e—€) =0
%ZlR (1 - Z)2
e —1 , e
c) Sendo f(z) = ————, tem-se que f ¢ analitica em C\ {2 = k7, k € Z}. Temos que

z2senz

kre{zeC:]z-2/<3} & k=0Vk=n

pelo que, aplicando o teorema dos residuos, tem-se que

+—g|=3 22 sen z
Dado que f é o quociente de duas funcdes inteiras, as suas singularidades sdo n3o essenciais.

e Para z = (0, vamos usar as séries de Maclaurin da funcdo seno e da funcio exponencial
(dado que e* — 1 se anula em z = 0) para poder classificar a singularidade. Assum

2
cr 22y A(leirEe)
f(z) = R = e = 5F(2)
ZQ(Z—g—Fﬁ"{'"') 23<1_§+§+”'>
sendo
2
FRNIEES £2 Sa
122428 4.,
sttt

Atendendo a que F(z) é analitica numa vizinanga de 0 e que F'(0) = 1 # 0, concluimos



que 0 é um pdlo de ordem 2 de f. Entdo

Res(f,0) = lim (ZQf(Z)>/

z—0

= lim F'(2)

z—0
(l—i—%—i—---)(l—ﬁ
2 3! 3!

>_<1+%+...>(_%+45Lf+...>

SE
2—0 22 24 -
(1-F+5+)

e Para z = 7, note que e — 1 e 22 n3o se anulam em 7; ou seja, apenas sen z se anula em
7. Sendo 7 um zero de ordem 1 de sen z, entdo 7 deverd ser um pdlo simples de f. Para
o mostrar, basta calcular o limite

4
1 _
lim ((z —7r)f(z)> = lim & 5— lim =7
Z—T Z—rT Z zZ—T Sen 2
Pela regra de Cauchy
. Z—T . Z
lim = — lim = -1,
Z—T Sen z 2—0 sen z
pelo que
lim ((z—m)f(2) = ~ S5+ #0
lim ((z =m)f(2)) = = .

Confirma-se assim que 7 é pdlo simples de f. Desta forma:

e —1
R = —
es(f,m) = -
Finalmente 5l ) 7
]{ T dz = 2ni(5 - )
|o—2|=3 2° Senz 2 m
d) Sendo f(z) 1~ cosz tem-se que f ¢ analitica em C\ ({k i:keZU{kr: ke Z})
)= —— -se qu iti i: : :
zsen zsh z g " m
Tem-se que
k?TE{ZECZ|Z—\/§|<%} < k=0
e

kﬂiG{ZGC:|Z—\/§|<%} < k=0

pelo que 0 é a (nica singularidade de f pertencente ao interior da curva. Aplicando o teorema

dos residuos: .
j{ L - 2miRes(f,0).
lz—v2|=

3 zsen zsh z



Mais uma vez, f é o quociente de fun¢des inteiras e, como tal, é uma singularidade n3o essencial.
Para a classificar, vamos usar as séries de Maclaurin das fun¢des 1 — cos z, sen z e de senh z
(note que todas elas se anulam em 0). Ora

1—cosz:z2(1—22+24+-'->
2 4! ol ’
2 4 2 4
z¢  z _ ) z¢  z
senz:z(1—§+§+---) e ShZ:—ISGIl(IZ):Z<1+§+5—|—'--)
Entdo
£(2) = S F() = 1P
2)==F(z)=-F(z
z° z
em que
1 2 4
F(z) = 5_%—’_%_}_

(1-g+g+-)(1+5+5+)

Atendendo a que F(z) é analitica numa vizinhanga de 0 e F/(0) = 4 # 0, concluimos que 0 é
um podlo simples de f. Entao

Res(f,0) = lim =f(z) = F(0) = 5

Finalmente

1 —cosz .
j{ 7hdz:7r1
3
lz—v2|=2 #senzshz

. Considere a funcao f é definida por

2
f() = 174 L

271 KS_Z

onde K é a circunferéncia {5 eC:|E-1= 1} percorrida uma vez em
sentido directo.

(a) Mostre que para £ € K
oS
£—1
(b) Determine f(z).

Resolucao:



a) Se £ € K entdo £ =1+ ¢ com 6 € R. Entdo

€ _1+ei€

§—-1 elf :e_i9+1zg,

como se queria mostrar.

b) Usando a alinea anterior, para qualquer £ € K (isto é, sobre a curva de integragdo) a fungdo
integranda coincide com a fung¢ao:

g2 _eE_ &
-2z &£—z (E-1)(¢—2)
Por isso, e apesar dessa funcdo ndo ser, a partida, analitica, ela coincide sobre a curva com uma

funcdo racional pelo que o seu integral pode ser calculado por recurso as férmulas integrais de
Cauchy.

Para tal, consideramos dois casos: z pertence a regido interior a K e z pertence a regido exterior
a K.

Caso 1. Se z € ext K, significa que £ — z n3o se anula nesta regido e como tal a funcdo
2
F¢) = % é analitica em int K. Ent3o, pela férmula integral de Cauchy

L [ F(@© 1

f(Z)ZQTTi K§—71d€:F(1):1—z

Caso 2. Se 7z € int K, ent3o consideramos duas curvas de Jordan, K1 e K5 com a mesma
orientacdo de K e tais que
1€ K, z € Ky
__ e _
z ¢ Kl 1 ¢ K2

Pelo teorema de Cauchy para regides multiplamente conexas tem-se que

1 ¢ 1 £2/(€ - 2) 1 £/E-1)
i S E-DE-D " 2ty -1 “Tomf, e-x ©

Atendendo a que Fi(§) = é—i é analitica em int K1, pela férmula integral de Cauchy

1 F 1
d D8 p - L
mi Jg, £ —2 11—z
Analogamente, a fungdo Fh(&) = % € analitica em int Ko; pela férmula integral de
Cauchy:
1 F 2
L 5O pe-
m Jg, E—2 z—1
Finalmente © )
1 F(& 1 z
Ul Sy sy Sl p e S



3. Calcule o valor do integral
2R
f 2Rez ).
C 22 + 1

onde C' é a circunferéncia {z eC:|z| = 1} percorrida uma vez no sentido
directo.

Resolucao:

Tendo em conta para |z| = 1 entdo z = €' para algum @ € [0, 27], entdo
2Rez=z+z=¢€ +e ¥ =242

Assim, para qualquer z pertencente a curva de integracdo, a fungdo integranda é dada por

2Rez _z+z7! 2241 2241

22+1 22+1 2(22+1) 2z(z+1)

2
. . - . z=+1 . ~
ou seja, coincide com a funcdo racional f(z) = ————~. O integral de ambas as fungdes no
22’(2 T 5)
caminho C ¢, pois, idéntico.
As singularidades de f s3o os pélos simples 0 e —1, e pertencem ambas ao interior da curva.
Aplicando o teorema dos residuos ao segundo integral:

f 2Rez 7{ 2 +1
dz = ¢ =14z
c2z+1 c 2z(z+3)

4. Recorrendo ao teorema dos residuos, estabeleca os seguintes resultados:

27 27
db 2 1+ 2cosyp
A o b Pl =0
(a)/o 2 +send V3 (b) /0 54 4cose 7
27 27 2
2cos 167 cos” 360 3m
(c) /0 (54 4cosyp)? 4 27 (d) /0 5 — 4 cos 20 8



Sugestao para (d): mostre que

2 2 2 66
/ cos”(30) d@lee/ 1+e "
o D —4cos(20) 2 o D —4cos(260)

Resolucao:

(a) Considerando que se trata de um integral complexo ao longo do caminho parametrizado
por z(0) = €', 6 € [0, 27], obtemos

| /%1 df
0o 2+sen?d

ol et
l2]=1 2 + Zzl)

I S|
Zﬂl 24— 1022+ 1 &
—————

def

=f(2)

A funcdo f(z) ¢ analitica em C\ {/5 + 2v6, —/5 + 2v/6, /5 — 2v/6, —\/5 — 2v/6}, sendo

facil de verificar que

‘i\/5+2\@‘ >1 e ‘i\/5—2\/€’ <1
Pelo teorema dos residuos
1241.2771( (f\/ o >+Res<f /52 ))

Recordamos que se f(z) = zgzg (onde ¢ e 1 sdo analiticas em zp) e p(z0) # 0, ¥(z0) =0 e

Y (20) # 0 entdo 29 é um pdlo simples de f e Res(f,2) = j,((zz%)). No nosso caso

w(z) =2 e Y(2) =2 —102+1 = o/(2) =42° - 10z

Resulta assim que as singularidades zy = +1/5 — 2v/6 s3o pélos simples de f e

20 1 1 1

Res (f, 2 = ==
(f,20) = 428 — 20z 42220 4(5-2V6)—-20 8/6

(para ambas as singularidades).

I:—87r(2-8_\/16>:\2/%:7r\/§.

Em consequéncia



(b) Considerando que se trata de um integral complexo ao longo do caminho parametrizado
por 2(0) = €%, p € [0, 2], obtemos

I /2” 1+e¥ e ¥ p % 1+z+1 dz 17{ 2422 +1 d
= i i = 5 T — 7T Z
0 D+ 2e¥ 42 14 |2]=1 5+2z+% iz 1 Jjz21=1 2(222 4+ 524 2)

A funcao
df 2z+22+1 2+z+1

T 222+52+2)  22(z+2)(z+ 1)

f(2)

é analitica em C\ {—2, —1, 0}, sendo que apenas 0 e —3 est3o no interior de |z| = 1. Pelo
teorema dos residuos
= 27r<Res(f, 0) + Res(f, —%))
Dado que todas as singularidades s3o pélos simples de f,
1, . 34 1

Res(,0) = lim 2f(:) = 5+ Res(f,—}) = lim, (s + 2)f()

- -3/2 2
Resulta assim que I =0

(c) Considerando que se trata de um integral complexo ao longo do caminho parametrizado
por z(0) = €', ¢ € [0, 27], obtemos

/ /2,, e +27 }’{ z+1 0 dz 1 7{ 2+1
= n 5 = _— = — >
o (+2ev+e w2 T L 52z +2)2 iz 1 Jpe (222 +52 +2)2

A funcao

o) & 22+1 241
z = =
(22245242)2  4(2+2)2(z + 3)?

é analitica em C\ {—2, —3}, sendo que apenas —3 pertence ao interior de |2| = 1. Utilizando
o Teorema dos Residuos
I =2nRes(f,—3)

E evidente que a singularidade —% € um podlo de segunda ordem de f, pelo que

2241 \/ 8
2) =

Res(f,~4) = lim ((z+)?(2)) = tm (5 o

z—>—% z—>—% (Z + 2)

167
Desta f = ——.
esta forma o

(d) Atendendo a que
1 2

tem-se que, para 6 € R

1 1 1 .
cos®(30) = 5(1 + cos(60)) = iRe(l + cos(60) + isen(66)) = iRe(l + €8%),



0 que prova a sugestdo. Comecemos entdo por calcular

def /27r 1+ 66i0
I = —_—
o H—4cos(20)

2 1 +66i9
= / €210 4 ¢—210 do
05— 4(Eey
. 7{ il -+ 2% %
- |z|=1 5— 2(22 4 2_2) 12
1 2(28+1
= 7{ 5 ( 5 ) T~ dz
2 Jjzj=1 (22 — 2)(22 — 35)

A funcio integranda tem singularidades em ++v/2 e + % pelo que:

7= % : 27ri<ReS (f, \/%) + Res (f’*\/g»

Atendendo a que estas singularidades sdo pélos simples de f, tem-se que

Res(f,1/3) = lm (2= /1) f(z) = Ilim dGR ) N

2 /1/2 e/172 (22 — 2) (z+ \/9

ool w

Analogamente

3
1
Res (f,-/3) = =
pelo que
3 6
w2 (=) =%
Finalmente

2™ cos? 360 1 M1 4 €0 3w
/0 5 — 4dcos20 2 e/O 5 — 4cos(20) 8

5. Recorrendo ao teorema dos residuos, mostre as igualdades que se seguem.

oo 1 . (3=V3)r
(2) /_OO (22 + 1)(22 + 3) de = 6 '

o 1 T
(b) /m—($2+4)2d9€ - =

O -3
b1 3"

10



Resolucao:

(a) Considere-se a fungdo complexa de varidvel complexa

1
(22 +1)(22+3)

fz) =

e, para R > /3, a curva
I’R:IRUVRd:ef{zzﬁ S [—R,R]} U {Z:Rew RS [0,77]}
Pelo teorema dos residuos

f(2)dz = 27 (Res(f, i) + Res(f, \/§1)>
I'r

Dado que as singularidades sdo pdlos simples de f

N : : 1 1
Res(£,) = (= ~0f(6) = I (g =
e
: T . _ 1 . 1
Res(f,iV/3) = ZEIiI\;g(z iv3)f(z) = zg?\l/ﬁ G DT G
Entado

Por outro lado

ng f(2)dz = 2ri (il _ 4ii/§> _7(3 _6 V3)
(3 —/3)

R
—— = er(Z)dZ: ]Rf(z)dz—i—/mf(z)dz:/_Rf(x)dx—l—[mf(z)dz (1)

Como Grau ((2% 4 1)(2? + 3)) — Grau(l) =4 — 0 = 4 > 2, ent3o:

1
lim (2)dz = lim dz = 0. (2)
R—00 Jyp R—oo Jyp (22 T 1)(2’2 +3)

Assim sendo, fazendo R — oo na equagdo (1) obtém-se o resultado que se pretende:

T(3—V3) [ 1
6 /_oo i) "

Alternativamente, para provar directamente por estimativa que o integral (4) converge para 0
quando R — oo, notamos em primeiro lugar que

- 1 P 1

T |22+ 122+ 3] T (R2-1)(R2-3)’

£ (2

sempre que |z| = R > /3. Desta forma:

1 TR
[ e = [ vt < iy [ 1= iy ¢

11



quando R — oc.
(b) Considere-se a fungdo complexa de varidvel complexa

1

f(z):m

e para R > 2, a curva
CR:IRUVRd:ef{z:x c T € [—R,R]}U{Z:Reie : 0 e [O,W]}
A fungdo f é analitica em C \ {—2i, 2i}; dado que Im(—2i) < 0 e Im(2i) > 0, apenas a

singularidade 2i pertence a regido interior a C'g. Pelo teorema dos residuos:

(z) dz = 2miRes(f, 2i).
Cr
Dado que 2i é um pdlo de ordem 2 de f:
N o2 Lo 1 - -2 2 1
Res(f,21) = lim, ((Z 2) f(z)> = ((z—f— 21)2> = CTar T @p

Tem-se entdo que

o
fyas =22
Cr 321 16

Por outro lado

R
= f@d= [ s LRf(Z)dzz RS LRf(Z)dz 3)

Como Grau ((2% 4 4)?) — Grau(l) =4 — 0 =4 > 2, entdo:
lim f(z)dz = lim L dz = 0. (4)

R—oco YR R—oco R (22 —|—4)2

Assim sendo, fazendo R — oo na equagdo (3) obtém-se:

W_/“’ld
16 ) (@+a2™"

(c) Poderiamos aqui proceder como na resolugdo das alineas (a) e (b). No entanto, e com o
objectivo de poupar alguns calculos, utilizaremos um método ligeiramente diferente.

Considere-se a funcdo complexa de varidvel complexa

1

f(z) = 2641

e para R > 1, a curva

Cr = IRU’YRUI%

= {z:x:xe[O,R]}U{z:Rew:GE[0,%]}U{z:xei%:RZwZO}

12



percorrida no sentido directo. De facto, Cr é a fronteira do sector circular

{ZG(C:O<|Z|<R/\O<argz<g} = int Cp.

Atendendo a que as singularidades de f sdo as raizes sextas de —1, é facil de verificar que a
tnica singularidade no interior de C'r é, precisamente, es. O aluno deve fazer um esboco das
curvas |z| = R e CR e representar, nesse esbo¢o, todos os valores de {"/—71) podera entao
comprovar que o método das alineas anteriores obrigaria a inclusdo, no célculo do integral, dos
residuos de trés singularidades, em vez de apenas uma.

Como as seis raizes de -1 s3o distintas, a factorizacio de 2% 4+ 1 n3o tem factores repetidos.
in
Desta forma, e'6 é pélo simples e

im — 1 1 im
Res(f,es) = lim 26 = _ lim 75276_%,
- +1 . 6z 6
donde resulta que
f(z)dz = QWiRes(f,e%) = Die % = Zei(5-%) = Zeis
o 3 3 3

Por outro lado

f(z)dz = f(z)dz+/ f(z)dz+ f(z)dz
Ir TR Ig

Cr
ou seja

™

15 = f(z)dz + f(z)dz+ f(z)dz
3 i Itk i

Utilizando as parametrizages que definem cada um dos segmentos de recta (percorridos no
sentido adequado), obtemos

R
f(z)dz = /0 f(x)dx e

Ir




Entao

up

- - i [f1
g :/0 f(ac)da:%—[YRf(z)dz—eS/o mdm

|

Fazendo R — oo em ambos os membros da igualdade anterior, obtém-se

T = . & . ix & 1
3¢ ® _/0 f(x)d:r—l—ngnoo/va(z)dz 6’3/0 7x6+1d1'.

Procedendo como na alinea (a):

1 1 TR
s/ OE /|dz|=ﬁ
- RS -1/, RS -1 3

quando R — oo, pelo que

‘ f(2)dz
TR

lim / f(z)dz=0
VR

R—o0

Resulta pois que
s T 0 1 7T i
1— 1§> — dr = —e's,
( ¢ /0 H+1%7 T 3¢

ou seja

(SE]

| T e '3 T L T
——dx = — =2 2
0 z6+1 31—¢ 31_( —l—i§> 3

Finalmente, e como a fungdo integranda é par:

/OO dx _21
—oZ8+1 37

. Utilize o Teorema dos residuos para mostrar as igualdades;

(a) / esendr) 7

o (@10 ot
o [ = L

o (z?2+1)? 4¢?
Resolucao:

(a) Considere-se a fungdo complexa de varidvel complexa
Ze4iz

—d
2241 “

f(z) =

14



e para R > 1, a curva
CRZIRU')/Rd:ef{z:x : xG[—R,R]}U{Z:Rew : (96[0,71']}

Pelo teorema dos residuos

f(2)dz = 2rmiRes(f,1)
Cr

Dado que as singularidades sao pdlos simples de f

Ze4iz 1
Res,) = i =) = i 255 = 5
Entao .
i
. f(z)dz = o
Por outro lado
$ s [ @@+ [ s
Cr Ir YR

ou seja
i

R
-~ = / f(z)de + / f(z)dz;
€ —R YR
fazendo R — oo, obtemos
i o pelt
o i .
i /_oox2+1d:v+R1_I>r;o/7Rf(z)dz

Tendo em conta que, para |z| = R,

z |z R
= = < — 0 do R — o0
£ (2)] ‘Zg_i_l‘ 22 11| R 1 quando )

o lema de Jordan garante entdo que

lim /m f(z)dz=0.

R—oo

(Pode também justificar a aplicabilidade do lema de Jordan verificando que Grau(z% + 1) >

Grau(z)).
0o diz 3
[
oo A+ 1 e

Desta forma,
i o 4 o 4
7% _ / xc;)s( x) da;—l—i/ msgn( x) i,
e o TEH1 s AR

Pela férmula de Euler

15



0 que nos permite concluir que

*° zsen(4x) T
—————dz = —.
/ 211 et

— 00

(b) Dado que a fungdo integranda é par, temos que
L 1'2008(213)d 1t :1:2008(2:B)d
2112 ¥ T 5 2112 ¢
o (@*+1) o (@2+1)
Considere-se a funcdo complexa de varidvel complexa
2 2iz
z%e
f(Z) — (22 +1)2

e para R > 1, a curva

I’R:IRU"de:ef{z:x : xe[—R7R]}U{z:Rei9 c 96[0,77]}

Pelo teorema dos residuos

f(z)dz = 2wiRes(f,1)
T'r

Dado que as singularidades de f s3o pdlos de ordem 2,

Res) = tiy (=) = i 2 (Z55) = g

(o aluno deve completar os passos omissos deste célculo). Assim:

T
z)dz = ——

Por outro lado

ou seja

Fazendo R — oo, obtemos

00 iT
_% :/ :;,‘e dr + lim/ f(z)dz
2e oo T4+ 1 R—00 J o

22
(22+1)2
em condicoes de utilizar o lema de Jordan para concluir que

Dado que, sobre a circunferéncia |z| = R,

2
< (Rﬁl)g — 0 quando R — oo, estamos

lim f(z)dz =0.
R—oo YR
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Como tal,

o0 1,2eiac T
| amite = -5
oo (2 4+ 1) 2e?
Pela férmula de Euler
T 22 cos(2x) © 72 sen(2x)
—— = ——d i ———d
2¢? /oo @+ @ 1/00 @1z

0 que nos permite concluir que

/°° 22 cos(2x) s

e @212 T o2

Finalmente

/°° 22 cos(2x) T
B T — :
o (x241)2 4e?

como se queria justificar.

2 Exercicios Propostos

1. Considere a funcao
2
ef—1—z—= 1
— 2 Z
flz) = = + (z — 1)e=+1

(a) Determine e classifique todas as singularidades de f, calculando os respectivos residuos.

(b) Aproveite o resultado da alinea anterior para calcular:

]{+1|:1 f(z) dz

1
10
onde a curva é percorrida em sentido inverso.

2. Para z € C, considere a fungao definida por

1 2 1
P = b

23 e mr_1 z—m

(a) Classifique as singularidades de f e calcule os respectivos residuos.

(b) Calcule
j{ f(z)dz
c

em que C' = {z : |z — 1| = 7} é percorrida uma vez em sentido directo.
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3. Calcule os seguintes integrais impréprios e trigonométricos

* 2241 +oo 1  rsenax
(a) \/0 dx (b) /_ —1>2 dx (C) /0 T dl’, a>0

zt+1 o (22 +
*  cosw T seng T cos(2¢)
d ———=dxr (e —d f —d
@ /oo (22 +1)? (©) /0 44 3isen e (B) /o 34 2v2cos 4

4. Mostre que

/O" cos(ax) e

= s
oo X2+ B2 b
paraaeb > 0.

5. Mostre que

/2“ o 2
o a-+cosf a2 —1

2361/Z
f e
=3 2° + 1

onde a curva é percorrida uma vez em sentido inverso.

para a > 1.

6. Calcule o integral

Sugestdo: pode ser (til 0 método descrito no exercicio resolvido 1.(b).

10 =r (1)

tem um pdlo. Mostre que F'(z) é um polinédmio.

7. Seja F' uma fun¢io inteira tal que

8. Seja f(z) uma fungdo analitica em C\ {0} que verifica:

- 0 é um pdlo de ordem 3 com Res(f,0) =0
- quando |z| — 400 tem-se que f(z) = 0
- f(1)y=0e fil f(#)dz = 2i ao longo de qualquer curva regular que n3o intersecta 0.

Determine f(z).

9. Sendo z € C\ R e considere

Determine 1(t).
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© ® o w

Solucoes de 6.2

(a) z =0 é sing. removivel, Res(f,0) = 0; z = —1 é sing. essencial, Res (f, —1) = —3.
(b) —3mi

. (@) z =0 é pdlo de ordem 3, Res(f,0) = 0; z = 7 é sing. essencial, Res (f,7) = —2;

z =2k, com k € Z \ {0} sdo pélos simples e Res (f,2k) = 2 para k € Z \ {0};
(b) —4mi ...

(@ ¥ ®3F (& 2= (-2 (fr
271

f(2) = =%

. A(z) =I(z+1iy) = —2me Ysenx
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