TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n2 7
Equacoes Diferenciais Lineares de 12 ordem

Exercicios Resolvidos

. Determine a ordem da EDO, verifique que a fungdo apresentada é solugcdo da equagdo
diferencial, determine a solug¢do particular para as condicdes iniciais e faga um esboco da
solucao

(@) ¥ =1+4y% y =1 tg(2z +¢), y(0) =0
(b) ¥’ + 7wy =0, y(z) = acos(mz) + bsen(mz), y(3) =1, ¥/(3) =0

(a) Trata-se de uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem (ndo linear). Para
verificar que a funcdo dada é solucdo, vamos substituir e verificar que se obtém uma
proposicao verdadeira. Assim

2 1

1 / 1
= tg(2 ):1 4(—t 2 ) e - 14te2(2
<2 g(2x + ¢) + 5 g(2x + ¢) o251 0) +tg=(2x + ¢)

Atendendo a que para todo # € R se tem que @ = 1+ tg? 0 a afirmacio € verdadeira

para todo = e ¢ € R e assim y(x) é solugdo da equagdo. Para calcular ¢ de modo a que
y(0) = 0, substituimos na solugdo x e y por 0, obtendo

1
Ozitgc & c=0

pelo que a solugdo da equagdo que verifica a condigdo dada € y(z) = %tg(2x).
(b) Trata-se de uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem (linear). Para
verificar que a funcao dada é solucdo, vamos substituir e verificar que se obtém uma

proposicao verdadeira. Como

y'(z) = —masen(rz) + wbcos(mwz), y'(z) = —n®a cos(nz) — n’bsen(rx),



entao
y'(x) + 7?y(z) = —ma cos(rx) — n2bsen(nz) + ma cos(nz) + mbsen(rx) = 0

A afirmacgdo é verdadeira para todo z, a e b € R e assim, y(z), é solugdo da equagio.
Para calcular as constantes a e b de modo a que y(3) = 1, y/(3) = 0, substituimos na
solu¢do e na sua derivada = por 1/2:

y(3) =acosZ +bsenl =1 =1
=
y'(3) = —masenZ +brcosZ =0 a=0

pelo que a solu¢do da equagdo que verifica as condi¢des dadas € y(z) = sen(mz).

. Determine as solucdes das seguintes equacdes diferenciais:

(a) v = —sen(mx)
(b) = xze”*/2 com y(1) = 2.

Resolucao:

(a) Primitivando ambos os membros da equa¢&o

/ Y (z)dz = — / sen(rz)dr <  y(z) = %cos(mc) te

em que c € R.

(b) Primitivando ambos os membros da equagio

/y’(:v)d:v = /erQ/Qda: & y@)=e""?+c, comceR.

1/2

Usando a condic3o inicial, 2 = y(1) = e'/2 + ¢, pelo que ¢ = 2 — /2. A solucdo do

problema de valor inicial é, pois:

y(z) = =12 — 2 4 2.

. Determine todas as solu¢des das seguintes equacdes diferenciais ordindrias lineares

a) @+y:2—1—2x b) ' =1 —t
dx
d d
0 gt =(e=2e d) (I+y)g = arctgy — 2



Resolucao:

(a) Trata-se de uma equagio linear em y que admite um factor integrante, pu(z), dado
pela equagao
W=p & p)=e

Multiplicando ambos os membros da equac¢ao por i, obtemos

e %—l—e y=(2+22)" < %(e y) = (2+ 22)e

& exy:/(2+2x)e“d:1:+c
& ey =2xe" +c
& ylz)=2x+ce”

em que c € R.
(b) A equacio é equivalente a

P ==t (1)
Esta equagdo admite um factor integrante, p(¢) dado por

/

/ K

p=—p & —=-1 & logu=—-t & p=c¢e*
1

Multiplicando ambos os membros da equagdo (1) por p obtemos

d

%(e_tw) =—te? & ehh= —/te_tdt +ec & YPt)=¢ (te_t +et+ c>

& Pt)=t+1+ce

em que c € R.

(c) Para x # 0, a equagdo pode ser escrita na forma

(z —2)

2
12 x 2
v+ e (2)

Trata-se de uma equagdo linear, e admite um factor integrante, p(z) dado por

2 2 2
,u/ =24 & u= efzdx _ 6210g:): logz® _ 72
T

== @



Multiplicando ambos os membros da equagdo (2) por 1 obtemos
d

@) =@ - & aly= [ - w)edote
i

1 2 az
& y(:v):ﬁ<(x — 4z +4)e —1—0)
1 2 x
& y(a;):;<(x—2)e —l—c)
em que ¢ € R.
(d) A equacio é equivalente a
dx 1 1
— = t 3
T T T I e G)

Esta equag¢do admite um factor integrante, p(y) dado por

/

!

1

= o logp=el TR = corctey
vl gu=e’ e

Multiplicando ambos os membros da equac¢do (3) por p obtemos

1
arctgy — arct arctgy arctgy — / arct arctgy d
dy(e x) T 4 rctgy e &S e 5 rctgy e T y

= earctgyx _ arctgyearctgy . earctgy +e

& z(y) = arctgy — 1 + ce” '8Y

em que ¢ € R. Note que a primitiva foi calculado usando a substituicdo u = arctgy,
du 1
dy — 14y?

. Determine as solucdes dos seguintes problemas de valor inicial

a) xy =2y + e’ y(1) =0.

dv 2u 1
-z — =0 0) =1.
>du+1+u2v 1+ u? » v(0)

c) vy =y+a?senz, y(n) =0

Resolucao:



(a) Para = # 0, a equagdo € equivalente a
2
y/ — Zy= x2€x
x
Trata-se de uma equacao linear em y que admite como factor integrante

_2g, 1
uw) = of 20 =

Tem-se entao que

1, 1 N d /1 N
Sy —-y=¢" & —<—y)=e
i X

dx \ 12
& %ze”%—c
z

Dado que y(1) = 0, teremos
b=ed=c = &= =

e a solucao do PVI é
y(a) = 2°(e” —¢)
(b) A equagio é equivalente a
dv i 2u 1
— ’U =
du 1+ u? 1+ u?

(4)
que € uma equacgio linear em v e admite um factor integrante, 1(u), dado pela equagio

, 2u w 2u

= < — =
4 1+u2'u w1+ wu?

& logp=log(l+v®) & p=1+u?
Multiplicando ambos os membros da equagdo (4) por 1 obtemos

1—|—u2d—v+2uv:1 2N 4 1+u?)v) =1
du du

& (1+u2)v:u+c

U+ c
& vl = 1+ u?

Dado que
1=v(0) =c,



a solucao do PVI é
u+1

o) =

(c) Para = # 0 a equagdo pode ser escrita na forma
, 1

y — —y=umxsenzw
z

que € uma equacgao linear em y e admite um factor integrante, p(z), dado pela equagdo

1 1
pW=——p < pz)=-
X i

Multiplicando ambos os membros da equacgao por 1 obtemos

1, 1 1, 1y’
—Y — Zy=senr < —y + <—> Yy =senx
& & 45 &

=

1 /
& <—y> =senx
T
g:—cosa:—{—c
T

& y(r) = —xcosz+cx
Dado que y(7) = 0 tem-se
O=7m4+cr & c=-—1,

pelo que a solucao do PVI é
y(x) = —xcosx —x

. De acordo com a lei de arrefecimento de Newton, a taxa de arrefecimento de uma
substancia numa corrente de ar, é proporcional a diferenca entre a temperatura da
substancia e a do ar. Assumindo que a temperatura do ar é 30°C e que a substancia
arrefece de 100°C para 70°C em 15m, determine o tempo que a substancia demora a
atingir a temperatura de 40°.

Resolucao:

Aplicando a lei do arrefecimento de Newton ao nosso caso:

dT

o — k(T —
o = k(T —30),



onde t é medido em minutos, k£ > 0 é o mddulo da constante de arrefecimento e T'(t)
é a funcdo que representa a temperatura da substancia no instante . Resulta pois que
T(t) é a solu¢do do problema de valor inicial:

dT
— kT =30k, T(0)= 100

Trata-se de uma equagao linear ndo homogenea, que admite como factor integrante
H(t) _ 6fk‘dt — Mt

Multiplicando todos os termos da equagdo por ()

d
= (e"‘tT> = 30ke’ & MT =30e" + ¢ & T(t) = 30 4+ ce ™, com ¢ € R.

Como T'(0) = 100, concluimos que
T(t) = 30 + 70e*
Atendendo também a que 7'(15) = 70, resulta que

_ _ 4 log(7/4) log7 — log4
15k 15k

pEN = & k= =
70 = 30 4 70e e 7 5 5

~ 0,0373

Pretende-se determinar o instante em que a temperatura da substancia é de 40°C, isto &,

Tt)=40 <& 30+70e™ =40 < —kt = logl/7T = —log7
st = 10;37 ~ 52,2

Conclui-se que a temperatura da substancia devera atingir o valor de 40°C ao fim de,
aproximadamente, 52 minutos.

. O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberta. O perito da policia chegou a
1:00h da madrugada e, imediatamente, mediu a temperatura do cadaver, que era de 34,8
C. Uma hora mais tarde a temperatura era 34,1°C. A temperatura do quarto onde se
encontrava a vitima manteve-se constante a 20°C. Estime a hora a que se deu o crime,
admitindo que a temperatura normal de uma pessoa viva é de 36,5°C.

Resolucao:



Sendo T'(t) a temperatura do corpo no instante ¢, o modelo matematico para a lei de

arrefecimento de Newton é:
dr

dt
onde T, é a temperatura ambiente e —k < 0 é a constante de proporcionalidade (do
arrefecimento do corpo). Temos pois, como no problema anterior, que

_k(T - Ta)

/
T +kT =20k © <ektT> = 20ke"t o T(t) =20+ ceH

Tomendo £, = 0 o instante em que a primeira medicao de temperatura foi feita, temos
que
T(0)=348 < =148

e assim
T(t) =20+ 14.8e*

Para determinar a taxa de arrefecimento, k, usamos a outra medicdo:

14.1
T(1) =341 & 341=20+148¢e" & k= —log Tig ~ 0.0485

e entao
T(t) = 20 4 14.8 e 204

Para saber quando o crime foi cometido, pretende-se saber a que horas a temperatura do
corpo era de 36.5 C, queremos determinar ¢ tal que

T(t) =365 < 365=20+148¢7 0085t o = I8 4 99y

Conclui-se que o crime foi cometido por volta das 22h 45min.

. No instante t = 0 a quantidade de um certo material radioativo armazenado é z,. A

equacdo para x(t), a quantidade de material radioativo é % = —az, onde @ > 0 é uma

dt
constante.

(a) Encontre a soluggo x(t)

(b) Calcule a “meia-vida", ou seja o tempo necessario para que a concentragdo inicial
se reduza a metade. Note que a “meia-vida" ndo depende da concentracdo inicial.

Resolucao:



(a) Sendo a equagdo do decaimento radioactivo linear homogénea, tem-se que

dx
—=—ax & z(t)=ce™
7 (t)

e dado que z(0) = xo, a solugdo do problema é x(t) = zge .

(b) Pretende-se saber o instante 7" em que se obtém a meia vida, isto ¢, o instante em
que a quantidade de substancia radioactiva é metade da quantidade inicial. Ou seja

Zo —aT log 2
z(T) 5 Toe > -
. Considere a equac3o diferencial
d
2x—y+2xy5—y:()
dx

(a) Determine a solugdo geral da equagio efectuando a mudanca de varidvel v = y=2.

(b) Determine a solugdo que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de
existéncia.

Resolucao:

(a) Seguindo a sugest3o, fazemos v(z) = [y(gs)r4 pelo que

dv dy
— = 4y 02,
dx v dx

Multiplicando ambos os membros da equacio diferencial por —4y~5, obtém-se:

d
2x<—4y*5—y> + 2x(—4y*5y5) + 4yPy = 0,
————

dx N—— N——
i Lo
dx
ou seja,
d
2020 _ 8 + 4v =0
dz
Dividindo por 2z e rearranjando os termos, obtém-se a equacdo linear ndo homogénea:
dv 2
- Z0 =14 5
dz * 2 ()



O seu factor integrante é dado por

plz) = ef 3o = g2

Multiplicando todos os termos da equagdo (5) por p(x)

d d Ag3 4
x2£—|—2xv:4$2 & %(:v%) =42 & xzv:%—l—c & v(x):?x—i-x—i

Finalmente, desfazendo a mudanca de variavel,

4x C / 1 3.1’2
—4 4
= N = =+ 4 = +
y (-T) 3 56'2 y<x> _431 = _xcg 41'3 +c

onde ¢ € R.

(b) Dado que y(1) = 1, conclui-se que y(z) é positivo e ¢ = —1. Como tal a solugdo do
PVI é dada por
. 3x?
4o3 — 1
O dominio de diferenciabilidade da fungdo y(x) é

y(z) =

2

_ . 3

>0} _ ] : 1/4,+oo[
o intervalo maximo de solucdo serd o maior intervalo / C D, tal que 1 € I, ou seja:

I — } : 1/4,+oo[

. Encontre as solugdes da equagdo y'sent + ycost = 1 no intervalo |0, 7[. Mostre que sé
ha uma solugdo tal que %ir% y(t) é finito e indique um problema de valor inicial que tenha
—

essa solucao.

Resolucao:

E de notar que (sent)’ = cost e, como tal, a equagdo pode ser escrita na forma
/
y'sent +y(sent) =1 < (ysent) =1 & ysent=t+C com C €R.

Dado que para t € |0, 7| a fungdo sent n3o se anula, resulta que a solugdo geral da

10



equacgdo (definida nesse intervalo) é dada por

t+C
t) =
y(t) =
com C' € R. Como para C' # 0
. . t . 1 . 1
limy(z) = lim— + Clim— = 1+Clim— = 1+o00==200
t—0 t—0 sent t—0 sent t—0 sent

entao o limite da solugdo quando t — 0 sé é finito quando C' = 0; nesse caso,

t

yt) == e lmyle)=1

A condic3o inicial a acrescentar a equagao diferencial pode ser a seguinte:

(7?)7 5 o
y 2 _seng_?

10. Obtenha a solu¢do y : R — R da seguinte equac3o:

y(t) =1+ /: sy(s) ds. (6)

Resolucao:

Derivando ambos os membros da equacgdo integral (6) em ordem a ¢ e aplicando o teorema
fundamental do cdlculo, obtém-se:

t /
O = ([ sroas) & vo =t
1
Desta forma, y(t) é solugdo da equagdo linear homogenea
t2
y =ty & y(t) = Keltd = Kev

onde K € R. Atendendo a que, pela mesma equacdo (6), y(1) = 1 tem-se que Ke'/? =

1, ou seja, K = e /2. Assim, a solugdo da equagao integral é

e esta definida para t € R.

11



2 Exercicios Propostos
1. Diga qual das seguintes equagdes é uma equacdo linear

(@) r—y =2y (b)y +ary=va

1
(c) y’:;—i- (d) rsenx = 2> — 9/

1
Y

2. Determine todas as solu¢bes das seguintes equacgdes diferenciais ordindrias lineares

dy ; , 3 o dy sent
—_— = — = — 2 e _
(a) = ye (b) v ==z xy (c) ¢ s 3ty T t<0
dy / dy t
(@) Lry=2+2 (&) ay +y=3rcos2r) () 142y =, £>0
d d d 1
3. Determine as solugdes dos seguintes problemas de Cauchy:
d d
(@) (2 + 12" +30(y—1) =0, y(0) =1 (b) —f +4t"y=#, y(0) =1
dy dy 2 cost
e == = 1 —_— _— = pr—
(€) - +y=sent, y(m) (d) - +7y=—5 y(@=0,t>0
dy dy 1
2 —_— —_ = g _— = —_— =
(e) cosx T +y—1=0, y(0)=5 (f) o y(t tgt> +tcost, y(m)=0
"+h(t)r—t=0 0 t<0
(g) v bt tomando-se  h(t) = >
x(—=1)=2 t set>0

4. Determine a intensidade da corrente, I(t), como uma func¢do de ¢ (em segundos), sabendo
que I verifica a equacdo diferencial

I
L% + RI = sen(2t)

onde R e L s3o constantes n3o nulas.

5. Quando deixamos cair uma pedra, assumindo que a resisténcia do ar é desprezavel, a ace-
leragdo do movimento, f;—;/ = 1" é constante, igual a —g, sendo g = 9,8m/s? a aceleracio
da gravidade na superficie terrestre. Escreva uma equacgao diferencial para y, onde y é a
altura da pedra no instante ¢. Se a pedra estava na posi¢cdo y, , com velocidade inicial vy,
no instante ¢ = 0, mostre que a solucdo da equacdo é y = —gt?/2 + vot + yo . Quanto
tempo demora uma queda de 100 metros de uma pedra largada com velocidade nula? E

uma queda de 200 metros?

12



10.

Considere o seguinte problema de valor inicial:

d 2
:U2cosy—y:2xseny—1 y<—) =
dx

il
3) 6

Determine a solucdo geral, na forma implicita, da equacdo diferencial e resolva o problema.
Sugestao: Efectue a mudanc¢a de varidvel v = seny.

Considere a equacao diferencial

dy
22 42y —y* =0
dt y—y
(a) Determine a solugdo geral da equagio efectuando a mudanca de varidvel v = y 2.

(b) Determine a solu¢do que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de
existéncia.

(c) No caso geral, considere a equacido diferencial de Bernoulli

dx

== a(t)x + [(t)z"

onde « e (8 sdo fungdes definidads e continuas em I C R. Mostre que a mudancga de
varidvel y(t) = (z(t))!~" transforma a equag¢do numa equacio linear.

Resolva os seguintes problemas de valor inicial, envolvendo equa¢ées de Bernoulli:

y
(a) ' + 32y = 2%y°, y(0) =1 (b) ¥+ —=avy, y(1) =1

4x 1 2 Y3
"=by——, y(0)=— d '+ y==, y(l)=-1
(c) ¥ =5y y,y() ; (d) v+ —y="3 vy
Obtenha a solucdo da equacdo
/_y 22
?J—; )

com condi¢3o inicial y(t;) = y; > 0 para algum t; > 0. Mostre que lim;_,, y(t) = 0.
Considere a equacdo de Ricati escalar
—=-—-z—=x (7)
(a) Mostre que a fungdo ¢(t) = % + 1(t) é solugdo da equagdo de Ricati sse 1 é solu¢do

de uma certa equacao de Bernoulli.

(b) Determine a solu¢do da equagdo (7).

13



11. (a) Mostre que a substituicdo z = 1/P transforma a equag&o logistica
P
P =kP(1 -~
1-7)
na equagao linear
/
k = —
2+ kz i

(b) Resolva a equagdo diferencial para obter uma expressdo para P(t),

3 Solucoes de 1.2

(h) y(t) == —tgx + csecw

c—cost

3
_ et@t—=1)+c
=

(i) y(t) = (t* + ct) cost

(z?=1) + ce™
§

en(2z) + 2 cos(2z) +

11+ 3et) (c) y(t) = %(sent —cost + e”_t>

(t? — mt) cost

() y(t) =

Sugestdo para (g): a solugdo deve verificar lim x(t) = lim z(¢) (continuidade em ¢ = 0).

t—0+ t—0—

1. (a), (b) e (d) sim; (c) nao

2. (a) y(t) = (b) y(x) =
(d) y(z) =22+ ce™” (e) y(z) =
(8) y(x) = e’ (c—cosx)
com ¢ € R, em todas as alineas.

3. (@) y(x)=0 (b) y(¥) =
(d) y(t) =3 (e) y(x) =1 +4de 57

N t27+3 se t<0

(g)x()—{ 1+1e7®/? se t>0

4. 1(t) = =7 <Rsen(2t) —2L Cos(2t)> + Ce 1!

5.

O problema de valor inicial para a altura da pedra, y(t), é

y =—g
y(0) = yo
y’(O) = Vo

As respostas sdo (aproximadamente): 4.5s (queda de 100m) e 6.4s (queda de 200m).

é y(x) = arcsen (=), para z €)%, +ool.

- (a) y(t) = \/ 2+55tct5 ou y(t) = —

. A solucdo geral na forma implicita é seny = ca? + 3=,

5t
24-5ct®

14

onde ¢ € R. A solugdo do P.V.I.

(b) y(t) = \/ 724 € utax = | 0,0



8. (a) y(x) = \ /1 (b) y(z) = (— + #;)2

(C) y(x) — _ V20a42—¢l0r (d) y(x) _ _(% n 1)—1/2

> 5z
Y1t
9. y(t) =
g yit? 4ty — yit3
10. (a) % = 1 — ¢ — 2 & equivalente 3 equagio % + <% N 1>¢ _
(b) (1) = 3 +1p(t) = b+ ——=—
t2<f et_z dt—‘,—c)
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