TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacdes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n2 8
Equacoes Diferenciais Separaveis, Exactas e Redutiveis a Exactas

1 Exercicios Resolvidos
1. Determine todas as solugcoes das seguintes equagoes diferenciais ordinarias
(a) o =12 (b) 2%+ (y+1)°% =0
(c) zy+(1+a?)y =0 (d) y=1-a+y’—ay

Resolucao:

(a) Trata-se de uma equagdo separavel equivalente a equagdo

2

yy' =1-2z & /ydy:/(l—Qx)dx—i-c & %:m—mj—i-c

Assim a solu¢do geral da equacdo é dada por
y(x) =v/2(x —22+¢) ou y(x)=—v2(x—22+¢)

comc € R

(b) Trata-se de uma equacdo separdvel equivalente a equagdo

d
y+12 =2 & /(y+1)2dy:—/a:3dx+c & - :_‘%H

dr
4
& y(x):\?’/k—g%—l

com k € R.



(c) Para y # 0, a equagdo pode ser escrita na forma

/

Y T 1 T
— = & —dy = — d

1
& logly| = —Elog(l +z)+c

onde &k € R. Note-se que a fungdo nula, y(xz) = 0 é também solucdo da equagdo
diferencial.

(d) A equacdo pode ser escrita na forma

/

d dy
f— (1 — 2)(1 + 2 y _q_ _(/ >:1_
y=1-2)(1+vy°) < T+ 42 T & o o x

x2 z2
& arctgy:x—?ch & yz‘ﬁg(x—;—i—c)

2. Calcule a solugao dos seguintes problemas de valor inicial.

@)y —2zy=2 , y(0)=1 (b) % = tu?(1 4 t2)71/2

Resolucao:

(a) A equagdo é equivalente a

vy =2zy+zr & y=x1+2y) &

Trata-se de uma equagao separdvel; integrando em ordem =z

1 1 2
/1+2ydy—/:r;dx+c & 510g|1+2y\:%+c & 1+2y:ke‘”2

e a solucao geral da equacdo é dada por



Dado que y(0) = 1 conclui-se que k = 3 e a solugdo do (PVI) é

(b) Trata-se de uma equagdo separdvel que pode ser escrita na forma
w=d = (1 + t2)_1/2

Integrando em ordem a t
/u3du=/t<1+t2>1/2dt+c & =0+ +c

pelo que a solucdo geral da equacdo é dada por
1 —1
u(t) = ou u(t) =

c— 21+ ¢2 c— 21+ ¢2

Dado que u(0) = 1 > 0 conclui-se que ¢ = 3 e assim a solugdo do (PVI) é

1
3—2v1+t2

u(t) =

. Resolva o problema de valor inicial

@) @)=0 , p(1)=a

sendo « uma constante real. Determine para que valores de « é que a solucao esta
definida em todo o R.

Resolucao:

Trata-se de uma equacao separdvel, pelo que

2 02
gpgp’z@@/(pdgpz/@d@—i—c@ %:E+C<=>§02:¢92+61

Para determinar ¢;, usamos o facto de ¢(1) = a, pelo que
cg=a’—1
e entdo, a solugcdo do (PVI) é

VI2+a2—1 sea>0
V02 +a?2—1 se a<0

p(0) =



Pretende-se agora determinar para que valores de « o intervalo maximo de existéncia de
solucdo do PVI é R. Note-se que, para tal, o dominio da funcdo ¢’ terd que ser R, pelo
que

P+a’—-1>0 V6 € R

o que se verifica se > — 1 > 0, ou seja, se |a > 1.

. Considere a equacao diferencial separavel
' = zsent+ x?sent

Determine a solugdo desta equacdo que satisfaz a condicdo inicial z(5) = —2, e determine
o seu intervalo maximo de existéncia.

Resolucao:

A equacido pode ser escrita na forma
7' = (v + %) sent

Para z # 0 e x # —1 (podemos excluir estes dois casos visto que z(t) =0 e z(t) = —1
sdo solugdes constantes da equagdo que ndo verificam a condigdo inicial), tem-se

T 1
= 2:sent<:>/< o )dx:/sentdt+c
Tz 2z

1
x2+x’

Fazendo a separacdo em frac¢des simples da funcdo obtém-se

1 1
/(—— )da;:/sentdt+c < log
z x+1

Visto x(3) = —2, temos que k = 2 e a solugdo do (PVI) é

_ ]{7 e—cost

T = —cost+c &
x+1 xz+1

2€—cost 2

- 1 _2670051‘/ o ecost _2

x(t)

O dominio de diferenciabilidade da fungdo z(t) é
D={reR: > -2+#0} =R\ {£arccos(log?2) + 2kr, k € Z}

Teremos entao que o intervalo maximo de existéncia de solucao sera o maior intervalo
I C D, tal que 7/2 € I. Conclui-se

I = ]arccos(log 2), — arccos(log 2) + 27|



5. Considere a equacao diferencial
y = f(at + by + c)
em que f: R — R é uma funcgdo continua e a, b e ¢ constantes reais com b # 0.

a) Mostre que a substituicdo v = at + by + ¢, transforma a equagdo numa equagdo
separavel.

b) Resolva o seguinte problema de valor inicial
y — €2t+y71 -9 ’ y(0> -1
indicando o intervalo maximo de solugdo.

Resolucao:

(@) Sev=at+by+ceb+#0, entdo

_v—at—c
Y b
pelo que
dy _ l(d_“ _ )
at ~ o\at
Substituindo na equacao
dv v
——a=b — =1
A AC Rl v oo s

que é obviamente uma equacao separavel.
(b) Por (a), sendo f(v) =e” —2, com v = 2t + y — 1, obtém-se

v d o\ o o
521@)%(/6 dv)-l(:) e’'=t+k& v(t) =—log(—t—k)

Desfazendo a mudanga de varidvel
2t+y—1=—log(—t—k) & y(t) =1—2t —log(—t — k)
Dado que y(0) = 1, obtem-se kK = —1 e como tal a solu¢do do PVI é
y(t) =1—2t —log(1—1)
O dominio de diferenciabilidade da fungdo y(t) é
D={teR:1-t>0}=]—o00,1]

o intervalo maximo de solucao serd o maior intervalo I C D, tal que 0 € I. Conclui-se
que
I =]—o00,1]



6. Determine a solucdo da equac3o diferencial

d t? + 3y?
_y — ﬂ , t> ()
dt 2ty
que verifica a condi¢do inicial y(1) = —1 e indique o intervalo maximo de definicdo da

solucao.

Sugestdo: Considere a mudanca de vardvel v = y/t.

Resolucao:

Fazendo v = % ou seja y = tv, obtemos

d t? + 3(tv)? 1+ 302
2 to(t) = —— 2 to' =
dt( v(t)) 2t(tv) vt 2v

A equacao é separavel, e pode ser escrita na forma

w , 1 d 2 1
1+112U t dt(/l—i—v2 v t og(l +v7) =logt +c

pelo que
vi(t) =kt — 1

Desfazendo a mudanca de variavel
y'(t) = t*(kt — 1)
e dado que y(1) = —1 < 0, a solugdo do PVI é
y(t) = —/P2t — 1)

Para calcular o intervalo maximo de solucdo, note-se que, a equacdo diferencial faz sentido
set # 0 e y(t) # 0. Entdo, o intervalo maximo de solu¢do, I, serd o maior intervalo
verificando

to=1€1

0&1

y(t) # 0 para todo t € I.

Visto |
y(t) =0 < tzoout:§

conclui-se que / =|1, ool.



7. Mostre que as seguintes equagdes sdo exacta e resolva-as:

d .
(a) (ze? +y—2*) T =20y — ¥~ (b)y—a®+ (4P +a)y =0

dx
d d
(c) 2y3+2+6xy2d—izo (d)%+6x+(10gx—2)d—i:0

Resolucao:

(a) Note-se em primeiro lugar que a equagdo n3o é linear nem separdvel. Resta-nos
investigar se serd uma equagdo exacta (ou redutivel a exacta). A equag¢do pode ser
escrita na forma ;
—2xy+ey+x+(xey+y—x2)—y:0
dx
Definindo

M(z,y)= 2zy+e+x , N(z,y)==ze¥+y—2?
Dado que ambas as funcdes sio de classe C! em R?, e
oM ON
= 2z +e'=—

Or 0z

concluimos que se trata de uma equacdo exacta, pelo que existe ®(z,y) : R* — R, tal
que VO = (M, N) e (z,y) = C define implicitamente a solu¢do da equagio diferencial.

e Calculo de ¢
Atendendo a que V® = (M, N) tem-se que:

0P ) T2
—=-2zy+e¥+z & O(z,y)=-2z y+$ey+5~l—c(y)

0z
Por outro lado
O ) 2
Ay =N & a_y<_x2y+:cey+%+0(y)) =z +y—2° & dy) =y

. 2
tem-se assim que c(y) = % +ce
2 2

O(z,y) = —x2y+xey+%+%+c , ceR
e Calculo da solucao geral da equacao
Para M, N e ® definidas acima
0P 0P
M N y — O C} —_— S~ 4 = 0
(z,y) + N(z,y)y oz " ayY
= 0 O(x,y) =0
E— l‘ e
ax Jy
< CI)(LE, y) = C2
2 P
& x2y+xey+—+5:k‘



Ou seja as curvas de nivel da fungdo ®(x,y) definem implicitamente a solugdo geral
da equacdo diferencial.

(b) Note-se em primeiro lugar que a equagdo n3o é linear nem separdvel. Resta-nos
investigar se serd uma equagdo exacta (ou redutivel a exacta). Definindo

M(z,y)=y—2> , N(zy)=¢’+z
Dado que ambas as func¢des sio de classe C' em R?, e

oM 0N

=
ox o0x

concluimos que se trata de uma equagio exacta, pelo que existe ®(z,y) : R? — R, tal
que V& = (M, N) e (z,y) = C define implicitamente a solu¢do da equacio diferencial.

e Calculo de ¢
Atendendo a que V& = (M, N) tem-se que:

Por outro lado

0P
8_y:N s z+dly)=y'+z & dy) =y

. 4
tem-se assim que c(y) = 4 +ce
A

@(x,y):xy—z—i—yz—i-c , c€eR

e Calculo da solucao geral da equacao
Para M, N e ® definidas acima

od 0P
M N T = Ty =0
(z,y) + N/z,y)y S o "
e Loy =0
ax 7y -
& O(z,y) =c
x4 y4
_Z 47 _k
& Ty 1 aF 1

Ou seja as curvas de nivel da fungdo ®(x, y) definem implicitamente a solugdo geral
da equacdo diferencial.



(c) Note-se em primeiro lugar que a equagdo ndo € linear mas é separavel. Vamos resolvé-
la como equacdo exacta mas aconselha-se o aluno a resolvé-la também como equacao
separdvel. Resta-nos investigar se serd uma equagdo exacta (ou redutivel a exacta).
Definindo

M(z,y)=2y*+2 , N(z,y) = 6zy’

Dado que ambas as funcdes sio de classe C! em R?, e

oM ., ON
ar Y T oz
concluimos que se trata de uma equacdo exacta, pelo que existe ®(z,y) : R? — R, tal

que VO = (M, N) e (z,y) = C define implicitamente a solu¢do da equagio diferencial.

e Calculo de ¢
Atendendo a que V& = (M, N) tem-se que:

0P
o 20 +2 & B(z,y) = 22y° + 22 + c(y)

Por outro lado

0P
e N & 6y +d(y)=6xy> & d(y)=0
Y

tem-se assim que ¢(y) =ce

®(z,y) =22y +22+c , c€eR

e Calculo da solucao geral da equacao
Para M, N e ® definidas acima

, oe 09
M(z,y) + N(z,y)y =0 < 8x+3yy_
& g@(w =

ax 7y -

& O(z,y)=c

& 2yi+2c=k

Ou seja as curvas de nivel da fungdo ®(x, y) definem implicitamente a solug3o geral
da equacdo diferencial. Dado que neste caso se consegue resolver a equacdo em
ordem a y, obtemos a forma explicita da solucao da equacao diferencial

3 k - 21’
= EeR
y(z) 5o 0 k€




(d) Note-se em primeiro lugar que a equagdo ndo é linear nem separavel. Resta-nos
investigar se serd uma equagdo exacta (ou redutivel a exacta). Definindo

M(z,y) :%—Fﬁx , N(z,y)=logx —2

Dado que ambas as fun¢des sdo de classe C' em U = {(z,y) : >0,y € R}, e
OM 1 _ON
dy x Oz

concluimos que se trata de uma equagdo exacta, pelo que existe ®(x,y) : U — R, tal
que VO = (M, N) e (z,y) = C define implicitamente a solu¢do da equagio diferencial.

e Calculo de ¢
Atendendo a que V® = (M, N) tem-se que:

0P
% Yi6r o ®(x,y) = ylogz + 32% + c(y)
7@

Por outro lado

0P
50 = N & logoz+d(y)=logr—2 <« d(y) =-2
Y
tem-se assim que c(y) = -2y +ce

®(z,y) =ylogr +32> —2y+c , c€R

e Calculo da solucao geral da equacao
Para M, N e ® definidas acima

, 9o 00 ,
M(z,y)+ N(z,y)y' =0 < %+8_yy_
& ﬁ@(l‘ )=0

ax 7y -

& O(z,y)=c
& ylogz +32° -2y =k
Ou seja as curvas de nivel da fungdo ®(x, y) definem implicitamente a solugdo geral

da equacdo diferencial. Dado que neste caso se consegue resolver a equacdo em
ordem a y, obtemos a forma explicita da solu¢ao da equacao diferencial

-3z + k

logz — 2 k= =
y(logx — 2) + 3z~ + 0 & y(x) gz 2

em que k € R.

10



8. Considere a equacao diferencial

Y (3 dy
z —1 =0 1
~+ (y* — logz) e (1)
a) Verifique que (1) tem um factor integrante da forma p = u(y) e determine-o.

b) Prove que as solugdes de (1) sdo dadas implicitamente por ®(z,y) = C, onde C é
uma constante arbitrdria e

1 1
O(x,y) = §y2 + glogx

c¢) Determine a solucdo de (1) que satisfaz a condic3o inicial y(1) = v/2.

Resolucao:

(a) Sendo

Y

M(‘ray>:; ) N(J?,y):y3—10g$

é 6bvio que

oM 1 ON 1

oy = or  «x
pelo que teremos que investigar a existéncia de um factor integrante. Vamos averiguar
se existird (y) (como sugerido, tal que a equacido

Yy 3 dy
u(y)x + u(y) (v* — log z) -

é exacta, isto € verifica

Efectuando as derivadas

Ny _ oL
W)~ +ply)— = —uly) -
e para x # 0, y # 0 obtemos
W) = ——pnly)
pelo que
ply) =y
é um factor integrante da equagdo.
(b) Pela alinea (a) a equagdo
1 log(z), ,
il _ -0
o (y /2 )y

11



é exacta, pelo que existe ® : D C R? — R verifcando

1_1%@)

x_y>y y2

Vo(z,y) = (

e ®(x,y) = C define implicitamente a solu¢do da equacgdo diferencial. Para calcular ®

0P 1 1
00 L o 0wy = Liogat et
o () 1 lorsl() 2
og(w , og(x y
AT 2 ogz+c(y) =y )2 cly) =5 +ec

e finalmente )

1 Yy
P | E g
(z,y) yogm+—2

define implicitamente a solucdo da equacdo diferencial como se queria mostrar.

(c) Dado que y(1) = V2, tem-se C' = 1, e visto N(1, \/§) = 2v/2 # 0, o Teorema da

funcao Implicita garante existéncia e unicidade de solucdo do PVI, definida pela equagao
1 2

—logz + Y _1=0

Y 2

para x numa vizinhanca de zo = 1.

. Considere a equacao diferencial

dy_ vy
dx 4y? + 2z

a) Mostre que esta equagdo tem um factor integrante p = u(y).
b) Determine a solugcdo que satisfaz a condi¢do inicial y(1) = 1.

c¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solu¢do que calculou na alinea anterior.

Resolucao:

(a) A equagdo pode ser escrita na forma

dy
4y” + 22) = =
y+(y+x)dx 0

Fazendo
M(z,y)=y ,  N(z,y)=4y"+2x

12



é 6bvio que
oM ON
—=1#—=2
Ay 7 ox

pelo que teremos que investigar a existéncia de um factor integrante. Vamos averiguar
se existird p(y) (como sugerido), tal que a equacido

w)y + nly) (49° + 2z) % =0

é exacta, isto é verifica

Efectuando as derivadas

e para y # 0 obtemos

pelo que

é um factor integrante da equacao.

(b) Pela alinea (a) a equagdo
y? + (4y° + 2zy)y’ =0
é exacta, pelo que existe ® : R? — R verifcando
V(z,y) = (v, 4° + 2zy)

e ®(x,y) = C define implicitamente a solu¢do da equacgdo diferencial. Para calcular ®

0d
o= & O@y) =y’ +c(y)
© 0D
5y ~ W2y & By +dy) =4+ 2y & oy) =y +e

e finalmente
O(z,y) =zy’ +y' =C

define implicitamente a solu¢do da equagdo diferencial. Dado que y(1) = 1, tem-se que
C' = 2. Por outro lado N(1,1) = 6 # 0, o Teorema da Fun¢do Implicita garante a
existéncia de solugdo tnica do PVI, definida por

zy? +yt—2=0 (2)

13



10.

para x numa vizinhanca de zo = 1.

(c) Para calcular o intervalo méximo de solugdo, note-se que, resolvendo a equagdo (2)
em ordem a y

—r+ V22 +38
y(ﬂf)z\/ 2

(onde as escolhas dos ramos das raizes foi baseado no facto de os dados iniciais zp = 1 > 0
eyo=1>0). Dadoque 2 +8 >0 e
—x+Vr2+8>0 , VreR

tem-se que o intervalo maximo de solucdo é R.

Considere o problema de valor inicial:

1 d
e <— +loga7) +2ylogx—y =0
x dx

Obtenha explicitamente a solucdo deste problema e determine o seu intervalo maximo de
definicao.

Resolucao:

Trata-se de uma equacao da forma
M(z,y) + N(z,y)y' =0,

com M(z,y) =y (£ 4+ logz) e N(x,y) = 2ylog x. Estas funcdes estdo definidas e sdo
de classe C' no semi-plano

U={(r,y) €eR*: 2 >0}

Temos que

oM 2y ON 2y

— = —+4+2ylogzr e — =—7,

dy x e Ox x
pelo que a equacdo nao é exacta. Multiplicando a equagao por um factor integrante
= p(z,y), obtém-se:

(@, y) M (2, y) + p(x,y)N(z,y)y" = 0.

14



Para que esta equacdo seja exacta, . devera verificar

0 0
—(uM) = —(uN
o (uM) 5 W ),
o que é equivalente a
1 0 2 0 2
y2 (— + log:c) or + (_y + 2ylog:c> = 2ylogx—M + u—y,
z dy z ox z
ou, ainda:
1 0 0
e (— + log :1:) o 2y log o2 —2ylog xp (3)
x dy ox

Parece pois provavel a existéncia de um factor integrante dependente apenas de z. De
facto, admitindo que pu = p(zx), entdo g—‘y‘ =0, g—;‘ = u/(z), pelo que a equagdo (3)
reduz-se a:

f=p

Podemos entdo tomar pu(x) = e*. Desta forma, a equagdo:
1 d
e’ (— + log x> y* + 2ye” log + 2 — ¢
x dz

é exacta, e portanto existe F'(z,y) tal que esta mesma equagdo se pode escrever:

d

T F(z,y(x)) = 0.

I é entao o potencial do campo gradiente (ex (% + log x) y?, 2ye” log x) Assim sendo:

oF
8_y = 2ye” log x.
Integrando (em ordem a y), obtém-se:
F(z,y) = y*e”log x + h(x). (4)

Por outro lado, como

or 1 1
— = y2e” (— + logx) +h'(x) =€" (— + logx) v,
ox x x

temos h/(z) = 0, pelo que se pode tomar h(z) = 0 em (4). A solugdo geral da equagido
diferencial é entao dada implicitamente por:

y*e“logz = C, com C € R.

15



11.

Da condig3o inicial y(e) = —1, resulta que C' = e°.

Como logx # 0 para x numa vizinhan¢a de e, podemos dividir por e”logx e obter
(escolhendo o sinal de acordo com a condi¢do inicial):

66 66-&3
= _ =—4] ) 5
y(z) e*logx log ()

Esta expressdo define uma fun¢do continuamente diferenciavel em |1, +00[ e satisfaz a
forma implicita da solucdo nesse intervalo. De acordo com (5), temos que a solugdo
explode quando = — 1, pelo que |1, +00[ é mesmo o intervalo maximo de solugdo.

Considere a equacao diferencial ordinaria
d
(42°y + 3zy® + 2y°) + (22° 4 3%y + day?) d_y =0 (6)
x

a) Mostre que (6) tem um factor integrante do tipo p = u(xy).

b) Mostre que a solu¢do de (6) com condigdo inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente
pela expressio ziy? + x3y3 + 22yt = 1.

c) Determine o polinédmio de Taylor de segunda ordem, no ponto — 1, da solugdo dada
implicitamente na alinea anterior.

Resolucao:

(a) Admitindo que a equagdo (6) admite um factor integrante do tipo p = u(zy), tem-se
que

d
w(zy) (42°y + 3zy® + 2y°) + p(zy) (22° + 32%y + 4zy®) —= =0

a9y
dx
€ uma equacgao exacta, pelo que
9 2 2 3 0 3 2 2
8—y(,u(xy) (42%y + 3zy® + 2y°) ) = £<u(xy) (22° + 32%y + 4zy?) )

Como

a%u(:cy) = //(:vy)a%(xy) = ' (zy)
a%u(a:y) = u’(ﬂcy)g(aﬁy) = yu'(zy)
tem-se

i (zy)z (42°y + 3zy® + 2y°) + p(zy)(42” + 62y + 6y°) =
1 (zy)y (22° + 32y + day®) + p(zy) (62 + 6zy + 4y°)

16



Fazendo v = zy, obtém-se entao

W)= (o) & ple)=v & ulay) =y

Por construcao a equagao

vy (42°y + 3zy® + 2y°) + zy (22° + 32%y + 4day?) % =0
é exacta, pelo que existe ® : R? — R tal que

Vo(z,y) = (423 + 322y + 2xy*, 22ty + 323y + 42%y®)

e ®(z,y) = C define implicitamente a solugdo da equagdo. Para calcular ®,

0P
e 4o3y® + 32%3 + 2zt = B(x,9) = 2ty + 2397 4+ 2%yt + c(y)
i

0D
S0 = 2xty + 323y + 42%y® = 2z%y + 323y + 40P + () = 22ty + 323y + 42?8
Y

o que implica ¢(y) = c¢. Tem-se ent3o
®(z,y) =2 + 2% + 2%y = C

define implicitamente a solugdo da equagdo diferencial. Finalmente, visto y(—1) =1 e
N(—1,1) = —3 # 0, o Teorema da Fungdo Implicita garante a existéncia de solu¢do
tnica de (6) definida por

gy + 2P+ 2%yt - 1=0
para x numa vizinhanca de o = —1 como se queria mostrar.

(c) O polinémio de Taylor de segunda ordem pedido, sera

(r+1)2

Py(z) = y(=1) + ¢ (=1)(z + 1) +y"(-1)—
E dado que y(—1) =1, e atendendo a que

42ty 4 3wy + 2°
243 4 3a2y + day?

y'(z)
para todo (z,y) em R? que n3o anule 22° + 322y + 421>, tem-se em particular que

42ty + 3wy + 27

— =—-1
223 + 322y + 4xy? l(zy)=(-1,1)

y'(—1)
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Finalmente, derivando (7) em ordem a x

(8zy + 4x2y' + 3y* + 6zyy’ + 6y*y') (223 + 322y + 4xy?)

" . _
yi@) = (223 4 322y + 4xy?)?

(422y + 3xy? + 29%) (622 + 62y + 322y + 4y + S8xyy')
(223 + 322y + 4xy?)?

Sabendo que se z = —1, y =1 e 3y = —1, tem-se entdo

12. Sejam f e g fungdes diferencidveis em R,
(a) Determine todas as fungdes f que tornam exata a equagdo diferencial

dy _

. 0.

y?*senz +yf(x)

(b) Determine todas as possiveis fungdes g, de modo que a equagdo

dy
—4+y+2x=0
g(x)dx vy
admite p(z) = x como factor integrante.

(c) Sendo a € R, a equagio
e“secy —tgy+y =0

admite um factor integrante da forma u(x,y) = e* cosy. Determine a e resolva a
equacao.

Resolucao:

(a) Sendo
M(z,y) =y*senz , N(z,y)=yf(z)

que s3o funcdes de classe C1(IR?), a equag3o serd exacta sse para todo (z,y) € R?

OM 0N

- = = 2 — ! = -2
dy 5 & Zysenz yf'(z) < f(z) cosT + ¢

18



com ¢ € R.

(b) Sendo p(x) = x um factor integrante, significa que a equagdo

d
xg(x)% +yr+a2>=0

é uma equacgao exacta. Entao

%(yx—i—f) = %(mg(x)) &S o= %(wg(m)) & xg(r) = x——l—c & g(x) = g+§

com c € R.
(c) Sendo p(z,y) um factor integrante da equacdo tem.se que a equagio

(a+1)z

e cosy(e®secy —tgy) + e cosyy =0 & e — e seny + e* cosyy’ =0

é exacta. Ou seja

9
y

(a+1)x ax 9 azx ax ax
<e —e Seny>:%<e cosy) & —e™cosy = ae’ cosy

para todo (z,y) € R?. Para que esta igualdade se verifique a = —1 e assim pu(z,y) =
e *cosy e a equagao
1—e“seny+e “cosyy =0

€ exacta. Entao, sendo
M(z,y)=1—e"seny , N(z,y)=e “cosy

existe ®(z,y) : R? — R, tal que V® = (M, N) e ®(x,y) = C define implicitamente a
solucdo da equacdo diferencial.

e Calculo de ¢
Atendendo a que V& = (M, N) tem-se que:

0P
= l—eseny < P(zr,y)=x+e “seny+ c(y)
i
Por outro lado
0P 9]
o N & a—y(m +e Tseny + c(y)> =ePcosy & d(y) =0

tem-se assim que c¢(y) =ce

O(z,y) =x+e “seny+c , ceR
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e Calculo da solucao geral da equacao
Para M, N e ® definidas acima

o 0d
;o il IE
M(z,y)+ N(z,y)y' =0 & 8x+3yy 0
0
& O(z,y)=c

& x+e Pseny=k

Ou seja as curvas de nivel da fungdo ®(x,y) definem implicitamente a solugdo geral
da equacao diferencial. Resolvendo em ordem a y obtem-se a solucao geral explicita

y(x) = arcsin (e"”(k — .7:)) , keR

2 Exercicios Propostos

1.

Determine todas as solugcdes das seguintes equagoes diferenciais ordinarias

dy 9 ,  Yycosx dy 3z*°+2z—4
_ = b — _ e —_—
(2) de Y (b) Y 14292 () dx 2y — 2
dv 1—40?
(d) vy =l+z+y’+ay’ () o—=—2— (f) ' =ylogy)

Determine a solugcao dos seguintes problemas de valor inicial:

dy _ dy

T
(@ L =y3-2), y0)=5 () FL=20coty, y(0)=T
dy 2,2 42,2 dy _senw
(€) =1+t +y" +1%", y(0) (d) dc " logy’ y(m) =e

Considere a equacdo diferencial separdvel ze? senxz — yy' = 0. Determine a solugdo (na
forma implicita) desta equacdo que satisfaz a condicdo inicial y(3) = —1.

Resolva as seguintes equac¢oes diferenciais efectuando a mudanca de varidvel sugerida no
problema 5 da seccdo anterior.

d
(a)y = (82 + 2y +1)? (b)2x—y—|—(4x—2y+3)£:0,
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. Considere uma popula¢do num ecosistema, P(t), cujo crescimento é proporcional a P(t) e

a quantidade de recursos disponiveis. A quantidade de recursos disponiveis é proporcional

a (1 — %) onde K é a capacidade de carga (a populagdo méxima que os recursos do

ecosistema conseguem suportar). A fungdo P(t) evolui de acordo com a equacdo logistica:

Admitindo que P(0) = P, > 0.

a) Sendo z(t) = % e zg = L2, escreva o problema de valor inicial satisfeito por z(t) e
resolva-o.

b) Determine P(t) para qualquer ¢ > 0, e calcule o tlim P(t). Esboce os graficos das
—00
solugdes obtidas nos casos Py =0, 0< Py < K, Fh=K e Py > K.

. Determine a solucdo da equacao diferencial

% = %;;254 , t>0 e >0
que verifica a condi¢3o inicial z(1) = 1 e indique o intervalo maximo de definicdo da solugio.
Sugestao: Considere a mudanga de varavel v = z/t.
. Mostre que qualquer equacao separavel,
M(z) + N(y)y' =0
é exata.

. Determine a solucdo dos problemas de Cauchy

(@) 2y’ +x+yz’y =0, y(1) =1 (b) cosy+ (y° —aseny)y’ =0, y(0) =1

(c) 22y — 32 + (22 —2y)y =0, y(0) = —1
(d) cosz —zsenz + 3 + 2zyy’ =0 , y(r) =1

. Determine o factor integrante e a solu¢ao de cada um dos seguintes problemas de valor
inicial:

(@) y—(z+6y")y' =0, y(1)=1  (b) 52" —y*+2yy' =0, y(0) = -3

(c) z+y+tg(x)y =0, y(=)=—1 (d)2y+ (v —sen/y)y =0, y(2) = 7*

NN
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10. Considere a equacao diferencial
__y
de  ye¥y —2x
(a) Mostre que esta equagdo tem um factor integrante = pu(y).

(b) Determine a solugdo que satisfaz a condigdo inicial y(0) = 1.
11. Considere a equacao diferencial

d
3y + 52y + (3zy + 2x3)d—y =0
x

(a) Determine os valores de inteiros p e ¢ de modo a que pu(z,y) = 2Py? seja um factor
integrante da equacao.

(b) Determine a solu¢do da equagdo que verifica y(1) = —1.
12. Mostre que as seguintes equacdes diferenciais ndo s3o nem exactas nem redutiveis a exacta

com fatores integrantes sé dependendo de x ou de y. Mostre que admitem factor integrante
da forma indicada, determine-o e resolva as equacdes.

2,,3
y
(2) = +2(1+y")y =0, com pu(x,y) = p(zy’)

d
(b) 2* +y* —z — y% =0, com p(z,y) = p(z® +y?)
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10.
11.

12.

Solucoes

. (a) y(x) 2., CeRouy(z)=0 (b) ye¥’ = Ke*no K € R

( = 02
(€ y@)=1+Vad+a2—dz+Couylz)=1-Vad+22—4dz+C, CeR
(d) y(z) = tg(z - 2 40),CeR (e)4?—1=Cz 3 CeR
(F) y(t) =", K eR

(

2

. (a) y(x) =he¥ = (b) y(x) =arctg(z®+1) (c) y(t) =tg(l+ % +71)

(d) y(1 —logy) =1+ cosz
(14 y)e ¥ =xcosx —senx+1

(a) 8z + 2y + 1 =2tg(4x + ¢) (b) 5z + 10y + ¢ = 3log |10x — 5y + 6.

ca) o/ = kx(l —x), 2(0) =z, 2(t) = —2<— parat € R.

1+xzo(ert—1)"

b) P(t) = el

K+Po(er™—1)

cy(z) = V2t — 1 e Iyax :]—4\}—5, +00]

@) y(@) =4/EZ  (b) 3zcosy+yP—1=0 (c) y(z)=Z=veldritd

2 2

(d) y(x) =v—cosx

(@) ply) =y % y(a) = B2 (b)) p(z) = e % y(z) = —/b(2% + 22+ 2) — €

T—1-xsenz—cosz

(c) w(z) =cosx; y(zr) = — (d) w(y) =1/\/y; x\/y+cos/y =2n—1
(@) uy) =y (b) oy’ — (v — 2y +2)e’ = -2
(@ p=2eq=1 (b) y(x)=—a"

() w(z,y) = 55 ye 37 = K22, com K € R\ {0} ou y(z)=0.
(b) p(z,y) = (@ +y*) " ylx) =Vee —a? ou y(z) = —Vee* — 22,

23



