Academia da Forca Aérea
Base Aérea N2 1

Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
1° Semestre 2020/2021

Ficha de Problemas n? 8a
Existéncia, unicidade, prolongamento e comparacao de solucoes

Exercicios Resolvidos

1. Para cada uma das seguintes equacoes diferenciais, esboce o campo de direc¢Oes e trace
os respectivos tipos de solucdes .

(a)y'=%7 (b)y'=(2—-y)(y—1),
@ =y(1-3). @y =1,

O que é um campo de direcoes?

Um campo de diregdes da equacdo diferencial

y/ = f(tvy)

é um grafico constituido por segmentos de recta orientados com origem em cada ponto,
(t,y) € R?, onde f estd definida. Cada um desses segmentos de recta deve ser tangente
ao grafico da solugdo da equagdo diferencial no ponto (t,y); ele é, na verdade, uma re-
presentacdo miniaturizada da recta tangente ao grafico da solu¢do da equacdo diferencial
que passa no ponto (t,y).

Pode-se tracar um campo de direcSes de qualquer equacdo diferencial da forma ¢y’ =
f(z,y), mas o mesmo s6 tem utilidade quando f satisfaz as condi¢des do teorema de
Picard. Em particular, a unicidade de solugdo dos problemas de valor inicial é muito im-
portante porque impede que os graficos de duas solugdes com condi¢des iniciais distintas
se intersectem; e isto possibilita o posicionamento relativo desses graficos.

Como tracar um campo de direcoes?

Para tracar um campo de direcoes constroi-se um recticulado, por exemplo,
{(n,m) : n,m e Z}

e calcula-se em todos os seus pontos o valor de f( ). Os valores obtidos sdo o declive
da recta tangente ao grafico de y(z) no ponto (n,m). Desenha-se entdo um pequeno
segmento com origem em (n,m) e com declive f(n,m).

n,m
n,m

’
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Uma vez tracado o campo de direcOes tracado podemos usa-lo para esbocar as solucoes
da equacdo diferencial. Se estivermos nas condicdes do teorema de Picard, a unicidade
de solucao de qualuger problema de valor inicial garante que duas solugdes com origem
em pontos iniciais distintos nunca se intersectam. Dado que este tracado envolve er-
ros, é a unicidade de solucao que torna possivel o esboco de solucdes qualitativamente
semelhantes as solucdes exactas.

Exemplo

Vamos tracar o campo de dire¢Ges e esbocar algumas solugcdes da equagao diferencial
y=y-=x

Vamos calcular 3 usando alguns valores de (z,y) € {(n,m) € Z*, =2 < n,m < 2}.
Assim para x = —2

Para x = —1
-2 1 -1 112
y'|—=1] 0 |1[2]3
Paraxz =0
21 =1101]2
y' | =2 | —=11]0 2
Paraxz =1
-2/ —=110 1|1
" =-3|-2|-110

e paraxr =2
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Figura 2: Campo de direcdes de 4/ = y — = e a solugdo que passa em (1, 1)

Resolva os problemas cuja solucao se apresenta de seguida.



Solucao:

ty
!

ty
1+¢2

Figura 3: Campo de direcdes e algumas solucdes de 3y =

Figura 4: Campo de direcdes e algumas solucdes de ¢/ = (2 —y) (y — 1)

)y =y(1—y°)



2. Mostre que o problema de valor inicial

dy

—= = 2ty*?
dt y
y(0) = 0,

tem infinitas solucdes, e explique porque esse facto ndo contradiz o Teorema de Picard.

Resolucao



Comegamos por notar que a solugdo constante y(t) = 0 é solu¢do do PVI. Por outro lado, se
y(t) # 0 a equagdo pode ser escrita na forma

d £rey’
yiz/gdigt/:Qt PN /y2/3dy:/2tdt+c o 3y1/3:t2+c = y(t):( ;‘C)

Visto termos obtido uma func3o polinomial, verifica-se que estas solucdes s3o de classe C' em
R e também verificam a equagdo diferencial quando ¢ < 0 e y(t) = 0 & t = ++/—c (basta
substituir a solugdo geral obtida na equagdo diferencial). A solugdo que verifica a condi¢do
inicial y(0) =0 é
t6
t) = —

y(t) = 5
pelo que acabdmos de obter uma segunda solugdo do PVI.
Podemos agora utilizar o método de ‘“cortar” e “colar” a solucao geral

2 C3
=CEE e ym=0

e, dessa forma, obter novas solucdes do PVI. Para isso é certamente necessario tomar ¢ tal que
a fung¢do obtida é continua no ponto de “colagem” (que designamos por t1):

7 3
lim< +C) -0 o c=-f
t—ty 3

Assim, para t; > 0, define-se
0 se t <t
m®=9 @ -8y
27

Calculando também as derivadas laterais de y;, no ponto de “colagem” (exercicio) verifica-se
que

se t > 1

fa(t1) = 0= fi(t1)

Desta forma, y;, € diferenciavel em R e verifica a equagdo diferencial para qualquer t € R; note
que foi construida a custa de solucdes da equacdo diferencial, portanto sé faltava verificar que
a satisfazia também no ponto de “colagem”. Além disso, ¥, (0) = 0.

De igual modo, para cada to < 0
(t* —t3)°

Yto (t) = 27
0 se t > sg

se t < sg

é também solucdo do PVI.

Finalmente, o facto de existir uma infinidade de solugdes deve-se a que a fungdo f(t,y) = Qtq%/3
é continua em y > 0, mas n3o é de classe C' em qualquer conjunto que contenha pontos da
forma (¢,0). De facto:

_ +
37y Sy —%Hoo quando y — 0.



3. Para p um nimero real 1 < p < 2 considere

fey) =plyl> . (ty) eR?
Considere-se o (PVI)

v =fty) , y0)=0
Mostre que o (PVI) admite uma infinidade de solu¢des. Explique porque
é que isto n3o contradiz o teorema de Picard.

Resolucao

Uma das solugdess do (PVI) é a solugdo constante y.(t) = 0. Por outro lado, se y(t) > 0 a
equacado pode ser escrita na forma

1 _p1 dy d 1 —14+1L 1
— P — = = - ;Dd):l /p:t t = t @
oY il dt(/py y &y +c & ylt)=(t+c)

Esta solucao é continuamente diferenciavel e verifica a equacao para qualquer ¢ € R. A condicdo
inicial y(0) = 0 é satisfeita se tomarmos ¢ = 0; assim sendo, outra solu¢do do PVI é

y(t) =

Podemos ainda definir outras duas fun¢des “cortando e colando” estas duas solugdes:

P
y+(t): 0 se t<O0 7 y*(t): tP se t<O0
tP se t>0 0 se t>0

Verifica-se que

e yT(t) e y () sdo diferencidveis em R (note-se que, como p > 1 em ambos os caso a
derivada em 0 existe e é 0)
e yT(t) e y(t) sdo solucdes da equagio diferencial.
ey (0)=y(0)=0
Conclui-se que ambas s3o solucdes do PVI.

Finalmente, utilizando a solucdo geral da equacdo

y(t) =t = k)"
(onde fizémos k = —c) e a solugdo nula, podemos construir uma infinidade de solugdes:
0 se t<k
yi(t) = { (t— k)P se £k tomando k > 0.

_ _ (t—Fk)P se t<k
Y, () = {0 I tomando k <0



Para verificar que n3o ha contradicdo entre estas conclusdes e o Teorema de Picard, note-se
que f é continua em R? e
af p—1 _1

lim —=Ilim=——1y » =0
y—>08y y—=0 p y

pelo que f n3o é de classe C' em qualquer conjunto que contenha pontos da recta y = 0.

Concluimos entdo que a continuidade de f implica existéncia de solu¢do do PVI, mas o facto
de f n3o ser de classe C'! numa vizinhanca de (0,0) abre a possibilidade de que a unicidade de
solucdo do PVI possa falhar.

. Seja z(t) > 0 é uma funcio real continua tal que

2(t) < C+ k/otz(s)ds, (1)

parat > 0, onde C é k sdo constantes reais positivas. Prove a seguinte
desigualdade:
2(t) < CeM, vt > 0.

Esta proposicao é uma versao simples da conhecida desigualdade de Gronwall,
sendo muito usada na teoria qualitativa das equacdes diferenciais.
Resolucao

Considere-se a fungdo v definida em [0, +-00[ pelo segundo membro de (1):
def ¢
v(t) = C—i—k/ z(s)ds
0

Note que, por hipétese, z(t) < v(t). Pelo teorema fundamental do célculo, v é de classe C! e
a sua derivada é dada por:
V'(t) = ko(t)  Vt>0.

Esta equacido é equivalente a:
/ —kt, 1 —kt d( _jt
V() —kv(t) =0 < e "(t)—ke"u(t)=0 <& @<e v(t)) =0.
Isto significa que a funcdo e**v(t) é constante; em particular, para qualquer ¢t > 0,
e Fu(t) = v(0).

Conclui-se entdo que:



5. Dados dois nimeros reais, by e by, arbitrdrios, considere os problemas de
valor inicial

y/ = f(ta y)v y<0) = by

y/ - f(tv y)7 y(O) =b

e as respectivas solugoes:

yo(t) = y(t,0,b0) e  wi(t) =y(t,0,b1).
Suponha também que f é de classe C'! em R? e g—f é limitada em R2.
v

Determine uma fungdo () tal que

1) = yo(t)| < |b1 — bo|e(t) (2)

para todo o t > 0. Esta proposicao mostra a dependéncia continua das
solucoes do PVI da condic3o inicial.

Sugestao: Utilize a desigualdade de Gronwall (veja o problema anterior).

Resolucao:

Dado que yo(t) é solu¢do do primeiro PVI entdo

Yo(t) = bo + /0 f(s,90(s)) ds

e analogamente, sendo y;(t) solugdo do segundo PVI,

y1(t) = b1 + /0 f(s,y1(s)) ds

|y1(t) — wo(t)|

by +/0 f(s,1(s)) ds — by — /0 f(s,z0(s)) ds

< B -tol+ [ 105 0(0) = Fo. )]

Visto ‘%z];) < K em R?, para certo K > 0, ent3o pelo teorema de Lagrange existe ¢ = ¢(s) (no
intervalo de extremos y1(s) e yo(s)) tal que:

£ (s:91(5)) = £(s,90(5)) | = ‘gi(t’ )| [y1(5) = yo(s)] < K y1(s) — yo(s)| (3)




A desigualdade (3) designa-se por condicdo de Lipshitz relativa a y; K diz-se a constante
de Lipshitz de f. Desta forma,

w2(8) — wo(®)] < [by —bo| + K /0 [¥2(s) — o(s)| ds

onde K é a constante de Lipschitz de f. Aplicando a desigualdade de Gronwall com C =
|z1 — @o| >0 e 2(t) = |z1(t) — zo(t)| = O

[y1(t) = 5o ()] < [b1 — bole™.

Podemos assim tomar ¢(t) 4 oKt em (2).

. Mostre que o problema de valor inicial (abrev. PVI)
x/ — ecosx 7 .%‘(0) =0

tem uma solucdo dnica em R.
Resolucao:

Considere-se f(t,x) = e“°**. Observa-se o seguinte

, ) estd definida e é continua em R?

COos T

° estd definida e é é continua em R2

o f(t
8 — —senze
A

e A condigdo inicial (tg,z) = (0,0) € R?

Tem-se entdo que as condicdes do teorema de Picard s3o verificadas em R? e, como tal, o
PVI admite uma dnica solugcdo definida, z4(t), definida para t numa vizinhanga de 0. Para
demonstrar que a solugdo estd definida em R vamos usar o teorema da extensdo de solucoes:
esse teorema diz-nos que se o PVI satisfaz as condi¢coes do teorema de Picard entdo a solugdo
dnica, z(t), pode ser prolongada a um intervalo maximal, ]a,b[. Esse intervalo serd R a ndo
ser que a solugdo z(t) exploda quando ¢t — b~ (ou quando t — a™).

Para mostrar que tal ndo pode acontecer vejamos em primeiro lugar que, para todo o (¢, z) € R?,
|cosz| <1 = lf(t,z)| <e.

Considere-se o PVI auxiliar
u=c , u(0)=0,

(com ¢ = =+e) cuja solugdo é x(t) = ct (definida em R). Pelo teorema da comparagdo de
solugdes, e tendo em conta que —e < f(t,x) < e,

—et <z(t)<et Vt>0 e et <z(t) < —et V<0

10



Mas isto mostra que
lz(t)| <elt| Vte]a,b.

Por isso, z(t) ndo pode explodir, pelo que esta definida em R.

. Considere o PVI

T
/ €

14 e
Mostre que existe uma solucdo tnica definida em R.
Resolucao:

x . x(0) =0.

]

Considere-se f(t,7) = 17=. Observa-se o seguinte

o f(t,x) estd definida e é continua em R?

ﬁ . eZ 5 o o o 0 z 2
* 5 = @2 estad definida e é é continua em R

e A condicio inicial (tg,70) = (0,0) € R?

Tem-se ent3o que as condicdes do teorema de Picard s3o verificadas em R? e, como tal, o PVI
admite uma Unica solugdo definida, x(t), definida para ¢t numa vizinhanga de 0. Atendendo a

que
lf(t,z)| <1,  V(t,z) € R?

e procedendo como no problema anterior, o teorema da comparacdo de solugdes mostra-nos

que
z(t)] < [t]

no intervalo onde x(t) estd definida. Isto mostra que a solugdo n3o explode, pelo que e estd

definida em R.

. Considere-se o problema de valor inicial:

dy 2 2
¢ 1)=0
- +y° , y(l)

Mostre que que existe 0 € ]1, 1+ g] tal que 1in{}y(t) = 400, ou seja, a
4)

solu¢do y(t) do PVI explode quando t — 6.
Resolucao:

11



1 dy

Temos, para t > 1, %’ > y? + 1 ou seja Fad > 1. Integrando ambos os membros desta

desigualdade entre 1 e ¢, obtém-se:

arctg (y(t)) —arctg (y(1)) =t —1

pelo que arctgy >t + ¢. Assim, a solucao do PVI verifica

y(t) > tg(t —1).

Tendo em conta que lim tg (¢t — 1) = 400, entdo existe O € ]1, 1+ g] tal que
t—=14+7

lim (t) = +00.
tgy() +00

9. Considere o problema de valor inicial

L Teos (t+ z)

x(0)=1
Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solucao é R.
Resolucao:
A fun¢do f(t,x) = % é continua em IR? e é facil de verificar que também % é continua

em R? . Pelo Teorema de Picard conclui-se que o PVI admite soluc3o tinica numa vizinhanca
do valor inicial tg = 0. Estimando o médulo de f(¢,x):

’f(t,l‘)‘ =

‘xcos (t+2) ||
1+ 222 — 1+ 222

Aplicando o teorema da comparagdo de solugdes da forma usual, verifica-se que a solu¢do x(t)
do PVI satisfaz:

1—t<az(t) <1+t Vi >0
1+t<zit)<1l-—t Vi <0

Isto prova que a solucido ndo explode. Como o dominio de f é R?, pelo teorema de extensio
de solucdes o intervalo maximo de existéncia é R.

10. Mostre que o seguinte problema de valor inicial:

12



dy 1

A 32y i+ 1)

tem uma dnica solugdo y(t), definida para ¢t € [0, +oc], e calcule tliin y(t) .
—+00

Sugestdo. N3o tente resolver a equagdo diferencial. Considere a fun¢do u(t) definida por

du_ 1
dt  3u?
u(0)=1.

Determine explicitamente a fun¢do u(t) e mostre que

dy 1
W 3 (ut)? + (¢ +1)

Depois, integre ambos os membros desta desigualdade entre 0 e .

Resolucao:

Definindo
1

Ly)=——""3
ft:) 3y?+ (t+1)3

o dominio de f é

D= {(t,y) ER? : 32+ (t+1)3 7éo} :RQ\{(t,y) - (—1,0)}

Comegemos por mostrar existéncia e unicidade de solucdo local. Verifica-se facilmente que
tanto f como 0f/0y sdo continuas em D; como também (t9,y0) = (0,1) € D, o teorema
de Picard assegura existéncia de uma tnica solucdo local do PVI. Isto significa que a solucdo,
y(t), existe e é Unica para t €] — 3, 5[. Em particular, exite uma tnica solugdo, y(t), do PVI
no intervalo I = [0, 3. Falta mostrar que podemos tomar 3 = oo, nesta ultima afirmag3o.

Pelo teorema de extens3o de solugdo, basta mostrar que nem (¢, y(t)) converge para fronteira
de D quando t — (3, nem |y(t)| — oo quando t — (3. Como n3o conhecemos a solu¢do do
PVI, teremos que usar o teorema de comparacao de solucgdes.

Como estamos a estudar a solucdo para ¢ > 0, e como nao existe qualquer ponto fronteiro de
D para t > 0, podemos desde ja descartar a possibilidade de (¢,y(t)) atingir a fronteira de D
quando t — (.

13



Para verificar que a solucdo n3o explode, basta ter em conta que, para t > 0,
2 2 2
y+(t+1)s >0+13 =1

Assim sendo,
0< f(t,y) <1 (4)

para y € R e ¢t > 0. Considerando os problemas de valor inicial (com ¢ =0 ou ¢ = 1)

U=c

u(0) =1
cujas unicas solugdes (em [0, +0o0[) sdo dadas por u(t) = ¢t + 1. Usando as desigualdades (4)
e o teorema de comparacao de solugdes, resulta que:

1<y@t)<t+1, Vt>0. (5)
De (5) podemos concluir que

y(t) ndo explode no extremo superior do intervalo maximo de solu¢do;

y(t) > 1 para t > 0.

Desta forma, o teorema de extens3o de solu¢do diz-nos que a y(t) esta definida no intervalo
I = [0, +o0[. Para calcular o limite de y(¢) quando t — +o0, consideremos o PVI auxiliar

du 1
dt  3u?
u(0)=1.

& & % d . -
A solugao geral da equacdo separdvel 3u2d—1j =1éud=t+e¢ comceR. Usando a condicio

inicial obtém-se u(t) = (¢ 4 1)3, estando esta solugdo definida em [0, +o00]. Tendo em conta

que, paray e Ret >0,
1 1

RNV Rt

pelo teorema de comparagdo de solugdes podemos concluir que

fty)

y(t) <ult) = (t+1)3, ¥t >0.

Mas ent3o:
dy 1 1 1 1 _2
dt 3(yt)’ + (t+1)5  3(u®)’+(E+1)5  4¢+1)5 4

Integrando ambos os membros desta desigualdade entre 0 e ¢, obtém-se

t

v =y0) > 7 [+ = Je+ ) 0—i<t+1>%—

=~ w

)

14



ou seja,
3
v = S+1)

Podemos assim concluir que:

wl=
+

— 400 quando t — +o00.

2 Exercicios Propostos

1.

Para cada uma das seguintes equacdes diferenciais, esboce o campo de direc¢bes e trace os
respectivos tipos de solucdes .

@y=-12 0 Y=e-pu-) © y=y0-p) @ y=15

Mostre que existe uma solucio de classe C'! para o problema de valor inicial

dy

—Z = 6t /12
dt
y(0)=0,

diferente da solugdo y(t) = 0, Vt € R. Explique porque é que isto ndo contradiz o teorema

de Picard.

Mostre que o problema de valor inicial

dy 1/2
a7
y(0) =0,

tem infinitas solucdes, e explique porque esse facto ndo contradiz o Teorema de Picard.

Majorando e minorando as seguintes equacdes, obtenha estimativas para os intervalos
maximos de definicao dos problemas de valor inicial indicados.

dy ecos(ty)
dt Y3

(@ Y_acgty), yO0)=2  (b)

0) =1
= . y(0)

dy 2y
(c) i A y(0)

15



Nota: Em (c), a fun¢do constante igual a 0 é uma solugdo da equagdo.

5. Determine o limite quando t — oo da solucdo do problema de valor inicial
(ey + sen 41/)3/ =y—y'  ,  y0)=3

6. Considere o seguinte problema de valor inicial

dy
1—ty—2 =1 — 92
( )ydt y
y(1/2) =2,

(a) Determine uma solug¢do do PVI, e justifique que essa é a Unica solugdo do problema
numa vizinhanca suficientemente pequena de % onde esteja definida.

(b) Mostre que o PVI admite um nimero infinito de solu¢des definidas em R.

(c) Diga, justificando, porque ndo ha contradigdo ao Teorema de Picard.
7. Considere o problema de valor inicial

Yoty ) =0 ()

(i) Determine a solugdo de (6) e indique o seu intervalo maximo de solug3o.

(ii) Considere agora o problema de valor inicial

dy 2
o (14+y)e? , y()

(a) Sem tentar resolver a equagio, justifique que o problema tem localmente uma e
uma sé solucao.

(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solu¢do é limitado superiormente,
isto é, existe § > 1 tal que lim y(t) = £oc.
t—pB—

Sugestao: Comece por mostrar que a solu¢do é uma fungdo crescente para t > 1,
e relacione com o problema (6).

8. Considere o problema de Cauchy:

(a) Mostre que o problema tem solugdo tnica definida numa vizinhanga de 0, | — o, .

(b) Mostre que o intervalo maximo de solugdo do problema contém [0, 00| e determine

tliglo y(t).

16



(c) Escreva uma equagdo integral que é equivalente ao P.V.l. para y € C'(] — «, a|).

9. Considere a equacao

d
d—ri = cos (t + ¢€Y)

(a) Justifique que a solugdo de qualquer problema de valor inicial y(ty) = yo € Unica.

(b) Mostre que a solu¢do do problema de valor inicial y(0) = 0 satisfaz —t < y(t) <t
parat > 0.

(c) Mais geralmente, mostre que
ly(t) —yol <[t —to] Wt

(d) Determine os intervalos maximos de definicdo das solu¢des desta equacio.

10. Seja f : R? — R uma fungdo continua tal que f(¢,0) = 0 para qualquer t € R e
1
lf(t,y) — ft,x)] < §]y — x| , paratodosos (t,x), (t,y) € R?

Considere o problema de valor inicial

y/:_y+f<tay) ) y(0>:1

(a) Mostre que este problema tem solugdo tinica numa vizinhanga de ¢ = 0.

(b) Mostre que o intervalo maximo de existéncia de solugdo é R.

11. (a) Sex(t) é a solugdo de uma equagdo diferencial ‘fl—f = f(t,z(t)), determine uma equagdo
satisfeita pela fung¢do y(t) = x(—t).

(b) Mostre que todas as solu¢des da equagdo diferencial
dx

— =sen (¢ £3
dt (te) +

sdo fungBes pares (quando prolongadas ao seu intervalo maximo de defini¢go).
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Solucoes

1. Ver solugBes na Secgdo 1 (Exercicios resolvidos).
2. y(t) =1°

(z +c)?
4

3. Com a solugdo de equilibrio y(x) = 0 e a solugdo geral y.(z) = , ¢ € R, podemos

definir uma infinidade de solugGes do (PVI):

— para a € R}

0 se r<o«
y;(x) = { (mia)Z
= se T >

— para a € Ry

@l o r<a
- 1
Yo () =

0 se T>

4. (a) Iyax = R (b) Iyax =], +00[ em que a € [—e/4, —e™1 /4]
(€) Ivax =] — 00, af em que a €]0, ¢!
5. tEinooy(t) =1
6. (a) y(t) = /1 +12(1 — t)?
(b) Com a solugdo do (PVI) y(t) = /1 + 12(1 — t)? e a solugdo geral y(t) = /1 — ¢(1 —t)?,

¢ € R podemos definir uma infinidade de solugdes do (PVI) definidas em R por

1+12(1—¢t)? se t<1
Ye(w) = , ceR
l—c(1—=1t)?2 se t>1

7 () y(t) = tg L e Iy =] — VAFL VAL
8. (b) tLlerooy(t) = 400

11. (a) G = —f(~t,y(1))
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