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1 Exercicios Resolvidos

1.1 Parametrizacao de Superficies

1. Determine uma representacao paramétrica para as superficies definidas como se segue.

(a) A superficie definida por x +2y + 32z =4, z, y e z € R.

(b) O plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os vectores (1,1,—1) e (1,—1,1).
(c) A esfera de centro na origem e de raio 4.
(d)

d) A superficie S caracterizada por x? + y? + 2> = 16 e z > 0. (Apresente duas
parametrizacdes distintas desta superficie S).

(e) A superficie z = 4 — y? cortada pelos planos z =0, z =2 e z = 0.

(f) A face do cilindro (z — 2)% + 22 = 4 entre os planos y = 0 e y = 3.

(g) A superficie esférica #2 + y? + 2% = 3 situada entre os planos z = v/3/2 e z =
—/3/2.

(h) A superficie de revolugdo, obtida por uma rotacdo de um angulo de 27 radianos em
torno do eixo Oy, da curva v parametrizada por

r(t) = (f(t)vg(t)70) ; te [a> b]
onde f(t) > 0 para qualquer ¢ € [a,b].

Resolucao:



(a) Trata-se do plano de equagdo = + 2y + 3z = 4. Dado que x = 4 — 2y — 3z (ou seja,
os pontos da superficie sdo o grafico de uma fun¢do = = g(y, z)) tomamos y e z como
parametros e consideramos

z=4—2u—3v
y=u , (u,v)€R2
z2=0

como uma parametrizacao da superficie S. Também podemos considerar como parame-
trizagOes de S as fungdes vectoriais

r=Uu
y = 4—u—3v ’ (U,U) c R2
zZ =7

onde consideramos x e z como parametros, e

I
S

. (u,v) € R?

—u—2v

SIS
|
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onde consideramos x € y como parametros.

Outra parametrizagao surge naturalmente da equagdo vectorial de um plano. Atendendo
aos vectores directores do plano, os quais podem ser facilmente obtidos a partir de trés
pontos do plano que nao sejam colineares, é possivel obter a equacao vectorial do plano.
De facto, consideremos os seguintes pontos do plano = + 2y + 3z =4

A(-1,1,1) , B@B3,-1,1) e (C(-4,1,2)
a que correspondem os vectores directores do plano
AB=B—A=(4,-2,0) ¢ AC=C—A=(-3,0,1)
O plano x + 2y + 3z = 4 tem entdo por equac¢ao vectorial
(x,y,z):A—i-t@—i—sﬁ , t,seR

ou seja
(x,y,2) = (—1,1,1) + t(4,-2,0) + s(-3,0,1) , ¢,s€R.

Daqui resultam as equac¢des paramétricas:
z=—1+4f —3s

y=1-2t (t,s) € R*.
z=1+s



(b) A equagio vectorial do plano é dada por
(r,y,2) =(1,2,-3) +u(l,1,-1) + v(1,-1,1)
com u e v € R. Tem-se entdo que

r=1+u+v
y=24+u—v
z=-3—u+twv

e, como tal, uma parametrizacao sera
r(u,v)=1+u+v,24+u—v,-3—u+v) , wuveER

c) Trata-se da superficie S definida pela condicdo 22 + 3% + 22 = 16. Utilizando
(c)
coordenadas esféricas,

x = pcosfsenyp

y = psenfsen (1)
2= pcosyp
com 0 € |0,27[ e ¢ € ]0, [, v&-se que S é constituida por todos os pontos dados por
(1) tais que p = 4; ou seja,
x = 4cosfsenyp
y = 4senfsenp

z=4cosp

com (0, ¢) € T =]0, 2r[x]0, 7[. Assim sendo, a parametrizagdo pretendida é:

9(0, ) = (4cosfsenp,4senfsen p,4cosp) para (0,¢) € T.

(d) Trata-se do hemisfério norte (a "metade superior”) da superficie esférica de centro
na origem, (0,0,0), e raio 4. Como na alinea anterior, podemos considerar para S uma
parametrizacdo baseada nas coordenadas esféricas (1)

x = 4cosfsenyp
y =4senfsenp

z=4cosp

onde 6 € ]0,27[ mas ¢ € ]0,%[ (que nos da os angulos ¢ correspondentes apenas aos
pontos do hemisfério norte da esfera).

Pode-se obter uma outra parametrizacao resolvendo a equacdo da esfera em ordem a z:

z=14/16 — 22 — 92,



Como z > 0 (hemisfério norte), a solugdo que nos interessa é a que corresponde ao sinal
positivo. A projeccao da esfera no plano xy é o disco

B = {(xy) eER?:2x? +12 < 1},

pelo que a parametrizacdo é

y=1y
2 =14/16 — 22 — y?

para (z,y) € B, ou seja
g($,y)=<$,y,\/16—$2—y2>, (x,y)GB

(e) A superficie obtém-se por translagio da pardbola z = 4 — y? segundo a direcdo
do eixo dos x (faga uma figura). E ent3o conveniente usar x como um dos pardmetros.
Dado que z = 1 — 42, tomamos também y como parametro. Assim sendo,

T =1u
Yy=v
2 =4 — p?

onde 0 < x < 2 implica que 0 < u < 2. Por outro lado, sendo S cortada pelo plano
z=0entdoz>0 & 4—19>>0 & —2 < v < 2. Obteve-se assim a parametrizacio

r(u,v):(u,v,4—1)2) , O<u<2, 2<wv<2.

(f) Tratando-se de uma superficie cilindrica com eixo na recta (z,y, z) = (2,¢,0), t € R,
é de todo conveniente usar as coordenadas cilindricas:
xr =2+ pcosl

y=t
z = psenf

z =2+ 2cosf
y=t
z=2send

e uma parametriza¢ao sera

r(t,0) = (2+2cosb,t,2senf) |, 0<t<3 , 0<6<2m.



(g) Neste exercicio é conveniente usar coordenadas esféricas. Assim, escolhendo os
angulos dessas coordenadas para parametros, vamos ter

T = \/gsengocose
Yy = \/gsengpcose
Z = \/gcosgp

ou seja, a parametriza¢ao dada por:
r(6,p) = <\/§sengpc089,ﬁsengpcos@,x@cosgp)

Sabemos que a esfera foi cortada pelos planos horizontais z = \/3/2 e z = —\/3/2,
o que n3o restringe #; como tal, § € ]0,2n[. Por outro lado, como qualquer ponto da
superficie tem coordenada z no intervalo | —v/3/2,1/3/2[, temos que

2m

1 1 1 1
—3<cosp <3 <& arccosy; <p<m—arccos; & F<p< I

Resulta entdo que ¢ € | %, 27|

373

(h) Cada um dos pontos de () = (f(t),g(t)) descreve uma circunferéncia centrada
num ponto do eixo Oy, e contida no plano y = ¢(t) (que é paralelo ao plano coordenado
xz); nesta rotagdo, a coordenada y permanece com o valor g(t), enquanto (z, z) descreve
uma circunferéncia de raio f(t) centrada no ponto (0, ¢g(¢),0). Deste modo, obtém-se a
superficie de revolucao parametrizada por

r(t,0) = (f(t)cos@, g(t), f(1) sene)

paraa<t<bel(<6<2m.

. ldentifique a superficie parametrizada por:

(a) r(u,v) = (veosu,vsenu,v), 0 < u <2re0 <wv<h, onde h>0éum real
dado.

(b) r(u,v) =(L,u,v),0<u<10<v<l.
(¢) r(u,v) = (u,v,u* 4+ v?) com (u,v) € D = {(u,v) € R* : u? +v* < 1}.

Resolucao:

(@) Como se vé, a superficie estd parametrizada a custa de coordenadas cilindricas.
Tomando isso em consideracdo, pode-se eliminar os parametros u e v como se segue:

x2+y2:112 e z=0V < 22::(;2—1—3/2



A superficie é pois uma parte do cone com vértice no origem, geratriz z = = e eixo de
simetria coincidente com o eixo dos z. Olhando agora para o dominio dos pardmetros
observa-se que z = v é positivo € menor que h; assim, a superficie é a face lateral do

cone dada por z = /2?2 + 32, com 0 < z < h.

(b) Trata de uma por¢do de um plano, dado que a parametriza¢do é uma transformacgéo
linear. Ora y = u e z = v significam que y e z podem tomar quaisquer valores nos
intervalos indicados. Assim, a equacao cartesiana da superficie é

=1l

comO<y<lelO<z<l.
(c) Conforme se constata por elimina¢do dos pardmetros u = = e v = y, a fungdo r(u, v)
parametriza o paraboldide de equacao
z=2>+9y* com 2*+y <1
equivalente a
z=2°4+9y* com 0<z<l1.

Note que z = u® + v? < 1 é consequéncia de u* + v? < 1. O dominio D = {(z,y) :
22 + y? < 1} corresponde a projec¢io da superficie cénica 22 =22 + 9> e 0 < 2z < 1 no
plano xy.

1.2 Integral de Superficie e Fluxo

. Calcule integral de superficie de f(z,y,z) = /224 y?>+1/4 sendo S a por¢do do
paraboloide z = 9 — 22 — 3? acima do plano zOy.

Resolucao:
Comecemos por parametrizar a superficie. Dado que a intersecdo do paraboldide com o
plano z = 0 é 2% + y? = 9, consideraremos a parametrizacio
rT=2x
g(@,y)=q ¥y=v

z2=9— 2% —¢?

em que T = {(z,y) € R?: 2% + y% < 9}. Sendo assim



J[rwaas = [[ o) |52 <

_ / / VBT R+ 1/4 ||(22, 29, 1) dedy

dxdy

= //T V24 y? +1/4+/(22)2 4 (2y)2 + 1dady

= // 2/x2 + 92 + 1/4 /22 + y2 + 1 /4 dxdy
T

_ 2// (a® + 42 + 1) dady
T

Usando coordenadas polares neste dltimo integral em T C R?

x = pcosf
y = psenf

emque 0 <p<3el<b<2m,

o3 + 2\|3 171
//dezZ/ /(p2+%l)pdpdt9:47r<%+p—)‘ :iw
S 0 0 ® /o 2

. Determine a area da superficie dada por

(a) A parte inferior da esfera x® + 3> + 2% = 2 cortada pelo cone 2z = /a2 + 12
(b) z=2a?+y? com z < 1.
(c) A fronteira do sélido limitado pelas superficies z = 1, z = 4, >+ =1e

z=z%+y>

Resolucao:

(a) Sejam
T =rsenq¢ cosb
Yy = rsen¢ sen 6
Z = 1Ccos ¢

Note-se que na esfera 7 = /22 + 42 + 22 = /2. A interseccdo da esfera com o cone é:

x2+y2+z2:2 e z=+22+y* = P42 =2 & 2=1 & z=1,



pois z > 0. Logo,
1=v2senp < ¢=mn/4

Para a parte da esfera que esta abaixo do cone, temos pois que 7 < ¢ < . Assim sendo,
(¢,0) = (V2sen ¢ cos 0, V2 sen ¢sen 6, v/2 cos ¢)

com 7 < ¢ <7mel <0< 2m Desta forma

g; (\/Ecosgbcosﬁ V2 cos ¢send, \/ﬁsenqﬁ)
) 0
8—2 — (—V2sen ¢sen §, v/2sen ¢ cos 6, 0)
Logo,
or  Or “ 2 =
8_¢X89 = ﬂcosqﬁcos@ \/§cos¢sen0 —\/§sen¢

—V2sen¢gsenf /2sen ¢ cosb 0
= (2sen® ¢ cosf,2sen” psen f, 2 sen ¢ cos @)

Disso resulta que

= /4sen? ¢ cos? § + 4sent psen? f 4 4sen? ¢ cos? ¢ = 2| sen ¢| = 2sen ¢

|52

(pois 7 < ¢ < ). Assim,

Voly(S) = //D

2w ™
= / /2sen¢d¢d6 = 21(2+V?2)
0 J3

or Or

I da
90 = a0

(b) A superficie S é uma por¢cio do paraboléide de equagio z = 22 + 3> . Uma
parametrizagdo de S é (ver exercicio 5(c)), é

g(u,v) = (u,v, u? + v2)

com D = {u?+v? <1}, e
99 . 99

9 < 0 = (2u,2v,1)



A area de superficie pedida é
Voly(S) = // II(2u, 2v,1)||dS = // V1+4u? + 4v? dudv
s D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, podemos usar coordenadas
polares (z = p cosf e y = psen @) pelo que

2T 1 -1
Voly(S) :/ / V1+4p?pdpdd = %
o Jo

(c) O sdlido é a parte interior ao paraboldide 2 = % + y? e exterior a superficie cilindrica
2% 4+ y* = 1 compreendida entre os planos horizontais z = 1 e z = 4. O seu topo, que
designamos por St, é a coroa circular

l<az?+9°<4 contida no plano z = 4;

a superficie (lateral) interior, S;, é a face do cilindro dada por z% + y* = 1 e a superficie
(lateral) exterior, Sy, é o paraboldide z = 22 + y?, ambas entre os planos z =1 e z = 3.
Intersectando tanto o paraboldide como o cilindro com o plano z = 1 obtém-se a mesma
curva: 22 +y? =1, z = 1. Assim, a base do sélido é uma curva que, como tal, nio
contribui para o valor da drea. Assim sendo, e executando desde j4 o célculo (elementar!)
das areas de St e S;:

V0l2(8> = VOlQ(ST) == VOlQ(Sl) = VOZQ(SQ)
= (m-22—7-1%) + (27-1)-3 + Volz(S,)
= O + VOZQ(SQ)

Quanto a area de S, sabemos que

Voly(S2) = //S s

Para calcular o integral, vamos comecar por parametrizar a superficie. Em coordenadas
cartesianas

9(x,y) = (z,y,2> + ¢*)
onde g: T — S, com T = {(z,y) e R? : 1 < a? + y* < 2}. Assim:

Voly(S2) = //T

= // VAax? +4y? + 1 dx dy
T

or Or
_X_

oz <y dx dy




Mudando para coordenadas polares,
2w
Voly(S2) = / / 47“ +1 2 dr df

3/22 .
_ 2--(4 1) ‘ _ —<NW2—5Wﬁ
7T3-8 ™ 4 6

1

Finalmente .
Vola(S) = ww+g(ww2—5wﬁ

. Seja f : K — R de classe C' no compacto K C R? com fronteira de contetido nulo e
interior ndo-vazio. Mostre que a area da superficie z = f(x,y), para (z,y) € K, é dada

pela férmula
2 2
9 d
://[(\/1+<a—£> +<a—£> dx dy

Aproveite o resultado para determinar a drea da porcao do paraboloide hiperbdlico z =

y? — 22 que esta entre os cilindros 22 + 3> = 1 e 2% +y* = 4.

Resolucao:

Uma parametrizagdo da superficie, que designamos por S, é g : K — S dada por

9(z,y) = (z,y, f(z,9)).

A area de S é, pois, dada por

dS dudv
Temos assim que
dg of dg of
1,0, =— 0,1
ou ( 8:6) T <’ " Oy
e
€1 €3 €3
9 09 |y g e |_( 0 _9f
ou~ Ov oz ox’ 8@/’ '
0o 1 U

Desta forma




que é a férmula pretendida.

Vamos aplicar esta férmula ao célculo pedido. Temos que

2= flzy) =y -z

com D = {(z,y) : 1 < 2? +y* < 4}. Entdo:

Jlre () () aes
_ // V14492 + 422 dz dy.
D

Usando coordenadas polares temos que

A

r=rcosf , y=rsend

peloque 0 <O <7/2el<r <2 Entdo

n/2 2 2
A = / / V1+4r2rdrdd = 27?/ V1+4r2rdr
0 1 1

Fazendo a mudanca de varidvel v = 1+ 472 (o que implicab <u < 17e Z—jf = 8r. Entao

27r\/ﬁ

A= — w?dy =

T 1m3/2  £3/2
s /s 6(17 5°/2)

. Considere a superficie

S={(r,y,2) €ER® : y=2"+2>; 1 <y <4},

Sabendo que S tem densidade de massa dada por a(z,y, z) = /1 + 4(22 + 22) calcule
a massa total de S.

Resolucao:

A massa de S é dada pelo integral

M(S) = /adS
s
onde ¢ representa uma parametrizacao da superficie S. Considerando a parametrizacao

g(p,0) = (pcos, p?, psen) , 0<O<2m , 1<p<2

11



tem-se entao que

2 2 ag ag 2 )
M(S) :/0 /104(9(0»9)) %X% pdpdf = 27r/1 (1+4p%) pdp = 33m.

. Mostre que 367 é o valor do fluxo do campo vectorial
F('Ta Y, Z) = (07 07 Z)

através da superficie esférica S definida por 2% + y? + 2% = 9 orientada para fora de S.

Resolucao:

Atendendo as coordenadas esféricas, a superficie S pode ser parametrizada por
g(0,9) = (3sen ¢ cosh,3sen psend, 3 cos @)
para 6 €1]0,27[ e ¢ € ]0,7[ . Temos

89_

0g 99 _
90 -

d¢

Como tal, a expressao do vector normal necessario ao célculo do fluxo é dada por

(—3sen¢senf,3sen pcosh,0) (3cos ¢ cosb, 3 cospsenf, —3sen @)

09 _ dg
N - 20~ 96
€1 (&) €3

= | —3sen¢senf 3sen¢cosl 0
3cospcosf 3cospsentl —3seno

= (—9 sen? ¢ cos 0, —9sen A sen” ¢, —9 cos ¢ sen ¢)
Para que a superficie tenha orientacdo para fora ha que considerar o vector normal
—ﬁ = (9 sen? ¢ cos 6, 9 sen § sen? ¢, 9 cos ¢ sen gb)

que "aponta para cima” no hemisfério norte (onde ¢ € |0, 7/2[) e aponta " para baixo" no
hemisfério sul (onde ¢ € |7/2,7[. O fluxo do campo F' ao longo da superficie S é dado

12



pelo integral de superficie
//SF-de = //D (0,0,2(8,0)) - (= N(6,9)) do do

= // (3cos @) (9cos ¢psen @) df do
D

2 ™
= 27/ / sen ¢ cos® ¢ do df
o Jo

—cos?p|” 2

= 27-2r- = 27212
T T 3

= J36m.

1.3 Teorema da Divergéncia

8. Use o Teorema da divergéncia para calcular o valor de

J[F-vas

em que
(a) F(x,y,2) = (sen(rx), zy>, 22+4z) e S é a superficie do paralelipipedo —1 < x < 2,
0<y<lel<z<4
(b) F(z,y,2) = (2x2,1 — 4xy?, 22 — 2%) e S é a superficie do sélido limitado por

z=16—22% - 2y? e o plano z = 0.
(c) F(x,y,z2) = (—2ry,y% 32) e S a superficie que limita o sélido
B={(z,y,2) eR® : 2 + > +2° <1l e 2> +y}

Resolucao:

(a) Vamos usar o Teorema da divergéncia na seguinte forma:

//SF«de:///EdideV

sendo F o paralelipipedo limitado pelos planos + = —1, x =2, y =0,y =1, z=1c¢e
z = 4. Temos ent3o que os limites de integracao serao

13



Por outro lado

oo 0 P N _ 2
div F = 5 (sen(mz)) + 3y (zy°) + az(z + 4z) = wcos(mx) + 32y° + 22

Basta-nos agora calcular o integral

//SF'VdS = ///EdideV

2 1 4
= / / / (7 cos(mx) + 3zy* + 22)dz dy dx
—-1Jo J1

135
2

(b) Vamos usar o Teorema da divergéncia forma:

[ Fvas= [[[ aivrav

sendo F o sélido limitado pela superficie do paraboldide z = 6 —22% —2y?, 2 > 0. Assim,
E={(z,y,2) €R® : 22 +4*> <3,0< 2 < 6 — 222 — 29}

ou, usando coordenadas cilindricas © = pcosf, y = psenf, z = z:
E={(p,0,z2) : O<p<\/§,0<¢9<27r,0<z<6—2p2}

Por outro lado

0 0 0
ivF =—(2 (1 -4y + —(22—2%) =22 — A—22—92—
div 8x(xz>+8y( xy)+az(z 2%) =2z — 8xy + 2 8y

//SF-udS = ///EdideV
= ///E(2—8:cy)dV

V3 2w p6—2p2
= / / / (2 — 8p? cos ) sen ) pdzdf dp
o Jo Jo
187
(c) Vamos usar o Teorema da divergéncia na forma:

//SF-I/dS:///BdideV

14

Assim



sendo B a bola 22 +y? + 22 < 1 com z > x + y, ou seja acima do plano z = x + y.
Note-se que iremos calcular o integral triplo de

., 0 0, 0 B B
d1vF—a—x(—2xy)+a—y(y)+&(32)— 2y+2y+3=3

B:{(x,y,z)E]R3 i tyi<l e J:+y<z<\/1—x2—y2}

Usando coordenadas cilindricas

em

r=pcost , y=psenl , z=2=z

onde 0 < p<1,0<6<2mep(cosh+send) < z</1—p? temos que
1 p2n py/1—p2
//F-udS—///SdV—3// / pdzdfdp =2
S B 0 0 p(cos O+sen 0)

. Use o teorema da divergéncia para calcular [[(22 4 2y + 2*)dS onde S é a esfera
22+t 422 = 1.
Resolucao:

A superficie S em quest3o é a esfera unitaria, que é a fronteira da bola unitdria B dada
por z2 + y? + 2% < 1 e tem um vector normal num ponto (z,y, z) da forma (z,y, 2) (o
qual aponta para “fora”). Observe que a fungdo integranda é

2042y +2° = (2,2,2) - (2,4,2) = (2,2,2) - 1,
pois a normal unitaria em cada ponto de 0B é

V(2 +y>+22-1) 1
= = —(22,2y,2z) = :
4 HV(:BZ y2 22 1)” 2( z, sy, 2) ("Ea%z)

Desta forma o integral que se pretende calcular é de facto o fluxo do campo (2,2, 2)
através de 0B. Pelo teorema da divergéncia,

//S<2x+2y+z2)ds = //3(272,,2).(%%2”5
= ///BdideV
= ///dezvog(B):%T

15



10. Seja S a parte do paraboléide z = 2 — 22 — y? que estd acima do plano z = 1. Calcule
o fluxo do campo vectorial

1

através de S na direcao da normal a S com terceira componente positiva. Note que F' é
da forma fG, onde f é um campo escalar e G um campo vectorial.

Resolucao:

Vamos calcular

//SF-de

usando o teorema da divergéncia. Mais uma vez se constata que S ndo é uma superficie
fechada e, assim, para que se possa usar o teorema é necessario “tapar” inferiormente S.
Considere-se

X=5UT

em que T ¢é a superficie {(z,y) : 2>+ y*> =1, 2 = 1}. Entdo ¥ é uma superficie
fechada, sendo V' o sélido limitado por X e v a normal exterior a X, tem-se que

//F-VdS://dideV
M 1%

//EF.ydsz/[gF.de+//TF_de
([ avrav= [[5viss [[ rvas

e, como tal, o integral pedido é

//SF-Vdsz///Vdidev_//TF.de

Vamos calcular estes dois integrais. Por um lado, fazendo r = ||(z,y,2)|| =
Va? +y? + 22, temos F = 5(z,y, z) e (veja o exercicio resolvido 6(a) da ficha 2)

divF =3r2 —3r5@?+42+22) =0

///VdideV:O
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11.

Por outro lado, em T tem-se v = (0,0, —1) e assim F-v = —r~32. Podemos parametrizar
T por g(p,0) = (pcosB, psend, 1), com 0 < p<1e0<f<2r. Entdo

//TF.ydsz—/Ol/ogw(p2+1)—3/zpd9dp:7r(\/—_2>
//SF«de:7r<2_\/§>

e finalmente

Seja r = /22 + y? + 22 e considere o campo vectorial G(z,y, z) = ¢(r)(z,y, z), onde
¢ : RT — R é de classe C' . Sabendo que ¢(1) = 1 e divG = 0, determine ¢ sem
calcular div G directamente.

Resolucao:

Estando G definido em R*\ {(0,0,0)}, consideremos o conjunto
V={(z,y,2) eR® : 1 <2®*+9°+ 22 < R}

Note-se que a fronteira de V' é constituida por duas superficies esféricas de raios 1 e
R, respectivamente. As respectivas normais unitarias e exteriores a V' sao os vectores
—(z,y,2) e %(x,y, z). Aplicando o teorema de Gauss em V' obtém-se

Jf[ aveav=[[ ¢ -vas

em que X é constituida pela esfera de raio 1, S; e pela esfera de raio R, Sg. Dado que

divG =0
//G-VdS:O
>
// G-l/dS+// G-vdS=0
S Sg

Fazemos o calculo do segundo integral, dado que para o primeiro basta fazer R = 1, no
resultado que vamos obter (e trocar o sinal, dado que a normal a S; aponta em sentido
contrério a de Sg). Sendo S = {(z,y,2) : ||(x,y,2)|| = R?}, tem-se que

G(z,y,2) = ¢(R)(x,y,2)

ou seja

17



e assim

1
/SRG~VCZS = /SRgb(R)(x’y’z).E(x7y’z)ds
o(R)

= 2 /], Wy 2ipas
= R¢(R) Vol; (Sr)

= 41p(R)R?

Fazendo R = 1 e trocando o sinal, obtemos

//S G-vdS = —dng(1)

Sabendo que ¢(1) = 1, tem-se

—Ar +4n¢(R)R* =0 = ¢(R) = %

1.4 Teorema de Stokes

. Usando o teorema de Stokes, calcule

//SrotF-7dS

(a) S o hemisfério superior (isto é, z > 0) da esfera 2 + y? + 2% = 4, em que se
considera a normal v com terceira componente positiva e

NOS Casos que se seguem.

F(ZE,y, Z) = <y7 -, nyS) .

(b) S é a parte do plano =+ z = 1 no interior do cilindro 22+ 3? < 1, em que a normal
tem terceira componente positiva e

F(z,y,2z) = (35, -2, y).

(c) S é formada pelo topo e pelos quatro lados (ndo inclui a base) do cubo de vértices
(:I: 1, +1, :I:l), em que 7/ é a normal unitaria exterior ao cubo e

F(z,y,2) = (wyz, zy, 2°yz)

18



Resolucao:

(a) Dado que estamos nas condicdes do teorema de Stokes, pois F' é de classe C!' em
R3 e S é uma superficie orientdvel, podemos utilizar este teorema.

//SrotF~7dS:%F-d7

sendo v = 0S o bordo de S, orientado de forma compativel com a normal indicada. O
caminho 7 é a intersecdo da esfera com o plano z = 0, ou seja, 2> + y? = 4 percorrida
em sentido directo (quando vista de cima); como tal, pode ser parametrizada por

v(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (2cost,2sent,0), t €0, 27].

Sendo F'(x,y,2z) = (y, —x, yx®), resulta pois que:

//rotF-?dS = fF-dfy
S oS

= j{(y, —x, yz°) - (dz, dy, dz)

5

2w
= / (QSent, —2cost, 16sent cos® t) - (—2sent,2cost,0)dt
0
2
= / (—4sen2t—4cos2t) dt = —8m
0

(b) Para determinar o bordo de S, calculamos a interseccdo da superficie cilindrica 2 +

y?=1comoplanoz+ 2z =1
rz+z=1

Projectando 0S no plano zy, obtém-se a circunferéncia z(0) = cosf, y(f) = senb,
onde 0 € [0,2x]. Da equagdo do plano (que contém S e 0S) z = 1 — z, pelo que a
parametrizacao do bordo é:

x(f) = cosf
y(0) = send para 0 € [0, 27].
2(0) =1 —cosf

19



Figura 1: S € a interseccdo do cilindro 22 + y> < 1 como planox + 2z =1 e S = 7 é uma
elipse.
Temos entao que o bordo tem a parametrizacao
v(0) = (cosb, senb, 1 — cosb), com 6 € [0,2n].

Note que S é orientdvel e o seu bordo, 7, tem sentido compativel com a normal dada.
Além disso, F(x,y,z) = (z,—z,y) é de classe C' em R3. Pelo teorema de Stokes:

//Sth-ﬁds - %F-dfy

2m
= / (cosf, cos — 1, senf) - (—sen, cosf, senf) df
0

27
:/ (—cos&sen@—l—cosQH—cos@—i—sen2t) db
0

1 27 27 27
= ——/ sen 20 df + / o + / cos 6 df
2 0 0 0

—_——

= 27
(c) A superficie S é constituida por todas as faces do cubo, excepto a que esta contida
no plano z = —1. O seu bordo, 95, é formado por todas as arestas do cubo que estdo

contidas plano z = —1, sendo percorridas no sentido indicado na figura abaixo (e que é
compativel com a orientagdo de .S).
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Figura 2: S e o bordo de S.

sendo v = 71 + 72 + 3 + 74 0 bordo de S orientado de forma compativel com a normal

indicada. Desta forma, 7 é

a concatenac3do dos segmentos de recta que formam as arestas

da parte inferior do cubo, e que s3o parametrizadas por:

1(

2

(

Ya(t
V3(t
4(t

)
)
)
)

)

Sendo F(z,y,2z) = (xyz,

(-1, —t, —1) com t € [—1,1];

(t, =1, —1) com t € [—1,1];
= (1,¢, —1) com t € [—1,1];

(—t, 1, —1) com t € [—1,1].

ry, 2%yz) de classe C'! em R3 e S uma superficie orientavel

cujo bordo é uma curva de Jordan, resulta do teorema de Stokes que:

//mF-?dS - %F-dﬂy
S oS
4
= Z/F-d’y
i=1 Y7

= /1(—t,t, t) - (0,—1,0)dt + /1 (t,—t, %) - (1,0,0) dt

1 !

+/1 (—t,t,—t)-(0,1,0)dt + /1 (t,—t,—t*) - (—1,0,0) dt

1 =1

- i

1
— / (—=t+t+t—t)dt = 0

1 ~~
i

0
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13. Utilizando o teorema de Stokes, transforme o integral ffs rot F - 7 dS num integral de
linha (trabalho de F' ao longo de um caminho) e calcule-o, sendo:

(a) S a superficie 2% + y* + 22 = 4, com y > 0, 7 a normal com segunda componente
positiva e
F(z,y,2) = (y,x,2%)

(b) S a superficie
{(x,y,z)€R3; 0<z<1,2°+y*=1,2>0, yZO},
7 a normal com componente em x positiva e
F(z,y,z) = (0,z,0)

(c) S é o hemisfério 2 + y*> + 22 = 1, x > 0, com orientac3o na direccdo do eixo dos
Te
F(z,y,z) = (¢"cosz, (2*+ 1)z, —y).

Resolucao:

(a) Pelo teorema de Stokes

//rotF-?dS = % F-dvy
S oS

em que 0S5 é o bordo da superficie S orientado de forma compativel com a escolha da
normal. Neste caso, OS é a intersecio da esfera 2%+ y* + 22 = 4 com o plano y = 0, ou
seja, é a curva 7% + 2% = 4, y = 0, com o sentido directo quando vista do ponto (0, 2,0).

Figura 3: S e o bordo de S.

Assim (ver figura) uma parametrizagdo de 05 é

v(0) = (2cos6,0,—2send), 6 € [0, 2]
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Sendo F(z,y,z) = (y,z,z*), temos entdo:

//rotF vdsS = £5F~dfy

2
= / (0,20080,4(}082 «9) - (—2sen@,0,—2cos @) do
0

2T 2T
= -8 / cos’0df = -8 / (cos 0 — sen? 6 cos 9) df
0 0

sen® 6
= -8 (sen&— 3 )

(b) Pelo teorema de Stokes

27

= 0

0

//rotF-ﬁds = j'{ F-dr
S oS

em que C é o bordo da superficie S orientada de forma compativel com a escolha da
normal. S é a parte da superficie cilindrica 22 + 9> =1comz >0,y >0e 0 < 2z < 1:

G

(10,0

e

Figura 4: S e o bordo de S.

Neste caso, o bordo de S é uma curva seccionalmente regular constituida por 4 caminhos
regulares, para os quais vamos usar as parametrizagoes:

gi(z) = (0,1, 2), z € [0,1] (de Ch);
go(t) = (cost,sent,1), t€[0,Z] (de —Cb);
gs(z) = (1,0,2), z €[0,1] (de — Cs);
9a(t) = (cost,sent,0), te€[0,2] (de Cy).
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Para o campo vectorial F(z,y,z) = (0,z,0), temos que

/F-dvz/xdy
as as

Desta forma, e calculando os integrais de linha de F' ao longo dos caminhos Cj;, i =
1,2,3,4, que verificam 905 = C; + Cy + C3 + Cy:

1
/mdy = /Odz = 0
Cq 0

1
/mdy = —/ 0dz = 0
C3 0

/2 /2
/xdy = —/ cost (sent)' dt = —/ cos® t dt
Co 0 0

/2 /2
/ rdy = / cost (sent) dt = / cos’tdl = — / xdy
Cy 0 0 Cs

Em conclus3o, e tendo em conta que os integrais ao longo de C5 e Cy cancelam:

4 4
//rotF-?dS = Z]{ F.dy = Z/ xdy = 0.
5 k=1"YCk k=17 Ci

(c) Pelo teorema de Stokes

//rotF-?dS = f F-dvy
S aS

em que O é o bordo da superficie S orientada de forma compativel com a escolha da
normal indicada. Neste caso, S € a intersecdo da esfera 22 4 y? + 22 = 1 com o plano
x = 0; trata-se da circunferéncia 22 + 22 = 1, x = 0, com o sentido directo quando vista
do ponto (1,0,0). Assim, uma parametrizacdo (compativel com a orientacdo de S) do
bordo de S é

g(0) = (0,cos0,send) , 6 €[0,2n].

Sendo F(z,y,2) = (e””y cos z, (x2 + 1)z, —y), temos pois que:

//rotF-?dS = ]{F-dy
S aS

2
= / (cos(sen 0), send, — cos 9) . (0, —senf, cos 9) de
0

27
= / (— sen? @ — cos? 0) dd = 27
0
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14. Use o teorema de Stokes para calcular 390 F' - dr onde:

(a) C é a curva de interse¢do do plano z = 2 com o cone z = \/x2 + y?, percorrida no
sentido anti-hordrio quando vista do ponto (0,0,5) e

F(z,y,2z) = (332 -y, 4z, xQ) )

(b) C é o tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), percorrido no sentido positivo
quando visto do ponto (5,5,5) e

Flz,y,z) = (z+y* y+2° 2+2%).

Resolucao:

(a) Pelo teorema de Stokes, temos que

]fCF-dr = //SrotF-7dS

sendo S uma superficie cujo bordo é C' e orientada de forma compativel com o sentido
indicado para C'. Deve notar que pode usar qualquer superficie nessas condi¢des. Assim
sendo, e em vez da superficie cénica sugerida pelo enunciado, consideramos o circulo

Sz{(m,y,z)€R3 : x2—|—y2<4,Z:2}.

Note que S é a base do cone /22 + y? < z < 2, pelo que o bordo de S coincide com
C. Parametrizando S por

9(p,8) = (pcosb, psend, 2) com p€10,2[, 0 €]0,2n],

a orientacdo associada a g é

€1 €2 €3
g_ix% = | cosf senf 0| = (0,0,p).

—psenfl pcosf 0

Esta orientacdo é compativel com o sentido de S — que é o sentido directo, quando C'
é vista de (0,0,5). Por outro lado:

rotF = | 2 2 21 = (—4,-22,1)
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Pelo teorema de Stokes:

/F'dr = //rotF~VdS
c s

2 2w
= / / (—4, —2pcos€,1) - (0,0, p) db dp
0o Jo

= /Oz/o%pdedp = 27?(%2 2) = A4r.

0
(b) Pelo teorema de Stokes temos que

jq{CF-dr = //SrotF-7dS

sendo S uma superficie cujao bordo é C' e 7 anormal a S compativel com o sentido
indicado para C'. Sendo que um vector normal ao plano que contém os trés vértices do
tridngulo é (1,1,1), a equagdo deste plano é

(x—1,9,2)-(1,1,1)=0 < z+y+z=1.
Consideramos a seguinte parametrizacao do triangulo:
g(xvy) = (ZL',y, l—z— y)7

com g estd definida na projecgdo do tridangulo sobre o plano xy:

T:{(x,y)eR2:0<x<1,0<y<1—x}

1 :\\\ \ji’,*X
Do
L?&% 1D7¢

Figura 5: A curva C', uma superficie plana, .S, cujo bordo é C, e o dominio de g, T'.

A orientacdo associada a esta parametrizacao é

€1 €2 €3
%:%X%: 1 0 -1 = (1,1,1),
oo 0 1 -1
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15.

sendo compativel com o sentido de C'; note que em caso contrario bastaria tomar -7

no lugar de 77, no célculo que se segue.

Por outro lado:

€1 ()] €3
rot F = | 2 a% 2 | = (-22,-2z,-2y) = —2(z,z,9)

z+y? y+22 2+

Pelo teorema de Stokes:

j{F-dr = //rotF-l/dS
c S
= // —2(l—z—y,z,y)-(1,1,1)dA
T
— —2//(}—$—y+x+g)dA
T ~~
{I{

= —2//TdA = —2Volb(T) = -2(3) = -1

Considere o campo vectorial
G(z,y,2z) = (yz, —xz, 22)
e a superficie
S = {(x,y,z) eER? : 24+ yi=1+2, O<z<1}.

Calcule o fluxo do rotacional de GG através de .S, segundo a normal com terceira compo-
nente negativa, usando:

(a) o teorema de Stokes;

(b) o teorema da divergéncia.

Resolucao:

(a) A superficie S é dada por z = 2% + 4* — 1, com

0<z<l1 = O<z’+y°—1<1 = 1<2®+y? <2
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Podemos pois parametriza-la por

g(z,y) = (z,y, *+y* - 1),

com g definida na coroa circular
A = {(x,y) eER?: 1 < a2®+y? <2}.

Como se pode ver pela figura seguinte, trata-se de uma superficie ndo elementar. Um
vector normal a S é

B o €1 €2 €3
%:a—gxa—g: 0 22| = (—2z, —2y, 1)
X
Y 0 1 2

Como necessitamos da normal a S com terceira componente negativa, tomamos —7. Em
consequéncia, para obter uma parametrizacdo para o bordo de S que seja compativel com
esta orientcdo precisamos que a fronteira de JA, que designamos por -, seja percorrida
no sentido inverso (ver figura).

Figura 6: Determinacao do bordo da superficie S.

Como tal, consideramos v = 1 + 75, onde

1) = (\/ﬁcost, —\/Esent), t €0, 2],
Y(t) = (cost, sent), t €0, 2x].

Note que Lt e L~ cancelam, pois s30 a mesma curva percorrida em sentidos inversos.
Resulta entao que o bordo de S é I' =17 +I';, onde

I'i(t) = gom(t) = (V2cost, —V2sent, 1), t € [0, 2],
[y(t) = gom(t) = (cost,sent, 0), t €0, 2m].
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De acordo com o Teorema de Stokes, e notando que G = 0 em I'y, temos:

//rotG-de = /G-dr = /G-dr+/G-dr
S r I s
—

2m
= / (—ﬂsent, —V/2 cost, 1)-(—\/§sent, —V/2 cost, 0) dt
0

2m
= / (2 sen’®t + 2 cos? t) dt
0

27
= / 2dt = 4m.
0

(b) Uma vez que o teorema da divergéncia sé se aplica a superficies que s3o fronteira de
dominios regulares, acrescentamos a superficie .S os circulos

T = {(x,y,z)€R3 cz2z=0 e x2+y2§2}

T, = {(:v,y,z)ER3 cz=1e :v2—|—y2§1}.

Em linguagem informal, podemos dizer que 7} é a “tampa” do sélido D e T, o seu
“fundo” (ver figura da alinea (a)), onde

D = {(x,y,z)eRS P+l <ltz e O<z<1}.

Assim sendo, 0D =T, UT5 U S. Sendo
€1 €9 €3

rotG = |2 6% 21 = (z,y,—22):

Yz —xz 2

aplicamos agora o teorema da divergéncia ao campo vectorial rot G, por forma a verifi-
carmos que o fluxo deste campo é, de facto, nulo:

// rotG-vdS = /// div(rot G) dV. = 0.
oD D~—~—
0

Por outro lado, como 0D =T, UT, U S:

//rotG-zMiS—l—// rotG-VdS+// rotG-vdS = // rotG-vdS = 0.
3 T T oD
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Utilizando

g(z,y) = (x,y,1) definida em D; = {(x,y) : 2* +3* < 2},
g2(z,y) = (x,y,0) definida em Dy = {(z,y) : 2° + 9 < 1},

como parametrizacdes de T} e T5, respectivamente, resulta assim que:

//rotG-l/dS = —// rotG-de—// rot G - vdS
S T T>

_ —//Dl(cc,y,—Q)-((),O,l)dA - //jjzgx,y,o);ﬁo,o,—lldA

- 2//[) dA = 2n<\/§)2 — 4.

16. Obtenha um potencial vectorial dos campos abaixo.

(a) f?($,y,2) :2(——y,Z,3I>
(b) F(x,y,z)= (yz,x,xyz)

Resolucao:

(a) Para que exista tal campo é necessario que div F' = 0. Entdo

divF = (%(—y)—l——(z)—l——(i%x) =0 emR’

pelo que se confirma que existe um campo vectorial G : R3 — R? (dado que as compo-
nentes de F' sd3o de classe C' em R?, sendo R® simplesmente conexo) tal que

rot G = F. (2)
Para determinar G = (G4, G2, G3), determinamos uma solucdo da equagdo (2):

€1 €9 €3

_ o) a 0
rotG = e 55 92
Gy Gy Gj

_ (0Gy  0Gy 0Gy 0Gs 090Gy 9Gi\ _ (= .2 30)
N dy 0z 0Oz ox’ Ox dy N 2 )
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Assim, vamos calcular funcdes GG1, GG e (G5 tais que

9G3 0Ga

8y 0z = =Y
0G1 _ 0G3 __ P
0z ox
Gy  90G1 __
e T oy = 3x.

Sabemos que existe uma solu¢do deste sistema tal que uma das componentes, G, G»
ou (i3, é nula. Podemos considerar, por exemplo, G (x,y, z) =0, e assim

9Gs _ 9Gy __

dy 3 Y
9Gs __

or z

0Gy __

52 = 3.

Integrando a terceira e a segunda equagbes em ordem a x obtém-se:

3
Galwy,2) = [3odo+ Mn2) = 35+ Ay,

Golw,2) = = [2do+ Aafy.2) = 2+ Aaly,2).
Substituindo na primeira equagdo, tem-se que

0 0 (3
o (— ot Aaln2) - 5 (B4 4n) = -,

ou seja,
A A
a Q(Q,Z) . @ 1(y,Z> = —y. (3)
dy 0z
Precisamos pois de determinar fungdes A;(y, z) e As(y, z) que verifiquem a equagdo (3).

Dado que temos uma equacgao e duas incégnitas, existem certamente solucdes tais que
Ai(y, z) = 0 (por exemplo). Desta forma, resta determinar As(y, z) tal que

aAQ(ya Z)) _
dy o

Primitivando em ordem a y, obtém-se

2

A, = [y dy+ BG) = ~L + BE).
Em conclusao,

3
GQ(xaya Z) = 5372, G3($,y,2) = Tz — % + B(Z)v
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ou seja,
2

G(z,y,z2) = <O, ng, —xz — % . B(z))

Observacao. Note que o problema pede apenas um potencial vectorial e ndo todos os
possiveis potenciais vectoriais, de F'; para resolver este ultimo problema n3ao poderiamos
ter feito as sucessivas escolhas que facilitam os calculos, mas restringem o conjunto de
funcdes onde se procura a solucdo. No entanto, do ponto de vista as aplicagdes, é em
geral apenas necessaria a determinacdo de um potencial vectorial, e ndo de todos.

(b) Para que exista tal campo é necessario que div /' = 0, o que é claramente verdadeiro
em R3. Podemos assim concluir que existe um campo vectorial G : R?* — R? (dado que
as componentes de F sdo de classe C'! em R?, e R® é simplesmente conexo) tal que
rot G = F. Para determinar G vamos considerar G = (G, G2, G3). Entdo

€1 €2 €3

0Gs 0Gy 0Gy 0Gs 0G oG
_ |l o9 9| _ 3 2 1 3 2 1 _ 2
otG =15 9y o ( dy 0z 0z dx’ Ox Dy ) (v2,2,7°)

G1 Gz G
Assim temos que calcular fun¢des Gy, G5 e G5 tais que
0Gs _ 9Gy __
dy a: _ Y*
0G1 _ 9Gy _
oz EER
0G2 _ 0G1 __ 2

ox oy LY
Podemos considerar (por exemplo) G3(z,y,z) = 0 e, assim,

0G2

52 Yz

0G1 __

0z 4

0G2 _ 0G1 __ 2
ox oy AL

Primitivando a primeira e a segunda equacao em ordem a z, obtemos

2

2
GQ(IL‘,y,Z) = /—yZdZ—f-Al(IE,’y) = _%+A2(may)

Gl(‘ray?z) = /IdZ—l—AQ(l’,y) = C(]Z+A1(Jf,y)

Substituindo na terceira equacao,

0 yz2 0 9
B (—7 +A2<x7y)) - 8_y($2+141(1'7y)) = Yy,
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que € equivalente a
0Ay(z,y))  OAi(z,y) _ 2y
Ox oy '
Resta pois o problema de determinar fungdes A;(x,y) e As(x, y) que verifiquem a equacdo

acima. Mais uma vez para simplificar os célculos, podemos (por exemplo) procurar
solugdes tais que A;(z,y) = 0. Vamos entdo determinar As(z,y) tal que

0As(z,y) o
o = xy°.

Primitivando em ordem a z, obtemos

2,,2

x
Aafa,y) = [()do + Bly) = 7L+ B,
Dado que B(y) é uma fung3o arbitraria, podemos escolher B(y) = 0 (por exemplo). Um
potencial vectorial para F' em R3 é:

P

2
Yz Ty
G = (22, - L 4+ 0).
(‘/E’ y? Z) (x’zﬂ 2 2 ) )

Neste tipo de problemas, pode ser boa ideia verificar, no final, que rot ' = G (fica como
exercicio para o aluno).

Exercicios Propostos

2.1 Parametrizacao de Superficies

1. Determine se os pontos P(3,—1,5) e Q(—1,3,4) pertencem a superficie parametrizada
por 7(u,v) = (u+ v,u® — v,u + v?).

2. Determine uma representacdo paramétrica das superficies descritas por:
(a) o plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os vetores (1,1, —1) e (1,—1,1).
(b)
(c)

)

c
(d) A parte do plano z = x + 3 no interior do cilindro 2% + y* = 1.

A porcio do cilindro y? + 22 = 16 que se encontra entre os planos z = 0 e x = 5.

A porg¢do no primeiro octante do cone z = \/x? + 2 entre os planos z = 0 e z = 3.

3. Identifique e faca um esboco da imagem da superficie parametrizada por

(@) r(u,v) = (u,v1—u2—v2v) comu?+v* <1
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(u,v) = (2senwu,3cosu,v), 0 <v <2
(¢) r(u,v) = (veosu,vsenu, -5) com 0 < u < 27 e v > 0.
(d) r(u,v) = (u+v,3—v,1+4u+ 5v), para u,v € R.

2.2 Integral de Superficie e Fluxo

4. Calcule a area da superficie dada por:

(a) g(u,v) = (u,v,1 —u—wv),u>0,v>0eu+v<1.

(b) g(u,v) = (u,v,1 —u—v)eu?+0v? <1

(c) A superficie esférica 2% +y?+ 22 = 1 que se encontra dentro do cone z > /22 + y2.
(d) g(u,v) = (u,v,u* +v*) eu® +v* < 4.

(e) r(u,v) = (cosu,v,senu) e u? + 4v* < 1.

(f) Porcdo da superficie cilindrica 2% + x? = 4 que se encontra no interior do cilindro

22 + y% < 4 e acima do plano zoy.
(g) Porcdo do cilindro 2 + y* =1 entre os planos z = 1 e 2z = 4.

(h) Superficie parametrizada por z = u?, y = uv, z = %vz, 0<u<l1l0<wv<2.
5. Considere a superficie parametrizada por
g(u,v) = (UU7U +tou,u— U)

(a) Determine o valor de ¢ de forma que o ponto (¢, 1,0) pertenca a superficie

(b) Admitindo que se restringe o dominio de g ao disco u? + v? < 1, calcule a 4rea da
parte da superficie correspondente.

6. Calcule o fluxo do campo vectorial F' através da superficie S orientada da forma indicada,
sendo:

(a) Considere o campo vectorial
F(z,y,2) = (0,22, 32y
e a superficie
S={(z,y,2) ER® : z=—-2?+¢y* 0O<az<1,0<y<l1}

orientada com a normal unitdria cuja terceira componente é positiva.
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(b) F(x,y,z)=(—y,z,2) e
S={(z,y,2) €R® : 2= +9°—1; 2<0; y >0},

orientada com a normal unitaria n tal que n, < 0.

(c) F(z,y,2) = (yz,xz,2xy) e S o cone definido por

z=+x2+y? , 0<z<l1

orientado com a normal n com terceira componente positiva.

(d) F(z,y,z) = h(r)(z,y,z), em que r = 2>+ y*+ 2% e h :]0, +0o[— R é uma funcdo
continua, e S a esfera de raio igual a um, centro na origem e orientada com a normal
n tal que n(0,0,1) = (0,0, 1).

2.3 Teorema da Divergéncia

7. Use o teorema da divergéncia para calcular ffSF -vdS onde

(a) F = (z,y,2%) e S é a fronteira do sélido B = {(x,y,2) € R® : 2% +¢y>+ 22 < 1}.

(b) F(z,y,2) = (0,0, +y+ 2?), S a fronteira do cilindro 2> + y> <4e0 < 2<3e
v é a normal unitdria que aponta para fora o cilindro.

(c) F(z,y,z) = (y*e*, —xy, rarctgy) e S é a superficie da regido delimitada pelos
planos coordenados e o plano =z +y + z = 1.

(d) F(z,y,2) = (ysenz,y*z,x + 3z) e S é a superficie da regido delimitada pelos
planos © = +1, y = +1 e z = £1.

8. Use o teorema da divergéncia para calcular ffSF -ndS onde

1
F(ZL’,y,Z) = <22$7 §y3+tg2, $2Z+y2>

e S é o hemisfério superior da esfera 22 4 2 + 2% = 1.

Nota: S ndo é uma superficie fechada.

9. Seja F = (zarctgy?, 23 In(z? + 1), z). Determine o fluxo de F através da parte do
paraboldide 22 + y% + z = 2 que est4 acima do plano z = 1 e esta orientada para cima.

Nota: S ndo é uma superficie fechada.
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2.4 Teorema de Stokes

10. Utilizando o teorema de Stokes, transforme o integral ffs rot F' - vdS num integral de
linha e calcule-o, sendo:

(a) S asuperficie z = 22 +y? com z < 1, sendo v a normal com componente 2 positiva
e

F(z,y,z) = (0,y,0).

(b) S a superficie parametrizada por R(u,v) = (u,v,1 —u? —v?), w > 0, v > 0,
u+ v < 1, sendo v a normal com terceira componente positiva e

F(z,y,2) = (y, -2, 2).
11. Use o teorema de Stokes para calcular fCF - dr, em que:

(a) C é a curva obtida a partir da intersec¢do do cilindro z? + y* = 2y com o plano
y = z, percorrida no sentido anti-horario quando vista de cima e

F(%Z/,Z) = <y+za_z7y)

(b) C é a curva de intersec¢io do plano z+ 2z = 5 com o cilindro z* +y* = 9, percorrida
no sentido directo quando vista de cima e

F(z,y,2) = (zy,2z,3y)
12. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial F' ao longo da curva C', sendo:

(a) C é a fronteira do poligono de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,2,1), e (0,2,1) (per-
corridos neste sentido) e

F(z,y,2) = (2%, 2zy, 49°).
(b) C o bordo da superficie
S = {(x,y,z) eER? P +22=1,0<z< 1},
com a orientacao induzida por uma parametrizacao a sua escolha, e
F(z,y,z) = (2, —zy, —x2).
(c) C é a curva parametrizada por
v(t) = (cost,sent,cos(2t)) , t€[0,2n]
e F' o campo vectorial dado por
F(z,y,2) = (:1:2 —y,y? —x,y? —a? +z3).
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13. Considere a superficie
S={(z,y,2)€R® : z2=1—-2>—y*;2>0,y>0, z>0}.

(a) Parametrize a superficie S.
(b) Calcule a drea de S.

(c) Considere o campo vectorial F(z,y,z) = (—y,x, z) e calcule o trabalho

W = F-dr
as

no sentido hordrio quando visto do ponto (10, 10, 10), usando o Teorema de Stokes.

(d) Determine o fluxo de G(x,y,z2) = (z,—y* — y,4y32 + 2) através de S no sentido
da normal com terceira componente positiva, usando o Teorema da Divergéncia.

14. Obtenha um potencial vectorial dos campos abaixo.

(a) F(l’,y, Z) = (yZ, —TZ, XY — 2)
(b) F(z,y,z) = (ysenz,ysen z,cos z)

Solucoes
1. P pertence a superficie e () n3o pertence a superficie.
2. @)z=14u+v,y=24+u—v,z=-3—u+vcomu,v€R
(b) 2 =wu, y=4cosf, z=4senf com 0 <u<5e0<60<2r
(c) z=rcos(f), y=rsen(d), z=r,com0<r<3e0<0< 7.
(d) 2 =rcos(d), y=rsen(d), z=3+rcos(f), onde 0 <r<1lel0<f<2m.
3. (a) Semi superficie esférica 22 +y? + 22 =1ey > 0.
(b) Parte do cilindro % + % =lem0<2<2
(c) Gréfico de f(z,y) = @
(d) O plano 4z —y — z = —4.
4. (a) A(S) =%
(b) A(S) =73
(c) A(S) =m(2—V72)
(d) A(S) =Z (17V17—1)
(e) A(S) =3
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(a) <2y —£(y*+ 2%),0, %) (por exemplo)
(

) (0, (z + y) cos z, —xy sen z) (por exemplo)
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