Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

|Semana 7|

1. Determine a solucao da equacao diferencial

d 2 + 3y?
_y = J , t>0
dt 2ty
que verifica a condigao inicial y(1) = —1 e indique o intervalo méximo de definigao da
solucao.
Sugestao: Considere a mudanga de varavel v = y/t.
Resolugao:
Fazendo v = %, ou seja y = tv, obtemos
d 2 + 3(tv)? 1+ 302
—(tv(t) = ————— & v+t =
dt( (®)) 2t(tv) 20

A equagao é separdvel, e pode ser escrita na forma

v,

1 d 9% 1
—- e 2 dv) = - & log(1+v?) = logt
1+ 02" tﬁdt</1+7ﬂv ; & log(l+0v7) =logt +c

pelo que
v(t) =kt — 1

Desfazendo a mudanca de variavel
yi(t) =t*(kt — 1)
e dado que y(1) = —1 < 0, a solugao do PVI é
y(t) = —/P2E— 1)

Para calcular o intervalo maximo de solucao, note-se que, a equagao diferencial faz sentido
set # 0 e y(t) # 0. Entdo, o intervalo maximo de solucdo, I, serd o maior intervalo
verificando

to=1€1l

0&1

y(t) # 0 para todo t € I.

Visto
1
yit) =0 < tzOout:§

conclui-se que I =3, ool.
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2. Determine a solugao do problema de Cauchy
32+ dtr + (20 +2t1)2' =0, z(0)=1

e esclareca qual é o seu intervalo maximo de existéncia.
Resolugao:

Note-se em primeiro lugar que a equagao nao ¢ linear nem separavel. Resta-nos investigar
se serd uma equagao exacta (ou reduivel a exacta). A equagao é da forma

M(t,a:)—l—N(t,x)d—m =0

dt
em que
M(t,x) =3t*+4tx |,  N(t,x) =2z + 2t
Dado que ambas as funcoes sao polinomiais, serao de classe C! em R?, e
oM ON
el A
ox ot

concluimos que se trata de uma equacao exacta, pelo que existe ®(¢,z) : R? — R, tal que
V& = (M,N) e ®(t,z) = C define implicitamente a solu¢ao da equagao diferencial. Para

calcular @
0P 2 2 3 2
Frie 3+ 4t = O(t,x) = [ (3t° +4tx)dt = t° 4 2t°x + c(x)
Por outro lado
0P 2, 2 2
o =N(t,x) = 2t°+(z) =20+ 2t° = c(z)=2"+c
T

Tem-se entao que
d(t,x) =t +2t%r +2° =C

define implicitamente a solugao da equagao diferencial. Dado que z(0) = 1, conclui-se
que C' =1, e atendendo a que N(0,1) =2 #0
42z +2°—1=0

define implicitamente a solugao do PVI para ¢t numa vizinhancga da condigao inicial 5 = 0.
Resolvendo a equacao em ordem a x, obtemos a solugao explicita do PVI

o(t) =t + Vi -3 +1
Fazendo o estudo da funcao
p(t) =t" =13+ 1

conclui-se que p tem dois extremos locaisem t =0e t = %. Visto p ser um polinémio de
grau 4 (o que implica tliin p(t) = +00) podemos concluir que um deles é necessariamente
— =00

um minimo absoluto. Fazendo as contas conclui-se que o minimizante é %, pelo que

334 /343
g3 1><—) —<—> 1>0
1> (5 1)+

para todo t € R, pelo que o intervalo maximo de solucao ¢ R.
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3. Considere a equacao diferencial

Y dy
E—f—(y?’—logx)%:() (1)

a) Verifique que (1) tem um factor integrante da forma u = p(y) e determine-o.

b) Prove que as solugbes de (1) sdo dadas implicitamente por ®(z,y) = C, onde C' é uma

constante arbitraria e ] ]
O(x =y’ + —logx
(@) =5y +y g

¢) Determine a solucio de (1) que satisfaz a condicao inicial (1) = /2.

Resolucgao:

(a) Sendo

Yy

M(z,y)== Ny =y —logz

é 6bvio que

oM 1 ON 1

oy x or =z
pelo que teremos que investigar a existéncia de um factor integrante. Vamos averiguar se
existird p(y) (como sugerido, tal que a equagao

Y 3 _ dy _
wly)~ +nly) (y° —loge) == =0

é exacta, isto é verifica

0 y 0 3
9 N9 1 )
5, (10)7) = 5, (1) (5" ~ 10g2)
Efectuando as derivadas )
Y
/ — — —
py)~ A+ ply)— = —uly) -
e para z # 0, y # 0 obtemos
W) =——nly)
pelo que, resolvendo a equagao
uly) =y
é um factor integrante da equacao.
(b) Por construgao, a equagao
1 log(z), ,
— _ —0
v (y ) )y

¢ exacta, pelo que existe ® : D C R? — R verifcando

1 log(z)
— Y- 2
Y Y

Vo(r,y) = ( )
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e ®(x,y) = C define implicitamente a solugao da equagao diferencial. Para calcular ®

o0 1 1
el =1
o 1 (z,v) , ogx + c(y)
‘ 0P log(z) 1 log () 2
og(x , og(x Y
=y — = ——] =y — 227 o -7
AT /2 ogr +c(y) =y /2 c(y) 5 ¢

e finalmente )

1 )
) =—1 + = =
(x,y) " og x 5 C

define implicitamente a solucao da equacao diferencial como se queria mostrar.
(c) Dado que y(1) = v/2, tem-se C' = 1, e visto N(1,v/2) = 2v/2 # 0, o Teorema da

funcao Implicita garante existéncia e unicidade de solugao do PVI, definida pela equacao

1 2
—logz + Y _1=0
Y 2

para x numa vizinhanca de xy = 1.

4. Considere a equacao diferencial

dy_ vy
dx 4y? + 2z

a) Mostre que esta equacao tem um factor integrante p = pu(y).
b) Determine a solugdo que satisfaz a condigao inicial y(1) = 1.

¢) Determine o intervalo maximo de existéncia da solugao que calculou na alinea anterior.

Resolugao:

(a) A equacgao pode ser escrita na forma

dy
42 +22)—2 =0
y+ (4y” + x)dx

Fazendo
M(z,y)=y .  N(z,y)=4y>+2z
é 6bvio que
oM ON
o A =2
dy 7 ox

pelo que teremos que investigar a existéncia de um factor integrante. Vamos averiguar se
existird p(y) (como sugerido), tal que a equagao

1)y + wy) (4y° + 2z) % —0

é exacta, isto é verifica
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Efectuando as derivadas

e para y # 0 obtemos

pelo que, resolvendo a equacao

¢ um factor integrante da equagao.

(b) Por construgao, a equagao
y? + (4y° + 22y)y' = 0
é exacta, pelo que existe ® : R? — R verifcando
VO(z,y) = (y°, 4y° + 22y)

e ®(z,y) = C define implicitamente a solugdo da equacao diferencial. Para calcular ®

oD
o= & Oay) =y’ +c(y)
¢ 0®
ET 4y’ +2ry & 2oy +d(y) =4y’ + 21y & c(y) =y’ +c

e finalmente
O(z,y) =ay’ +y'=C

define implicitamente a solugdo da equagao diferencial. Dado que y(1) = 1, tem-se que
C' = 2. Por outro lado N(1,1) = 6 # 0, o Teorema da Funcao Implicita garante a
existéncia de solucao tnica do PVI, definida por

oyt —2=0 (2)

para x numa vizinhanca de xy = 1.

(c) Para calcular o intervalo maximo de solugao, note-se que, resolvendo a equagao (5)
em ordem a y

et VT8
y(fv)—\/

2
(onde as escolhas dos ramos das raizes foi baseado no facto de a condicao inicial yp = 1 >
0). Dado que
—x+Vr2+8>0 , VreR

tem-se que o intervalo maximo de solugao é R.
5. a) Determine em que condigdes uma equacao da forma
M(t,z) + N(t,z)z' =0

admite um factor integrante que é uma funcao de t, isto é, da forma u(t), para
uma certa funcao real de variavel real u, e escreva uma equagao diferencial ordinéria
satisfeita por pu.
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b) Considere a equagao diferencial ordindria

% —sen(t) +2' =0

Mostre que a equagao nao é exacta. Use o resultado da alinea (a) para determinar a
solucao da equagao (3) que satisfaz a condigao inicial z(7) = 1. Indique o intervalo

maximo de definicao da solucao obtida.
Resolucao:

(a) A equagao
M(t,z) + N(t,z)z' =0

admite um factor integrante que é funcao de t, se conseguirmos encontrar uma fungao

p(t) tal que a equacao
u()M (2, 2) + p(t)N ()2’ = 0

é uma equacao exacta. Para tal

(w0 (t,2)) = 2 (NG ))

Efectuando as derivadas M ON
t)— = u(t)— "(t)N
) - = nlt) 5 + (1)

0 que é equivalente a
oM _ ON

(0) = (25 ) ult)

Dado que por construcao, i ¢ uma funcao de ¢, para que exista um factor integrante que

s6 dependa de t, é necessario que a funcao

oM ON

ox ot
N

nao dependa de x. Se tal acontecer, a equacao (4) é a equagao diferencial verificada por

1(?).
(b) Considerando que

é 6bvio que

Para o nosso caso
Nt
que obviamente nao depende de z, pelo que, usando (4) o factor integrante verifica

W0 = Tult) & ple) =1
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Por construcao, a equacao
x—tsent+tx' =0

é exacta, pelo que existe ® : R? — R verifcando
Vo(t,z) = (x —tsent,t)

e ®(t,x) = C define implicitamente a solugdo da equacao diferencial. Para calcular @

0P
sz—tsent & O(t,x) = at +tcost —sent + c(x)
‘ 90
Lot e t+d(x)=t & c(x)=c

e finalmente
O(t,x) = at +tcost —sent = C

define implicitamente a solu¢ao da equagao diferencial. Dado que z(7) = 1, tem-se que
C' = 0. Por outro lado N(m,1) = 1 # 0, o Teorema da Fungao Implicita garante a
existéncia de solugao tnica do PVI, definida por

xt+tcost —sent =0 (5)

para x numa vizinhanca de ¢y = m. Resolvendo a equacao em ordem a x obtem-se

—tcost +sent

z(t) = ;

pelo que o intervalo maximo de solugao sera |0, oof.

6. Considere o problema de valor inicial:

1 d
e (— —I—logx) + 2ylogx—y =0
x dx

Obtenha explicitamente a solucao deste problema e determine o seu intervalo maximo de
definicao.

Resolucgao: Trata-se de uma equacao da forma
M(z,y) + N(z,y)y =0,
com M(x,y) = y? (% + loga:) e N(x,y) = 2ylogx. Temos que

oM 2 ON 2
—:—y+2ylogx e —:—y,
Jy x ox x

pelo que a equagao nao é exacta. Multiplicando a equacao por um factor integrante
= p(x,y), obtém-se:

pu(z, y)M(z,y) + p(z, y)N(z,y)y' = 0.
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Para que esta equacao seja exacta, p devera verificar

0 0
—(uM) = —(uN
ay(“ ) = 5. (1N),
o que é equivalente a
1 2 2
2 = +logz a—u—i—,u —y+2y10gm :2ylogx%+u—y,
x Jy x ox x
ou, ainda:
1
y* (= +logz o _ 2y 1ogx% = —2ylogxu (6)
x dy ox

Parece pois provavel a existéncia de um factor integrante dependente apenas de z. De

facto, admitindo que p = u(x), entéo % =0, %5 = 1/(z), pelo que a equagao (6) reduz-se
a

p=p
Podemos entao tomar pu(z) = e*. Desta forma, a equagao:

1 d
e’ (— + log x) y? + 2ye” logx—y =0
x dx

é exacta, e portanto existe F'(z,y) tal que esta mesma equagao se pode escrever:

d
F é entao o potencial do campo gradiente (e""/’ (% + log x) y?, 2ye” log x) Assim sendo:
oF
8_y = 2ye” log x.
Integrando (em ordem a y), obtém-se:
F(z,y) = y’e" logx + h(z). (7)

Por outro lado, como

oF 1 1
— = y2e” (— + logx) +h'(x) =¢" (— + logx) v,
Ox x x
temos h'(x) = 0, pelo que se pode tomar h(z) = 0 em (7). A solugao geral da equagao
diferencial é entao dada implicitamente por:
y*e®logz = C, com C € R.
Da condigao inicial y(e) = —1, resulta que C' = e°.

Como logz # 0 para x numa vizinhanca de e, podemos dividir por e”logx e obter
(escolhendo o sinal de acordo com a condicdo inicial):

66 eefx
y() e* log x \/ log (8)

Esta expressao define uma fungao continuamente diferenciavel em |1, 00| e é equivalente
a forma implicita da solugao, nesse intervalo. De acordo com (8), temos que a solugao
explode quando = — 1, pelo que |1, 4+00[ é mesmo o intervalo méximo de solugao.
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7. Considere a equacao diferencial ordinaria

d
(42y + 3wy + 2°) + (20° + 322y + day?) d—y ~0 9)
x
a) Mostre que (9) tem um factor integrante do tipo p = p(zy).

b) Mostre que a soluc¢ao de (9) com condigao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente
pela expressao xty? + 23y® + 2%y* = 1.

c¢) Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, no ponto — 1, da solu¢ao dada
implicitamente na alinea anterior.

Resolucao:

(a) Admitindo que a equagao (9) admite um factor integrante do tipo p = u(zy), tem-se
que

, d
uley) (4a%y + 3oy +25°) + u(ey) (20° + 32y + day?) 22 = 0

é uma equacao exacta, pelo que

0 0
y (,u(:r:y) (42°y + 3zy® + 2y°) ) =9 (,u(xy) (22° + 327y + 4ay?) )

ou seja

1 (zy)z (42°y + 3ay® + 2y°) + p(zy) (42 + 6zy + 6y°) =
1 (zy)y (22° + 32y + 4xy®) + p(ay)(62* + 6y + 4y°)

Fazendo v = zy, obtem-se entao

W)= (o) & ple)=v & ulay) =y

Por construcao a equacao

vy (42°y + 3xy® + 2y°) + zy (22° + 32°y + day®) dy _ 0

4@y
dx
é exacta, pelo que existe ® : R? — R tal que

Vo(z,y) = (4zy® + 322y + 2xy*, 22ty + 323y + 42?y?)

e ®(x,y) = C define implicitamente a solugao da equagao. Para calcular @,

0o
on = A0 307 2yt = O(a,y) = oty + 2%y 4 2ty e(y)

od

v 22ty + 3%y + 4a?y® = 22ty + 3%y + 42%y® + d(y) = 220ty + 323y 4 4a?y?
Y

o que implica ¢(y) = ¢. Tem-se entao

O(x,y) = oy 4+ 23y + 2Pyt = O
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define implicitamente a solugao da equacdo diferencial. Finalmente, visto y(—1) = 1 e
N(—=1,1) = =3 # 0, o Teorema da Fungao Implicita garante a existéncia de solugao tinica
de (9) definida por

o'+ttt —1=0
para x numa vizinhanca de xy = —1 como se queria mostrar.

(c) O polinémio de Taylor de segunda ordem pedido, sera
xr+1)2
Py(e) = y(-1) + o/ () + 1)+ (-

E dado que y(—1) = 1, e atendendo a que

42ty + 3xy® + 27

/
y(e) = 223 4+ 3x2y + 4xy?

para todo (z,y) em R? que nao anule 223 + 32y + 4xy?, tem-se em particular que

_daty 4 3wy® + 27 _

/
—1) = —
y(=1) 223 + 322y + 4xy? l(zy)=(-1,1)

Finalmente, derivando (10) em ordem a z

(8xy + 42y + 3y? + 6xyy’ + 6y ) (22 + 3x2y + day?)

" o _
y'@) = (223 + 3x%y + 4xy?)?
(4z?y + 3zy? + 29°) (622 + 62y + 322y + 4y* + Szyy)
(223 + 322y + 4ay?)?

Sabendo que se x = —1, y = 1 e ¢/ = —1, tem-se entdo

y”(_l) — _6
e

(x+1)*



