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Ficha de Problemas no 3

1. Seja γ uma curva simples, regular e f : A ⊂ C → C cont́ınua em γ. Prove que:
∫

−γ

f(z)dz = −
∫

γ

f(z)dz

2. Calcule o valor dos seguintes integrais:

a)
∫

C
zdz, onde C é o semćırculo unindo i a −i (no sentido indicado).

b)
∫

C
z2dz, mesma curva que a).

c)
∫

C
zdz, onde C é o segmento de recta que une i a −i (no sentido indicado).

d)
∫

C
z2dz, mesma curva que c).

Comente os resultados.

3. Calcule o integral
∫

γ

dz√
z

onde:

a) γ = {z ∈ C : |z| = 1, Im z ≥ 0}, escolhendo o ramo da função
√

z tal que
√

1 = 1.

b) γ = {z ∈ C : |z| = 1, Re z ≥ 0}, escolhendo o ramo da função
√

z tal que
√
−i = 1−i√

2
.

Ambas as curvas são percorridas no sentido directo.

4. Seja n ∈ Z. Se γ(t) = a+reit, onde a ∈ C, r ∈ R
+ e t ∈ [0, 2nπ]. Descreva geometricamente,

para cada n, o caminho γ e calcule:

1

2πi

∫

γ

dz

z − a
.

5. Seja γ(t) = Reit, com 0 ≤ t ≤ π. Faça uma estimativa do valor de:

|I(R)| =

∣

∣

∣

∣

∫

γ

4z2 + 10

z4 + 3z2 + 2
dz

∣

∣

∣

∣

,

que seja válida para R arbitrariamente grande (isto é, para certo R0 > 0 a sua estimativa seja
verificada para qualquer R > R0). Use o seu resultado para calcular lim

R→∞
I(R).

6. Calcule os integrais:

a)

∫ −1−i

1+i

2z + 1dz b)

∫ i

0

zcos zdz

c)

∫ i

0

(z − i)ezdz



7. Sejam u, v funções reais de variável real cont́ınuas em [a, b]. Sejam X =
∫ b

a
u(t)dt e Y =

∫ b

a
v(t)dt. Pretende-se mostrar que:

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

u(t) + iv(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

|u(t) + iv(t)|dt

Para tal, mostre que:

a) X2 + Y 2 =

∫ b

a

(

Xu(t) + Y v(t)
)

dt + i

∫ b

a

(

Xv(t) − Y u(t)
)

dt =

∫ b

a

(

Xu(t) + Y v(t)
)

dt

b) Xu(t) + Y v(t) = Re
(

(X − iY )
(

u(t) + iv(t)
)

)

≤
√

X2 + Y 2 |u(t) + iv(t)|

c)

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

u(t) + iv(t)dt

∣

∣

∣

∣

=
√

X2 + Y 2 ≤
∫ b

a

|u(t) + iv(t)|dt
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