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Analise Matematica IV - A

Veenian 2° Semestre 2006,/2007
WENEE Cursos: LMAC, LEFT. LEBM. LEA

Ficha de Problemas n° 6

1. Utilizando o residuo em z = oo, calcule os integrais:

d 2299 +1
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|z|=2 2+ 1 |z|=3 z + 1
2. Utilizando o teorema dos residuos, estabeleca os seguintes resultados:
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d) / sena:z: g(cosa—l), em que a > 0.
cos 33; 3m
e R d =——.
e) /0 - x 5
oo
f) /0 :1:”?73—:#1 dx = senﬂ(/%' Sugestdo: considere o integral fC m+1 dz, onde C

é o caminho constituido pelos raios (do circulo |z| < 1) argz = 0 e arg z = 27/m e pelo
arco da circunferéncia |z| = 1 que os liga.

3. Seja f uma fungcdo meromorfa, com polos em z1, 29,. .., z,. Mostre que:

Lf(z) dz = —2miRes (Z—IQf G) ,o>

onde v é um caminho simples, fechado, percorrido uma vez no sentido inverso e contendo
{21,22,...2n} no seu interior. Nota: isto prova que Res(f(z),00) = —Res (% f (1),0).

z

4. Encontre todas as funcdes harmonicas, u : R?2 — R, da forma:

u(z,y) = g(2r +y)

(onde g é uma fung¢3o real de varidvel real). Para cada uma das fun¢des que obteve, determine
uma das suas harmédnicas conjugadas.

5. Construa a fungdo holomorfa f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), que verifica:

1
%_i_ygl f(m) ==

b) v(z,y) =2 - y* + 2z, Q) =

a) u(z,y) = -
)



6. Seja f uma fungcdo meromorfa, com polos em &1,&o,...,&,, e tal que:

lim f(2)cotg (rz)dz = 0.

n—~o0 |Z|=TL

a) Admitindo que &1,&a, ..., &, ¢ Z, prove que:

Z fln) = —Wz Res(f(z)cotg (2), &)

n=—oo

b) Admitindo que & =0 e &, ..., &, ¢ Z, justifique que:

Z f(n) = —WZ Res(f(z)cotg (72), &)

neZ\{0}

7. Aproveite os resultados do problema anterior para calcular a soma das seguintes séries reais:

a)Zﬁ, com a ¢ Z.
b) Z +a2, com a # 0.
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