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Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

1.1 Introducao

1.1.1 Notacao e Definicoes

Designa-se por equacgdo diferencial uma relacdo de igualdade entre termos envolvendo uma fungdo
y(x), as suas derivadas e a varidvel independente x. A equagdo poderd também depender de
pardmetros n3o directamente relacionados com a varidvel independente z. E talvez mais simples
pensar numa equacdo diferencial como uma equagdo cuja incdgnita pertence a um espaco de
funcbes

R" D D3z = (x1,22,...2,) —> y(x) = (yl(:v),,ym(:ﬂ)) eR™

(pode-se ter C em vez de R). Desta forma, 1, ...z, sdo as varidveis independentes (e a dimensao
do dominio de y, n € N, o seu nimero) e yi, ...,y as varidveis dependentes (e a dimensio do
contradominio de y, m € N, o seu nimero). Note que os (eventuais) pardmetros ndo sdo contados
como varidveis independentes ou dependentes da equacdo.

As equacdes diferenciais dizem-se ordindrias se o dominio da fun¢do y(z) estd contido em R,
caso em que as derivadas que nela surgem s3o totais (em ordem a z € R). Dizem-se parciais se
tém mais do que uma varidvel independente (o dominio de y(x) estd contido em R™) e envolvem
derivadas parciais de y (em ordem a x1,z2,...).

As equacdes diferenciais classificam-se como escalares ou vectoriais consoante tenham uma
ou mais do que uma varidvel dependente (ou seja, o contradominio de y(z) estd contido em R
no caso escalar e R™ no caso vectorial). Neste tltimo caso é costume considerar que a varidvel
dependente € o vector y(z) = (y1(z),...ym(z)) € R™,

Por exemplo, a equa¢do

d
e + 2ayx =0
dx

é ordindria, x é a varidvel independente e y = y(x) a varidvel dependente, enquanto a é um
pardmetro. J4 a 22 Lei de Newton para o movimento de uma particula em R?

F(t,r) = m¥, (1.1)

é uma equag¢do ordindria vectorial, pois r = r(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Aqui utilizou-se a notagdo

de Newton
. dr . dPr

r
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CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

para representar as 12 e 22 derivadas em ordem a t. A massa da particula, m, é apenas um
parametro.

Como exemplos de equacgbes diferencias parciais escalares, podemos indicar a equagcdo de
Laplace num dominio bidimensional,

Pu  Pu
oz oyz

(ja introduzida na Andlise Complexa), onde u : D C R? — RR; a equacdo do calor unidimensional,

ou_ o
ot Oz

onde u: R x [0, L] — R; a equagdo das ondas unidimensional

Pu  ,0%

— = —
ot2 Ox?

onde u: R x [0, L] — R. Também poderemos ter versdes tridimensionais destas equagdes como,

por exemplo, a equacdo do calor no espaco:

ou Pu  0Pu 0%\ def
- eEtaetaz) -
ot ox oy 0z
onde u = u(t,r,y,z), comt € R e (z,y,2) € D C R® e V2 é o operador laplaciano.
Alguns problemas de equac¢des diferencias parciais sdo de estudo muito dificil. Um dos mais
conhecidos exemplos consiste nas equacdes de Navier-Stokes
ou

i (u-V)u=vViu+ f(t,x)

divu =0

onde u = u(t,z,y,2) € D CR3 com t € R, (x,9,2) € D C R3. As suas solucdes descrevem o
campo de velocidade, u, de um fluido incompressivel de viscosidade v que ocupa o dominio D e
estd sujeito a uma forca exterior f. Trata-se, pois, de uma equacdo diferencial parcial vectorial,
que é bem conhecida pelas suas aplicacdes a hidrodindmica e aerodindmica. Para uma descricao
de um problema em aberto relacionado com estas equag¢les ver

http://www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations

Dedicaremos o que resta deste capitulo ao estudo das equacdes diferenciais ordinarias.

1.1.2 Ordem e Solucoes de uma Equacao Diferencial Ordinaria

Uma equacdo diferencial (ordindria ou parcial) diz-se de ordem n se a maior ordem das derivadas
das suas varidveis dependentes y1,- -y, € n. Representamos o espaco vectorial das fun¢des
continuas y : I — R™ (com I um intervalo aberto) por C(I,R™), que abreviaremos para C(I). O
espaco vectorial das funcoes continuas e com derivadas continuas até a ordem n sera representado
por C™(I,R™) ou, abreviadamente, C"(I). Assim:

c(I) = {y eC):y .y, -y e C(I)}
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1.1. INTRODUCAO

Uma fungdo f é de classe C™ em [ se e s6 se f € C"(I).

Diz-se que uma fung¢do y € C"(I), onde I é um intervalo aberto, é uma solugdo da equagdo
diferencial (em I) se satisfaz a equagdo para qualquer ¢t € I, ou seja, se substituindo y; () - - - yn(t)
na equacgdo diferencial se obtém uma identidade, qualquer que seja t € I.

Consideraremos equagdes diferenciais ordindrias de 12 ordem (escalares ou vectoriais) que
podem ser explicitadas na forma:

dy

% - f(t7 y)7
onde f: I x D, e onde D é um subconjunto aberto de R”. Uma solugdo da equagdo (1) é uma
funcdo y € C1(I,R™) tal que y(t) € D e y/(t) = f(t,y(t)) para qualquer t € I.

Como veremos posteriormente, o estudo de alguns tipos de equagdes ordindrias de ordem n
(escalares ou vectoriais) pode ser reduzido ao das equa¢des vectoriais de 12 ordem. Por exemplo,
na 22 Lei de Newton (1.1), introduzindo como varidvel dependente a quantidade de movimento,
p = mr, obtém-se a equacio vectorial de 12 ordem:

1.1.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Como exemplo, escrevemos a mais simples equacdo diferencial de 12 ordem, no caso escalar:

Y =g(t).

A solucao geral desta equagdo, que se obtém por primitivacao, é

y(t) = /g(t)dt +C, C eR,

estando bem definida em qualquer intervalo onde g é continua. Note-se que existe uma infinidade
de solugbes para a equacdo diferencial; o mesmo se passa com qualquer equagdo diferencial
ordindria de 12 ordem, 3/ = f(t,y), desde que f seja uma fungdo continua num conjunto aberto.

Acrescentando a equacido de 12 ordem uma condic3o inicial, obtém-se um problema de valor
inicial (ou problema de Cauchy):

y/ = f(tay)
(12)

y(to) = Yo

Em certas condigBes (veremos isso mais tarde) um problema de valor inicial tem solugdo tnica.
O intervalo maximo de solucdo, I,,,;, do problema de valor inicial é o "maior intervalo” onde
o problema (1.2) tem solu¢do. Mais exactamente, I, € o intervalo maximal de existéncia de

solucdo .

'O intervalo e diz-se maximal no sentido em que existe uma solucdo de (1.2) em Ina. € qualquer outro
intervalo onde uma solu¢do de (1.2) estd definida estd contido em Imax
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CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

1.2 Equacoes Escalares de Primeira Ordem

1.2.1 Determinacao da Solucao Geral

Muitos métodos de determinacdo da solucdo geral de equacdes diferenciais escalares de 12 ordem
baseiam-se na reducdo da equagdo a uma igualdade do tipo

%(G(t, y(t))> = g(t), (1.3)

onde G = G(t,y), g = g(t) e a derivada no 12 membro da equacdo é uma derivada total em
ordem a t. Por primitivagdo, a solugdo geral de (1.3), escrita na forma implicita, é:

Glt.y(t) = [ gty +C

1.2.2 Equacoes Lineares

Uma equacgdo escalar de primeira ordem diz-se linear, se pode ser escrita na forma
Y+ a(t)y = b(t) (1.4)
A equacdo diz-se homogénea se b(t) = 0. Nesse caso (e se y # 0) ela é equivalente a
e 2 (logll) = -al)
=~ =-a —( lo =—a
dt gy
Primitivando, obtém-se:
log |y| = —/a(t)dt +C & |yl=eexp <— /a(t)dt)
& y(t) ==+D exp (—/a(t)dt) # 0

onde D = e“ > 0. Fazendo K = £D e notando que y(t) = 0 também é solucdo de v/ = —a(t)y,
obtemos a solucdo geral da equacdo linear homogénea

y(t) = K exp <—/a(t)dt> ., tel

onde I é qualquer intervalo aberto onde a(t) é continua e K € R.

Resolvamos agora a equagdo ndo homogénea. Multiplicando a equagdo (1.4) por uma fungdo
w(t) tal que 1 = a(t)u, por exemplo, tomando

p(t) = exp < / a(t)dt)

u(t)y + pta®y = pbt) & py+ iy =pObe) & < (ny) = @)

obtém-se a equacio equivalente °:

2As equacdes sio equivalentes pois u(t) = el et #£ 0, para qualquer ¢
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1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

Assim, a solug¢do geral de (1.4) é dada pela express3o:
1

v =0 [/M(t)b(t)dt + c], CeR.

Teorema: (Existéncia de solugdo de um PVI com equagdo linear)
Seja I C R, a e b fungdes continuas em [ e tg € I. Entdo, para qualquer 5y € R, o PVI

J+alt)y = b(t)

y(to) = o
admite a solugdo unica
1 t
o(t) =~ | [ uo)b(s)ds + plto)uo].
:u'(t)[ to

definida para todo t € 1.
Exemplo

(1) Determinar a solugdo do seguinte problema de valor inicial, indicando o intervalo maximo

de existéncia de soluc¢ao:
2t

o

A equacio w +w = e 2 & linear, com a(t) = 1 e b(t) = e~ obviamente continuas em R.
Um factor integrante (em I = R) para a equagdo é:

() = el = ¢
Sendo assim

d
w+w=e & %<etw> =e ' o wt)=ef(—e"+0), CeR

Dado que w(0) = 3 conclui-se que C' =4 e a solugdo do PVI é
wt)=e"(4—e")

O intervalo méximo de solugdo corresponde ao maior intervalo onde w(t) estd bem definida
e é continuamente diferencidvel. Neste caso, I, = R. Note que solugdo estd definida (e
é continuamente diferencidvel) em I = R, pois a(t) e b(t) sdo continuas em R.

(2) Determinar a solugdo do (PVI)
2oy’ + (14 2)y? =2 , >0 e y(1) =2
efectuando a mudanca de varidvel v = 72,
Tomando v = y? tem-se que v’ = (y?) = 2yy’. Substituindo na equacdo

, - , 1 2e”
'+ (1+2)v=2" & v+(—+1)v:—
x x

9



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Trata-se de uma equacio linear, com a(z) = 2 +1 e b(z) = % obviamente continuas para
x > 0. Um factor integrante para a equagdo é:

,u(ac) _ ef(%—i—l)dm — xe®

Sendo assim
1 2e* d
v+ (— + 1)1} =2 o e + (1+x)ev =2 & — <xexv> = 2¢%7
x x dx
pelo que
2x
v(m)ze e , ceR
rer
Dado que v = y?, tem-se que
e + ¢ e + ¢
T) = ou T) = —
v@) =T o gy =

tendo-se o primeiro caso se a condigdo inicial for positiva e o segundo se a condi¢3do inicial
for negativa. Assim e dado que y(1) =2 > 0, tem-se que a solu¢do do (PVI) é

() €2t 4 4e — €2
r)=\——
Y xe’

Como €%* 4 4e — €2 é sempre positivo e ze® > 0 se e s6 se z > 0, entdo

e2® 4 4e — 2

xre’

>0&2x2>0
Além disso, o valor inicial zg = 1 é positivo. Assim, I,q. =]0, +00[.

1.2.3 Equacoes Separaveis

Uma equacdo escalar de primeira ordem, diz-se separavel se pode ser escrita na forma

dy

fy)— =4g(t) (1.5)
dt

Para se poder encontrar a sua solugdo geral, é necessirio que f e g estejam definidas e sejam

continuas em subconjuntos abertos de R.

Se F(y) = [ f(y)dy entdo:

iF(y) = F’(y)% =

2 F)%2 = g(0).

dt

Em consequéncia, a solugdo geral da equagdo (1.5) é dada implicitamente por

/f(y)dy = /g(t)dt+C

Note que a equacdo anterior é da forma

O(t,y) =C onde ®(t,y)=F(y) — /g(t)dt

10



1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

Considere-se uma condi¢3o inicial genérica, y(tg) = yo. Se C' for escolhido por forma a que (to, yo)
verifique a equagdo implicita, isto é, C' = ®(tg,yp), entdo o grafico da solugdo do PVI é uma
curva de nivel da fungdo ®(¢,y). Para ser possivel definir uma fungdo S(t) tal que y = S(¢) seja
a unica solucdo da equagdo implicita numa vizinhanga de ¢y, isto é, para que, para (t,y) numa
vizinhanga de (to, o),

oty)=C &  y=5(

entdo é obviamente necessario que a equagdo ®(¢,y) = C tenha uma e uma sé solugdo pois, caso
contrdrio, ndo se pode definir a fungdo S(t¢). Neste caso, S(t) diz-se uma solugdo explicita (local)
de ®(t,y) = C. Para poder concluir da existéncia de solu¢do explicita local da equagdo, é (til o
seguinte teorema:

Teorema da fungdo implicita (em R?):
Seja G : D — R uma fungdo de classe C'! num conjunto aberto D C R? tal que (¢, %o) € D,
G(thyO) =0e

0G
—(t .
ay( 0:Y0) # 0
Ent3o a equacdo
G(t,y) =0

define uma tinica funcdo y de classe C' numa vizinhanca de t( tal que y(tg) = yo e

G(t,y(t)) =0
para t nessa vizinhanca.

No caso presente, temos G(t,y) = ®(t,y) — C, pelo que:

0

8_y(q) — C)(to,yo) = F'(y0) = f(v0)-

Consequentemente, basta verificar que f(yp) # 0 para garantir a existéncia de solugdo explicita
do PVI numa vizinhanga de tg.

Teorema: (Existéncia de solugdo (local) do PVI para a equagdo separdvel)
Sejam f e g funcdes reais de varidvel real continuas em vizinhangas de ¥ e t( respectivamente.
Se f(yo) # 0, entdo o PVI
dy
=7 — a(t
Fy)o = 9(t)

y(to) = Yo

admite solugdo Unica definida numa vizinhanca de tg. A solucdo é definida implicitamente pela

equagao
Yy t
[ swin= [ gis)as
Yo to

[ty - [ s =c,

com C determinado pela condigdo inicial y(t9) = yo.

ou, equivalentemente,

11



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Exemplo
(1) Determinar a solugdo do PVI
dy
o = Y@ =3)
y(0) =5

Para determinar solugdes tais que y(t) # 0, para qualquer ¢:

1 dy d z?

1
— S ——=r-3 & — | —-dy=z—-3 & 1 =— -3z +
y(z — 3) yd r—3 /y y=x—3 ogly| 5 3x+C

dy _
dr

pelo que a solugdo geral da equacdo é dada por
z2
y(zr) = Ke's 3 com KeR

(Note que y(t) = 0 também é solu¢do da equagdo diferencial). Atendendo a que y(0) =5
tem-se que K = 5 e como tal a solucdo do PVI é

7;2
y(x) =5e=z

O dominio de diferenciabilidade da funcdo y é R, pelo que o intervalo maximo de existéncia
de solu¢do € I,,x = R. (Observe-se também que y(t) # 0, para todo o t € R, pelo que as
equivaléncias acima s3o sempre validas).

Determinar a solucao do PVI
dy
2 —_3
dx 4
y(0) =0
Note-se em primeiro lugar que a equacao % = —3y admite a solugdo de equilibrio (ou

constante) y(z) = 0, mas esta solu¢do sé verifica a condi¢do inicial no caso em que yo = 0.
Para determinar solucbes n3o constantes,

1d d
Wy

dy _ a4
dx

1
= -3y —dy=-3 < logly|=-3z+C
dx Y

§ dr
pelo que a solugdo geral da equacdo é dada por
y(x) = Ke ™

Atendendo a que y(0) = yo tem-se que K = gy e como tal a solugdo do PVI é

y(z) = yoe "

Na Figura 1.1 encontra-se o tracado de algumas destas solucoes. Note-se, em particular,
que a solugdo constante, y(x) = 0, tem a seguinte propriedade:

1. Todas as outras solu¢des se aproximam de y(z) = 0 quando z — +00.

2. Todas as outras solugdes se afastam de y(x) = 0 quando x — —oc.

Devido a propriedade 1, dizemos que a solu¢do y(z) = 0 é assimptoticamente estavel quando
xr — +00.

12



1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

T T T T T T T T T T T T T T T T
-0.45 -0.33 -0.21 -0.09 0.03 0.15 0.27 0.39

Figura 1.1: A solug3o de equilibrio y(t) = 0 e as solu¢des correspondentes a yo = +1/2, yo = +1..

1.2.4 Equacoes Exactas

Seja A C R? aberto e M, N : A — R. Uma equacio diferencial do tipo

d
M(t,y) + N(t,y)=2 =0 (1.6)
diz-se exacta se e sé se é equivalente a
2 (sm) =0 (17)
dt 7y - Y .

onde ¢ : A — R é de classe C'!.
A solucdo geral, na forma implicita, da equacdo exacta é, entdo:

o(t,y) =C, com C' € R.

Em que condi¢des existe uma tal fungdo ¢, de forma a que a equacdo (1.6) seja equivalente
a (1.7)? Comegamos por notar que a equagdo (1.7) se pode escrever:

90 00dy

- — 1.
ot Oy dt (1.8)

Comparando a equagdo (1.6) com (1.8), concluimos que para (1.6) ser exacta é necessario e
suficiente que:
0
M = 99 e N = % )
ot oy

13



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

ou seja, (M, N) = V¢, para certa funcdo ¢ € C(A,R). Isto é equivalente a dizer que o campo
(M, N) é um campo gradiente .

Exemplo: as equacdes separdveis que, como vimos, se podem escrever na forma

~g(t) + F(5) 2 =0,

onde g: A - Re f: B — R sio fungdes continuas 4, sdo também exactas. De facto, basta
tomar um potencial ¢ : A x B — R dado por:

b(t,y) = / Fy)dy — / o(t)dt.

Este exemplo n3o parece muito interessante, pois obtivémos o potencial a partir do conhecimento
prévio da solucdo geral da equacdo separdvel.

Problemas mais interessantes — no sentido em que n3o podem ser facilmente resolvidos por
outros métodos — podem-se abordar tomando como ponto de partida a seguinte (e j& vossa
conhecida) condi¢do necessaria para que um campo seja gradiente.

Proposicdo: se A C R? é aberto e simplesmente conexo, M, N : A — R sio de classe C'! e

OM 0N

o _ 9 A
ay ot o

entdo existe ¢ : A — R de classe C? tal que (M, N) = V¢. Em particular, isto implica que a
equagdo M(t,y) + N(t,y)y’ = 0 é exacta.

Considerando agora um problema de valor inicial de uma equagdo exacta (1.7) com condi¢do
inicial y(to) = yo, a sua solugdo geral é:

o(t,y)=C,  com C = d(to,yo)
O teorema da func¢do implicita garante a existéncia de solucdo local desde que:

0

a—y(q’ — O)(to,y0) = g—j(tovyo) = N(to,yo) # 0.

Teorema:(Existéncia de solugdo (local) do PVI para a equagio exacta). Sejam A C R? aberto
e simplesmente conexo e M, N : A — R de classe C!. Se

oM  ON
a) a—y—g em A,

b) N(to,y0) # 0,

3(M,N): A — R éum campo gradiente com um potencial ¢ € C*(4,R).
*A, B C R s3o conjuntos abertos

14



1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

entdo existe ¢ : A — R de classe C'! tal que °.

gb(t’ y) = Ca com C = ¢(t05 yO)

define implicitamente a solucdo do problema de valor inicial:

dy
y(to) = o

para t numa vizinhanca de tg.
Exemplo

(1) Determinar a solugdo geral da equagdo
d
e 4 2xy% + (cosy + 2x2y)£ =0
Sendo
M(z,y) = e + 2z7? e N(z,y) = cosy + 222y
é facil de verificar que

(i) M e N sdo continuamente diferencidveis em U = R?;

oM ON
i) — =daoy = — R2.
(i) oy Ty = - para todo (z,y) €

Conclui-se que (M, N) é um campo gradiente em R?, isto &, existe ® : R? — R tal que
Vo = (M, N).
Célculo de @

0P 4x
=M = ey = /(649” +22y?)de +Cly) = ®(z,y) = 67 +a?y? + Cy)
e, por outro lado
0P
i =N = 22%y+C'(y) =cosy+2z%y = C(y)=seny+ D

pelo que
Ax

@(x,y):%—kayz—kseny—i—D , DeR

Resolucdo da equacdo

Nestas circunstancias °

4z 2 2 Ay d ret 2 2
e’ 4+ 2xy”° + (cosy + 22°y)— =0 < —<—+xy +seny):0
dx dx \ 4

pelo que a solugdo geral da equacdo é definida implicitamente por

Az

6T—Hcng—Fseny:K , K eR

®De facto, as hipéteses garantem que ¢ é de classe C%; mas esta conclusdo mais forte n3o é necesséria para o
que iremos fazer.

®Note que precisamos apenas de um ® : R?* — R tal que V® = (M, N). Qualquer um destes poténciais, em
particular o que se obtém com C' = 0, pode ser usado para resolver a equacdo exacta.
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1.2.5 Equacoes Redutiveis a Exactas

Qualquer equacdo escalar de primeira ordem ¢é redutivel a exacta, ou seja, pode ser transformada
numa equacgdo exacta, multiplicando-a por uma fungdo wu(t,y) apropriada. A fun¢do 1 denomina-
se por um factor integrante da equacdo, e pode ser calculado resolvendo a equacdo diferencial

parcial
O(uM) _ O(pN)

oy Ot

No geral pode ser impraticdvel obter uma solugcdo explicita para esta equacdo. Contudo, ela pode
ser facilmente resolvida nos casos em que existe um factor integrante, i, que depende apenas de
uma variavel.

- A equacio diferencial
dy

— =0
dt

M(t,y) + N(t,y)
é redutivel a exacta, com factor integrante sé dependendo de ¢, u = pu(t), se a fungdo

oM ON

T
N

depender apenas de t. Se esta condicdo se verificar, o factor integrante é uma das solucdes

da equac3o diferencial
OM _ ON

. Oy ot
=N
- A equacio diferencial

dy

-0
dt

M(t,y) + N(t,y)
é redutivel a exacta, com factor integrante sé dependendo de y, 1 = p(y), se a fungdo

ON oM

ot oy
M

depender apenas de y. Se esta condi¢do se verificar, o factor integrante é uma das solucdes

da equacdo diferencial
ON _ oM

ot Oy
M

Em qualquer dos casos, a solucdo da equacao inicial serd dada por
O(t,y) =C

em que P satisfaz

Exemplos:

16



1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

1. Considere a equacio diferencial

d
3x2y+2my+y3+(x2+y2)£:0
Sendo
M(z,y) =32%y + 22y +y> .  N(zy) =27 +y°

é facil de concluir que M e N tém derivada continua em R? (s3o funcdes polinomiais) e

oM
—:3x2+2x+3y2 ,
dy

ON

— =2
ox v

pelo que a equagdo ndo é exacta. Admitindo que é redutivel a exacta, existe um factor
integrante u tal que a equagao

dy

(32%y + 2zy +y )+ (2" + ¥ )p—= =0
é exacta. A equacdo que o factor integrante satisfaz é:
0 0
(32°y + 2zy + y3)a—g + (3% + 20 4 3y ) = (¢ + yQ)a—g + 2ap

Supondo que p = p(x) (o que implica du/0y = 0 e du/ox = i/ (x)) tem-se que

po(z) 3% +2x+3y* -2

=3
pl) z? + y?

(3% + 2 + 3y ) = (¢ + y* )/ () + 22 &

Note que a equagdo p'(x)/u(x) = 3 é equivalente a equacdo do factor integrante com a
hipétese adicional . = p(x). Ela pode obviamente ser resolvida, pois o segundo membro
nao depende de 3, dando como solugio o factor integrante u(x) = €.

Considere-se entdo a equacdo (equivalente a original)

d
e (3x%y + 2xy + °) + 37 (2 + y%ﬁ =0,
que, por construcdo, é exacta. Podemos novamente verificar esse facto observando que as

funcdes €3 (32%y + 2xy + 1) e €37 (2 4 y?) sdo diferencidveis em R? e:

0
1 3T 9,2 3V = | 3T (2 2
5y |37+ 22y 44| = [ )]

Sendo assim (uM, uN) é um campo gradiente em R?, isto é, existe ® : R? — R tal que
Vo = (uM, uN).

Célculo de @
oo 3z(,.2 2
—ay:u]\/ = O(z,y)= [ e (z°+y°)dy + C(x)
%
= O(x,y) = (mzy + E) +C(x)

17



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

e, por outro lado

0P
= M = 3¢ (:U2y—i—%) +2xye” +C'(2) = 3 32y 4+ 20y +9°) = Ca) =K

pelo que

3
<I>(ulc,y):e‘rSm <x2y+y§> +K, KeR

Resolucdo da equacdo

Nestas circunstancias

d d
322y + 2xy + y° + (2 + yz)—y =0 & 3z 422y +y3) + 37 (2® + yz)—y =0

dx de
d 3x 2 y3 o
. [e (:U Y+ 3 =0

pelo que a solugdo geral da equacdo é definida implicitamente por

y?
e3® <x2y+§> =k, keR.

2. Considere a equacio diferencial

o dy
2zy — e W)L =
v+ @ay - g
Sendo
M(z,y) =y , N(z.y) =2zy — e %Y

é facil de concluir que M e N tém derivada continua em R? e
oM ON
a1, To=yy
oy ox

pelo que a equagdo ndo é exacta. Admitindo que é redutivel a exacta, existe um factor
integrante u tal que a equagao

dy

20y — e Y)u—= =0
yp+ Qay — e )p—r
é exacta. Pelo que
o —oyy Ol
—+pu=Q2ry—e VY)—+2
vg, TH (2zy —e™) 5+ 2yp

Supondo que 1 = pu(x) (o que implica du/dy = 0 e du/Ox = /() tem-se que

plae) 1-2
wlx)  2xy—e 2

p=(2zy—e ) (z) + 2y &

1—2y

2ry — e~
factor de integracdo dependendo apenas de .

Como se V&, a funcdo nao depende apenas da varidvel x, pelo que nao existe

18



1.2. EQUACOES ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

Supondo agora que p = u(y) (o que implica du/dx =0 e Ou/dy = 1/ (y)) tem-se que

wy) 2y—1 Wy o, 1
Wy -y T ) Ty

yu' +p=2yp S

Neste caso a equacdo anterior pode ser resolvida pois o segundo membro depende apenas

de y. Como tal, o factor integrante é uma das suas solu¢des n3o nulas, por exemplo,
% . N .

u(y) = —. Considere-se entdo a equagdo
Y

1\ d
ey + <2x62y — —) 9 _ 0
y /) dx

que, tendo sido obtida por multiplicacdo de ambos os membros da equacdo original pelo
factor integrante, é necessariamente exacta. Para confirmar este facto, observe-se que as

funcdes €% e 2xe?Y — é s3o diferencidveis em R?\ {(z,0) : z € R}, e

[62?’} = 2% = i {Qery — l]

Sendo assim (uM, uN) é um campo gradiente em {(z,y) € R? : y > 0} (ou em {(z,y) €
R? : y < 0}), isto &, existe @ : {(z,y) €R? : y >0} = R (ou @ : {(z,9) € R? : y <
0} — R) tal que V® = (uM, uN).

Célculo de @

0P
%:M,u = @(m,y):/erdx+C(y) = ®(z,y) = ze® + C(y)

e, por outro lado

0P 1
e uN = 2ze® 4+ C'(y) = 2ze® — =~ = C(y) = —logly| + const.
Y Y
pelo que

O(z,y) = ze?¥ — log|y| 4+ const. , const. € R

Resolucdo da equacdo

Nestas circunstancias, para y > 0 ou y < O:

d
y+ (2zy — e_Zy)—y =0 & ¥4 (2ze® —

1. dy
—:0
dx )

& dx
d 2
& — (xe Y —logly| + Const.> =0
dx
pelo que a solugdo geral da equacdo € definida implicitamente por
ze? —loglyl=k , keR
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1.3 Existéncia, Unicidade e Prolongamento de Solucoes

Consideramos o problema de valor inicial (PVI)

dy

— = f(t,

o =&y (L9
y(to) = Yo

onde a funcdo f : D — R tem dominio aberto D C R?. E costume designar f(t,y) por campo de
direccdes da equacdo diferencial em (1.9); isto deriva do facto de a recta tangente ao grafico

das solugées da equacdo diferencial ter, em cada ponto (t,y) desse grafico, declive igual a

f(t,y). Note que se y(t) é solu¢do da equagdo diferencial entdo f(t,y(t)) = i—?(t).

Nesta sec¢do estudamos as condi¢des que a fungdo f(t,y) deve verificar para que a solugdo
do PVI:

® exista;
e seja Unica;
e esteja definida num intervalo maximal I =Ja, b].

Estas questSes matemdticas sdo muito importantes do ponto de vista das aplicacdes. Os
métodos numéricos que na pratica s3o aplicados no cdlculo aproximado de solucGes de uma
equacdo diferencial ordinaria exigem, como hipdtese, que a solucdo do PVI exista, seja tnica e
que dependa continuamente das condi¢cGes iniciais — isto é, que seja um problema bem posto. E
sabido que quando um PVI falha uma daquelas propriedades as solu¢des dos esquemas numéricos
correspondentes podem exibir comportamentos que as tornam indteis, na éptica das aplicacdes.

1.3.1 Teorema de Peano

Se exigirmos apenas continuidade de f(¢,y), podemos provar o:
Teorema de Peano (Existéncia de solugdo local)

Considere-se D C R? aberto, e f : D — R, continua em (t,y) € D. Se (to,y0) € D, o
problema de valor inicial

{ y = f(tay)
y(to) = vo

admite pelo menos uma solugdo, y(t), num intervalo |ty — «, to + «f para certo o > 0.

Pode-se entdo colocar a questdo de saber se a continuidade de f(t,y) é suficiente para provar
unicidade de solu¢do. A subseccdo seguinte mostra que a resposta a esta questdo é negativa.
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1.3. EXISTENCIA, UNICIDADE E PROLONGAMENTO DE SOLUCOES

1.3.2 Exemplo de Nao Unicidade de Solucao

Considere-se o problema de valor inicial:

dy _ 1/2
y(0) =0,

Vamos construir um conjunto infinito de solu¢bes para este PVI.
Comegamos por notar que a solugdo constante y(t) = 0 é solu¢do do PVI. Por outro lado,
admitindo que y(t) > 0, a equagdo pode ser escrita na forma

d d
Y 7 1<:>dt</y dy) 1 & 2y t+c

Desta forma, parat+c¢ > 0 <t > —c, a funcao

(1) = 3t + )

é continuamente diferencidvel e satisfaz a equacdo diferencial para t > —c.

Figura 1.2: A solugio de equilibrio y(t) = 0 e a solugdo y(t) = t2/4.

Podemos agora utilizar o método de “cortar” e “colar’ a partir das solugdes y(t) = 0 e
y(t) = 1(t +¢)?, para t > —c, para criar novas solugdes do PVI. Serd necessério, obviamente,
que que no “ponto de colagem” a nova solu¢do seja uma fung¢do continua, diferencidvel e que
verifique a equacdo diferencial.

Para t; > 0, defina-se

0 se t <ty
Y, (t) = 1 9
—(t—=1 t>1
1 ( 1) se 1
Verifica-se que y;, € diferencidvel e verifica a equagdo diferencial em R\ {#; }, pois foi construida
3 custa das solugdes y(t) = 0 e y(t) = 1(t + )%, com ¢ = —t1. Note que esta escolha de c faz

precisamente com que

t 2
lim gy, (1) = lim yy, (t) & 0= (_1 _ /g) ,
t—t] t—t] 2

21



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Figura 1.3: As solugdes do PVI quando ¢ = 0.

ou seja, que Yy, seja continua em ty e yy, (t1) = 0. Também as derivadas laterais de y;, em ¢;
existem e sdo nulas, pelo que y;, satisfaz a equagdo diferencial em ¢;.

Figura 1.4: As solugbes y;, com t;1 =1/5, 64 =1/2et; =6/5.

O facto de existir uma infinidade de solugdes mostra que a continuidade da funcdo f(t,y) = /¥
no seu dominio ndo ¢é suficiente para garantir unicidade de solugcdo para o PVI.
De facto, temos que

|f(t,z) — f(t,y) r—yl,

|='7M‘m|
T—y

onde o termo

‘\/\?\/!?
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ndo é limitado para x e y num vizinhanca qualquer da origem. Isto implica, em particular, que
fixando y = 0 as taxas médias de crescimento da funcdo f ndo sdo limitadas. Ora, foi precisamente
nos pontos onde a solu¢do da equacdo é nula que se observou a bifurcacdo de solugdes!

1.3.3 Condicao de Lipschitz

Nesta seccdo definiremos uma classe de funcdes continuas que n3o sdo necessdriamente dife-

rencidveis relativamente a y, mas para as quais o Teorema de Picard é valido. O exemplo anterior

sugere que se introduza a seguinte condicdo adicional sobre f, que é devida a Lipschitz.
Considere-se f : D — R, onde D C R?2. Diz-se que

e f é lipschitziana relativamente a y em D sse

A constante K € RT é denominada a constante de Lipschitz. Observe-se que se a funcdo
f é lipschitziana relativamente a y em D, verificara

f(t’yg;:i(t’w) <K . Y(ty),(tw) €D

o que significa que as taxas de crescimento médio de f relativamente a segunda coordenada,
sdo limitadas em D. Em particular isto significa que:

o Se 0f /0y existe (em D), entdo 0f /0y é uma fungdo limitada em D;

o Se Of /0y n3o existe em todos os pontos de D (porque n3o existe fllin%] w
—
para algum (¢,y) € D), ainda assim a razdo incremental 5

limitada, para todo A numa vizinhanga de 0.

serd sempre

e f é localmente lipschitziana relativamente a y em D sse for lipschitziana relativamente
a y em todo o subconjunto compacto de D.

e Critério

of

Y
localmente lipschitziana relativamente a y em D.

Se f é continua num aberto D C R? e existe e é continua em D C R? entdo f é

1.3.4 Teorema de Picard

Enunciaremos, de seguida, o resultado que estabelece existéncia e unicidade de solucdo de um
problema de valor inicial relativo a uma equacdo diferencial ordindria e escalar de primeira ordem.
Veremos mais tarde que este teorema pode ser generalizado as equagdes vectoriais de primeira
ordem, garantindo nessa versdo a existéncia e unicidade de problemas de valor inicial envolvendo
essas equacdes e (como sua consequéncia) também envolvendo equagdes lineares de ordem n.

Teorema de Picard

Considere-se D C R? aberto e f : D — R continua e localmente lipschitziana relativamente a y
em D. Se (tg,y0) € D, o problema de valor inicial

{ y=f(ty)

y(to) = vo
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admite uma Unica solugdo, y(t), definida numa vizinhanga de ¢, isto é, num intervalo |tg—a, to+
para algum « > 0.

A demonstracdo deste teorema é feita de forma construtiva, sendo obtida a solucdo a custa de
uma sucessao de aproximac¢des da solucdo. Apresentaremos em seguida essa construcdo e depois
os varios passos da demonstracdo do teorema.

Equivaléncia entre o Problema de Valor Inicial e um Problema Integral

E facil verificar que o problema de valor inicial

dy

Y — t,

o =ty (1.10)
y(to) = vo

é equivalente a equacdo integral

t

wﬂ=m+[f©M$Ms (111)

0

para y € C'(I), sendo I qualquer intervalo aberto contendo tg.

De facto, se y € C'(I) satisfaz o PVI (1.10) entdo, integrando ambos os membros da equagao
diferencial entre ¢y e t e usando o teorema fundamental do calculo:

t

ijwzjf@mm@ s wwmmzjf@mm@

0 0 to

Usando agora a condi¢do inicial do PVI (1.10), obtém-se a equagdo integral (1.11).

Reciprocamente, admitindo que y € C'(I) é solugdo da equacdo integral (1.11) ent3o, apli-
cando o teorema fundamental do cdlculo ao integral do membro direito da equag¢do conclui-se que
y(t) é diferencidvel e que:

d
d_l; = f(t,y(t)) Vel

Assim sendo, y(t) é solu¢do da equagdo diferencial. Por outro lado, substituindo t por ¢y na
equagdo integral (1.11), obtém-se y(ty) = yo.

A equacdo integral é, do ponto de vista da andlise matematica, muito Util pois é muito mais
facil obter estimativas de integrais do que de derivadas.
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Iteradas de Picard

Derivamos agora a partir da equacdo integral uma sucessdo de aproximacdes — as iteradas de
Picard. Trata-se de uma sucessdo de fungdes continuas ¥, : I — R definida recursivamente por:

Yot) = wo
yi(t) = yo+/ f(s,90(s)) ds

to

) = wt [ Fen) ds

Ynt1(t) = yo+/ f(s,yn(s)) ds

Exemplo 1: Considere-se o problema de valor inicial (PVI)

y' =2zy
(1.12)
y(0) =1
A solugdo do problema (1.12) é
yz)=¢" | hux=R
Por outro lado a sucessdo (y,)nen, das iteradas de Picard associadas ao PVI é
yo(z) = yo =1
t T
yi(x) = 1+/ 2syp(s)ds = 1+/ (2s)ds = 1+ 22
0 0
T T $4
ya(z) = 1 —i—/ (2sy1(s))ds = 1—|—/ 25(14s%)ds = 142>+ 5
0 0
T T 84 4 .%'6
ys(z) = 1+/(25y2(5))d8 = 1—|—/ 28(1—|—82—|—?)d8 = 1—|—:r32—|—7+€
0 0

Na Figura 1.5 estdo representadas as primeiras iteradas de Picard assim como a solugdo do PVI.
Pode-se verificar, por indu¢do matematica, que:
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2.5

W

SRs<

o

1.5

0.5 T T T T T T T T T
-0.05 0.07 0.19 0.31 0.43 0.55 0.67 0.79 0.91

Figura 1.5: Algumas iteradas de Picard e a solugdo do PVI (1.12).

Neste caso, a sucessdo das iteradas de Picard, y,, é precisamente igual a sucessdo das somas
.. s . . ~ 2 .
parciais da série de Maclaurin da solugdo do (PVI), y(x) = e*". No entanto, e conforme se ilustra

no exemplo seguinte, tal tipo de identidade pode n3o se verificar mesmo em casos simples.

Exemplo 2: Considere-se o (PVI)

(2,

Vamos construir a sucessdo (Y, )nen, das iteradas de Picard associadas ao (PVI). Assim:

Yo(z) =yo =1

yi(x) =1+ [F(vo(s))?ds =1+ [[lds=1+=

ya(e) = 1+ [f(n(s)ds = 14 [{(L+s)2ds = 1+ a+a? + 5
y3(z) = 1+ [T(ya(s))?ds = 1+ [T(1+ 5+ s>+ 5)2ds =

o 2 3 24 5 6 7
=lt+rx+z*+°+5-+5+5+5

Por outro lado, resolvendo a equagdo diferencial, obtém-se

d [ 1
Y=y < —/y Ydy=1 & ylz)=

C—XT

dx
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A solugdo do (PVI) serd entdo

y(l‘) = ’ Inviax :] — 00, 1[

Na Figura 1.6 est3o representadas as primeiras iteradas de Picard, bem como a solu¢do do (PVI).
E de observar que quando nos aproximamos do ponto z = 1 (onde a solugdo do (PVI) explode)
a convergéncia das iteradas de Picard torna-se cada vez mais lenta.
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Figura 1.6: Algumas iteradas de Picard e a solucio do PVI (1.13).

Pode-se provar (a demonstragdo ndo é inteiramente trivial) que as iteradas de Picard deste
problema verificam

yn(z) =142+ 224+ "+ Ryi1(x) = Sp(z) + Ryy1(x) (1.14)

onde R, yi(x) é uma fungdo polinomial com um zero de ordem n + 1 em = = 0. Note que
Sp(r) =14z +2%+---+ 2" é a sucessdo das somas parciais da série geométrica, cuja soma é
precisamente a solucdo do (PVI), y(z) = 11, mas somente em | — 1, 1[.

Em casos menos simples que estes dois exemplos — quando f(¢,y) ndo é uma fun¢do polino-
mial — as iteradas de Picard ndo sdo polinomiais; no entanto, e mesmo sem se conhecer a forma
explicita dessas iteradas, pode-se usar a andlise matemdtica para provar a sua convergéncia local.

Para concluir a demonstracdo do Teorema de Picard, iremos mostrar que a sucessdo das

iteradas de Picard, dada por

t
Yn+1(t) = yo + / f(s,yn(s)) ds, (1.15)
to
converge uniformemente num certo intervalo, I = [ty — «, tg + o] para uma fun¢do continua, y(¢).
A partir deste facto, e tomando o limite quando n — oo em ambos os membros da igualdade
(1.15), poderemos entdo concluir que y(t) satisfaz a equagdo integral (1.11) em I, pelo que devera

ser solucdo do PVI no intervalo aberto |ty — a, o + af.
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Convergéncia Uniforme das lteradas de Picard

Vamos entdo demonstrar que a sucessdo das iteradas de Picard, y,,(¢), converge uniformemente
num intervalo [ty — o, to + @], para certos a > 0 suficientemente pequenos (o intervalo de valores
possiveis ird depender de tg, yo e f).

Comecamos por estimar a diferenca entre duas iteradas de Picard consecutivas ’:

t

Yo +/t f(S,yn(S)) ds —yo — /t f(s,ynfl(s)) ds

0

Yn41(t) —yn()] =

IN

/t: ‘f(37yn(3)) - f(s,yn_l(s))‘ |ds|

Vamos estimar a funcdo integranda através da condicdo de Lipschitz. Considere-se um rectangulo
R={(t,y) eR?:tg—a<t<tg+ae yo—b<y<yy+b} contido no dominio, D, de f.

v+l -

Yo [

Yo —

Figura 1.7: O rectangulo R.

Seja K a constante de Lipschitz de f (relativamente a y) no conjunto compacto R, ou seja, K
verifica:

[fty) = fEo) < Kly—x[  V(t,y), (tx)€eR (1.16)

Para que o gréfico das iteradas de Picard permanega no interior de R (por forma a que a estimativa
de Lipschitz (1.16) seja vélida quando aplicada a pontos (¢, y,(t)), é necessério que:

19) t €]ty — a,to + a[, pelo que devemos ter o < a.

29) Seja
M =max {|f(t,y)| : (t,y) € R}

Para que (t,yn(t)) esteja no interior de R para t € [ty — «,tg + «, é necessario que
lyn(t) — yo| < b. Como

t t
[yn(t) = ol < / | (s,yn(s))] lds| < M/ |ds| = M|t = to] < Ma,
to to

"Se f : I — R é continua no intervalo I e a,b € I (sem que se tenha, necessariamente, b > a) entdo obtém-se,
como caso particular da propriedade de majoracdo do integral complexo:

A o] < [ 1o )

Note que f; [f(#)||dt] é igual a f: |f(t)|dt se b>aea ["|f(t)|dtseb< a. Em particular, f; |dt| = |b— al.
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isso implica que devemos ter M« < b. Para tal, é preciso exigir ao < b/M.

Assim, para qualquer ¢ € [ty — a, tg + @] def I,

@ =0 < [ [(s.3(5) = 1531 (9)| I

t
< K |yn(s) — yn-1(s)| |ds]
to

< K max

s€ly

t
() = p1(s)] [ 1ds
to

< Ka max |yn(s) — yn—1(9)

s€lg
Isto implica que:
max yn1() - yn(t)‘ < Ko max ya(t) - yn—1(t)‘
< (Ka)” max|y,1(t) - yn—Q(t)‘

< (Ka)" ma
tely

yi(t) — yo‘
Como y1(t) —yo = ftt) f(s,y0) ds, resulta entdo da desigualdade anterior que:

max
tela

o () = ya(t)] < (Ka)" max

t
/t f(s,y0)ds

t
< (Ka)" max [ |f(s,y0)||ds]|
tely to

t

< (Ka)" max [ M|ds|
tela tO

= (Ka)"Ma < (Ka)™

Definindo » = K« entao

max
tely

Y1 (t) = yu(t)] < br". (1.17)

Utilizando somas telescopicas:

yn(t) = (yn(t) - ynfl(t)) + (ynfl(t) - yn72(t)) + ...
o (g2(t) — (1) + (11(t) — w0) + o

= Yo+ i <yk(t) - yk_1(t))
k=1

Isto significa que y,,(t) é a sucessdo das somas parciais da série
n—1
v+ Y. <yk(t) - yk—l(t)) (1.18)
k=0
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A terceira restricdo que introduzimos ao valor de o é r = Ka < 1, ou seja a« < 1/K. Assim,
como |r| < 1, Y272, br* é uma série geométrica convergente. Por outro lado, o termo geral da
série (1.18) verifica
< br¥,

e (t) = a8

para k > 1. Pelo critério de Weierstrass, y,(t) converge uniformemente em [, e o limite é a
soma da série de fun¢des continuas (1.18). Resulta assim que y : [, — R existe e é continua

desde que tomemos:
b 1
; — 1.19
a < min {a, , } (1.19)

Existéncia e Regularidade da Solucao
Considerando agora as iteradas de Picard,
t
yn-i—l(t) =Yo +/ f(t7yn(t)) dt (1'20)
to

e usando a convergéncia uniforme de y,(t) para y(t) em I, entdo tomando o limite em ambos
os membros de (1.20) conclui-se que que y(t) satisfaz a equagdo integral:

ym=m+13@mmﬁ

Como y(t) é continua em I,, entdo f(t,y(t)) é continua em I,. Por aplicacdo do teorema
fundamental do cdlculo ao 22 membro da equagdo integral, podemos concluir que y € C'(1,,).
Unicidade de Solucao

Supondo que y(t) e z(t) sdo duas solugdes do PVI, entdo verificam

v =w+ [ Stvw)a

to

2(t) = yo +/ f(t,2(t)) dt

to
em I, = [to — a,tg + ], onde « satisfaz (1.19). Assim:

) =20 < [ [#0(e) = F(s.209)| I

t

= Kly(s) = z(s)] |ds]
< K max|y(s) - 2(s)] /to |ds]
< Ka max|y(s) — z(s)|

SEIQ

Como a < 1/K, ou seja, Ka < 1,

) — 2(t)] <
ly(t) z()l_gnea;f

y(s) — z(s)

)
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sendo a igualdade apenas verificada quando max ‘y(s) — z(s)‘ = 0. Como é impossivel que se
S€lq

verifique a desigualdade estrita para todo o t € I, (pois 0 maximo de |y(t) — z(t)| é atingido num
ponto t; € I,) concluimos que max ly(s) — 2(s)| = 0, ou seja:
SE€Elq

y(t) = 2(t) Vt € [to — o, to + @

1.3.5 O teorema de Picard (revisitado) e alguns exemplos

Vejamos agora o enunciado do teorema que efectivamente provdmos, onde se acrescenta a in-
formacdo que obtivémos sobre o tamanho dos intervalos onde se garante existéncia e e unicidade
de solucdo.

Teorema de Picard
Considere-se D C R? aberto e f : D — R continua e localmente lipschitziana relativamente a y
em D. Se (to,y0) € D, o problema de valor inicial

{ y=f(ty)

y(to) = vo

admite uma dnica solugdo, y(t), definida numa vizinhanga de ¢, isto é, num intervalo do tipo
]to —a,ty + Oé[.

Além disso, a conclusdo acima é valida para qualquer a < min {a, %, %} onde a e b sdo as
dimensdes de um rectangulo R = {(t,y) € R? : |t —to| < a e |y — yo| < b} contido em D 8,

M = (m?XR]f(t,y)\ e K é uma constante de Lipschitz de f em R °.
ty)e

Supondo que f satisfaz as condicbes do teorema de Picard, podemos desde ja concluir o
seguinte: os graficos de quaisquer duas solugdes distintas, y1(t) e ya(t) da mesma equagdo dife-
rencial,

y/ - f(tv y)7

definidas no mesmo intervalo aberto, I C R, ndo se podem intersectar; isto é, ndo existe tel
tal que

y1(t) = ya(t)

Isto porque, admitindo que o oposto seria vélido entdo, e tomando § = y1 () = y2(%), o problema

de valor inicial '
{ y=f(ty)

y(t) =9

teria duas solugbes distintas, y1(t) e ya(t), definidas numa vizinhanga de #. Ora isto contradiz a
conclusdo do teorema de Picard.

Exemplos:

8Ver fig. 1.7
°0u seja, K > 0 é tal que |f(t,y) — f(t,z)| < K|y — | para quaisquer (¢,7), (t,z) € R.
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(1) Considere-se o problema de valor inicial

d
=YT=ay . y0)=0 (121)

Comegemos por observar que f(x,y) = /1 —zy

e ests definida e é continua em R?;

e Of /0y estd definida e é continua em R2\ {(z,y) : wxy = 1}, consequentemente, f é
localmente lipschitziana neste conjunto.

Conclui-se que f(z,y) verifica as condicdes do Teorema de Picard em D = R?\{(z,y) : ay = 1}.
Dado que (zg,y0) = (0,0) € D o problema de valor inicial (1.21) admite uma Utnica solugdo, y(x)
definida numa vizinhanca de zg = 0.

(2) Considere-se o problema de valor inicial

Z_y —YT—ay . y()=1 (1.22)
T

Como vimos no exemplo anterior f(z,y) = /1 — xy verifica as condi¢cdes do Teorema de Picard
em D = R?\ {(z,y) : 2y = 1}. Em primeiro lugar, e dado que f(z,y) é continua em RZ,
o Teorema de Peano garante que o PVI (1.22) admite pelo menos uma solu¢do definida numa
vizinhanca de zp = 1. No entanto neste exemplo tem-se que (z9,y0) = (1,1) & D. Apesar
disso ndo se pode, de imediato, concluir que f(z,y) ndo verifica as condi¢des do Teorema de
Picard num conjunto que contenha (1,1). O facto de 2—5(1,1) ndo existir ndo é suficiente para
garantir que f(z,y) ndo é lipschtziana em conjuntos contendo (1,1); teremos, por isso, que o
verificar directamente. Assim, seja B qualquer subconjunto fechado e limitado de R?, e (z,y1),
(x,y2) € B:

V1I—azy — V1 -y,
Y1 — Y2

|f($,y1)—f($,y2)|:‘3/1—5'3%—{’/1—5'3?/2‘: ly1 — yo

Para que f seja lipschitziana em B, a quantidade

VI —ay — 1 —xy,
Y1 — Y2

L(x79173/2) -

tem que ser limitada para todos (z,y1), (x,y2) € B. Considere-se (z,y2) = (1,1) e (z,y1) =
(1,1+ h) para h € R. Temos entdo que

3

L(1,1,14h) =

—h
_ 23
| =1

E ent3o ficil de observar que para valores de h préximos de 0 (o que corresponde a estarmos em
pontos (z,y) préximos de (1, 1)), |h~%/3| aproxima-se de oo pelo que L(1,1,1+h) ndo é limitada.
Concluimos que f n3o é lipschtziana em qualquer conjunto contendo o ponto (1, 1), pelo que ndo
se verificam as condi¢des do Teorema de Picard numa vizinhanga de (1,1). Concluimos entdo que
n3o se pode garantir unicidade de solugdo para (1.22).
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(3) Considere-se o problema de valor inicial

W eyl y)=1 (1.23)
Comegemos por observar que f(x,y) = |z + y| estd definida e é continua em R? o Teorema de
Peano garante que o PVI (1.23) admite pelo menos uma solugdo definida numa vizinhanga de
xo = 1. Por outro lado, Of /Oy estd definida e é continua em D = R?\ {(z,y) : = +y = 0}.
Visto (xg,y0) € D, teremos que averiguar directamente se f(x,y) é lipschitziana numa vizinhanga
do ponto (x0,y0) = (1,—1). conjunto limitado e fechado que contenha (1,—1). Assim, seja B
qualquer subconjunto fechado e limitado de R?, e (z,y1), (z,y2) € B.

|f(x,y1) — flz—yo)| = ||z +y1] — |z + vl | < |(x+31) — (z+y2)| = |y1 — y2l

Tem-se entdo que f(x,y) é lipschitziana em B (com constante de Lipschitz L = 1, pelo que f é
localmente lipschitziana em R?. O Teorema de Picard garante ent3o unicidade de solucdo para
(1.23).

(4) Sendo a € R, considere-se o problema de valor inicial

/ 2
+ay = y“cos(y +t
{ Yy y=1y (y ) (1_24)

y(0) =1

Definindo f(t,y) = —ay +y? cos(y +1), a equacio pode-se escrever na forma ' = f(t,y). Note-
se que f(t,y) é continuamente diferencidvel em R?, logo é continua e localmente lipshitziana
relativamente a y em R?. Pelo teorema de Picard, existe solucdo tinica do problema de valor
inicial numa vizinhanga de ty = 0, ou seja, num intervalo | — a, [, para algum « > 0.

Determinemos agora um intervalo de valores de a para os quais a solu¢do do problema (1.24)
estd definida em R. Notando que a equacdo v’ = f(t,y) = y(y — a) cos(y + t) tem as solucdes
estaciondrias u(t) = 0 e v(t) = a, basta tomarmos a > 1 para que se verifique

0<y(0)=1<a

Como, pelo teorema de Picard, os gréficos de solugdes distintas do problema 3/ = f(t,y) n3o se
podem intersectar, entdo uma solu¢do que comeca num ponto y(0) €]0, a[ deve permanecer nesse
intervalo (pois ndo se pode ter y(t) = u(t) = 0 ou y(t) = v(t) = a para qualquer ¢t € I4;).
Assim sendo:

0<y(t)<a  Vt€Ilneg

Para concluirmos que I, = R podemos aplicar o teorema de Picard (em versio melhorada)
sucessivamente. Por exemplo, tomando t; = « e y; = y(«), o problema

/ 2
+ay = y“cos(y +t
{ Yy y=1y (y ) (1_25)

y(t1) =y

tem solugdo Unica definida num intervalo |t; — aq,t1 + aq[, 0 que permite prolongar a solugdo
(dnica) do PVI (1.25) ao intervalo | — a, &« + a1]. Repetindo este procedimento, pode-se provar
que Iaz O [0,00[. Fazendo o mesmo do lado esquerdo do intervalo | —«, «f, podemos igualmente
provar que Iq. D] — 00, 0].

Em vez de discutirmos a prova neste exemplo particular, veremos na préxima seccdo uma
forma sistemdtica de o fazer utilizando o teorema do prolongamento da solugdo.
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1.3.6 Prolongamento de Solucao

Considere agora um problema de valor inicial

dy _

dt - f(t>y) ; y(tO) = Yo

que verifique as condi¢des do teorema de Picard.

Sejamyy : [1 = Reys: Is — Rtais que I; C I>. Pode-se desde ja concluir que a restricdo de
1o a I é precisamente 1. Caso contrdrio, teriamos duas solucdes distintas da equacdo diferencial
definidas em I3, cujos graficos se intersectam em pelo menos (tg, yp). Como ja vimos na subsecgio
1.3.5, isto entraria em contradicdo com a unicidade de solu¢do. Diz-se por isso que a solucao s
é um prolongamento da solugcdo 1 : Iy — R ao intervalo Is D I.

Sem acrescentar mais condi¢les a f, a conclusdo do teorema de Picard pode ser substanci-
almente melhorada de forma a incluir alguma informacdo sobre a possibilidade de prolongamento
da solucdo local.

Teorema (Prolongamento de Solugdo):
Seja D C R? aberto, (tg,40) € D, f : D — R continua e localmente lipshitziana relativamente a
y em D. Ent3o a solugdo tnica do problema de valor inicial

Y_ftw) . i) =w
estd definida num intervalo méximo de defini¢do, 1,4, =|a, b[, cujos extremos, a,b € R, verificam
(i) b =400 ou
(i) b<+oo e (t,y(t)) = 0D quando t — b~ ou

(i) b<+oco e lim |y(t)| = +0
t—b—

(i) a = - ou
(i) a>—o00 e (ty(t)) — 0D quando t — a* ou

(i) a > —c0 e lim |y(t)] = +o0
t—at

Note que os casos do tipo (iii) significam que a solugdo explode (respectivamente, quando
t — bout— a). Quanto aos casos do tipo (ii), por exemplo

(t,y(t)) — 0D quando t—b"

significa que qualquer ponto limite do grafico de y(t) para t € [to,b] (este grafico é o conjunto
{(t,y(t)) : t € [to,b]} C R?) pertence & fronteira de D, 9D. Isto é equivalente a dizer que
qualquer sucess3o t,, € |a,b| tal que t,, — b e y(t,) é convergente verifica:

lim (tn,y(t,)) € 0D

n—-+o0o

(e, analogamente, quando t — a™).
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Dem.:

Vamos provar a conclusao do teorema para o prolongamento para a direita, isto é, até b.

Seja J o conjunto dos 7 € R tais que existe solu¢do y : [tg, 7] — R do problema de valor
inicial 1. Pelo teorema de Picard, J # (). Se J n3o for majorado, ent3o a conclusio do teorema
é satisfeita pois verifica-se o caso (i). Por outro lado, se J é majorado, como J # () entdo existe
b=supJ < +.

Admitamos que tanto (ii) como (iii) ndo se verificam. Como t£m+ ly(t)| = +o0 ndo é verdade,

a

entdo existe uma sucessdo s, — b~ tal que y(s,) é limitada; sendo limitada, tal sucessdo tem
uma subsucessdo convergente. Isto mostra que existem sucessdes t,, € |a, b| tais que t, — b e
y(t,) é convergente. Mas como (ii) ndo se verifica, entdo para pelo menos uma dessas sucessdes,
(tn,y(tn)) converge para um certo (b,w) € int D.

Seja § < %dist ((b,w),@D); assim sendo, Bss(b,w) é um subconjunto compacto de D. Seja
K a constante de Lipschitz de f em Bss(b,w) e

(1.26)
Figura 1.8
Seja (£,7) um termo da sucessdo (t,,y(tn)) tal que
|(Z,9) = (bw)|| < (1.27)

Entdo o quadrado
R= {(t,y) teft—6,1+4] eye [37—5,g+5]}
verifica
RcC Béﬂ(t7g) C B§ﬂ+a(b7w) - B35(b7w)7

pois, tendo em conta (1.26), 6v/2 +a < dv2+ 6 < 36.
Pelo teorema de Picard (em versdo melhorada) e (1.26), concluimos que a solugdo y(t) admite
extens3do ao intervalo [tg,? + o] e que, tendo em conta (1.27), b — ¢ < «, o que implica que:

ONote quesey: ] »Reg: I - R (onde I C I sio intervalos), ent3o a solugdo ¥ restrita a I é uma solu¢cdo
do PVI em I. Resulta da unicidade de solu¢do do PVI que g(t) = y(t) para qualquer ¢ € I; ou seja, a restrigdo de
¢ ao dominio de y, I, coincide necessariamente com y.
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t+a>0b

Mas isto é absurdo, pois contradiz o facto de que b = sup J.
A demonstragdo do prolongamento para a esquerda (até a) é andloga a anterior. ]

Em qualquer um dos casos, verificar que a solucdo n3o pode ser prolongada até ¢t = oo
(ou t = —o0) porque a fronteira do conjunto D é atingida pode ser facil de constatar pois a
funcdo f(t,y) é dada e, consequentemente, conhecemos os subconjuntos de R? onde o grafico
da solu¢do ndo pode entrar. Para mostrar que a solugdo explode (ou que n3o explode) ou, mais
genericamente, que o seu grafico estd confinado a uma certa regido de R?, é muito dtil o seguinte
critério.

1.3.7 Comparacao de Solucoes

Comparacao de Solucoes:

Considere-se D C R?, f, g : D — R verificando as condicdes do Teorema de Picard e

(to,yo) € D.
Sejam ainda, y(t) a solugdo do PVI

Y_ttw) . ) =w
e u(t) a solugdo do PVI

du

3 -ty ulte) =y
Se

fty) <glty) . Vity) eD
entao

y(t) <wu(t) para todo t >ty

y(t) > u(t) para todo t <ty

Consequéncias:

e Mostrar que a solucao explode

Seja u(t) a solugdo do PVI

du
E = g(t,U) ) U,(to) =
definida em I}%.. =|to — €, T, tendo-se que lir%l u(t) = 4o00. Se y(t) é solugdo do PVI
t—T~
dy
—=[fty) . ylo) =«

dt
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e f(t,y) > g(t,y) para todo (t,y). Observe-se que, pelo teorema anterior, esta condi¢do
implica que y(t) > u(t) para todo t > «; assim sendo, y(t) explode no intervalo |to, T}, isto
é, existe © €]to,T] tal que ligl y.(t) = +0o e consequentemente sup Ifhax = ©

t—0-

e Mostrar que a solucao nao explode
Seja u(t) a solugdo do PVI

du
i g(t,u) , u(ty) = «
definida em I}, =]a,+0o0[ para certo a < ty. Se y(t) é solugdo do PVI
dy
=Sy yl)=a

e f(t,y) < g(t,y) para todo (t,y) (observe-se que pelo teorema anterior esta condi¢do
implica que y(t) < u(t) para todo t > «), entdo y(t) ndo explode para +oo em |tg, +00l.
Analogamente, seja v(t) a solu¢do do PVI

dv
a = h(t’v) ) U(t(]) =

definida em I}, =]a1,+oo[ para certo a; < t9. Se y(t) é solugdo do PVI
dy
== f(t to) =
w =Sy yl)=a
e f(t,y) > h(t,y) para todo (t,y) (observe-se que pelo teorema anterior esta condi¢do

implica que y(t) > v(t) para todo ¢t > «), entdo y(t) ndo explode para —oo em |tg, +00].
Conclui-se que y(t) ndo explode no intervalo |ty, +o0l.

Exemplo 1
Considere-se o PVI
y=0+y")fty) . y(0)=0 (1.28)
em que f é uma funcio de classe C*(R), verificando f(z) > 1 para qualquer = € R.
Como a fungdo (1 + y?)f(ty) é continua em R?, e a fungdo

8%((1 L) f(ty)) = 29 (ty) + (1 + %) f ()t

é também continua em R? — logo f é localmente lipschitziana relativamente a y em R? — o
teorema de Picard garante a existéncia de uma solugdo tnica, y(t), definida num vizinhanga aberta
da origem e que verifica y(0) = 0.

Pretendemos agora mostrar que o intervalo maximo de definicdo da solugdo do problema de
valor inicial é majorado. Note que, para qualquer nimero real ty, f(ty) > 1, o que implica que:

(1432 f(ty) > 1 + 4> para qualquer (t,y) € R? (1.29)
Consideremos agora o problema de valor inicial

u'=1+4? |, u(0)=0;
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resolvendo a equagdo separavel e fazendo uso da condi¢do inicial, obtém-se a sua (nica soluc3o:
u(t) = tgt,

definida em |7 /2,7/2[. Note que u(t) explode quando t — +7/2.
Tendo em conta a estimativa (1.29), utilizando o teorema de comparagdo de solugdes, a
solugdo y(t) do (PVI) (1.28) verifica:

y(t) > u(t) =tgt para t>0

Como lim tgt = +00 a solugdo explode e, como tal, o intervalo maximo de definicdo da solugcdo

T
t_)§

do problema de valor inicial é majorado.

Exemplo 2
Considere-se o problema de valor inicial

y = —2(sen(e”) +2)y , y(0)=1 (1.30)

Sendo
f(t,y) = —2(sen(e) + 2)y

é facil de verificar que tanto f como Jf/Jy sdo continuas em R?. Isto implica que f verifica
as condicdes do Teorema de Picard em D = R? e assim (1.30) tem uma solugdo tinica numa
vizinhanga de ty = 0. Temos agora que mostrar que a solugdo pode ser prolongada a R. Obser-
vemos que para y(t) > 0 (isso acontecerd, pelo menos, numa vizinhanga de ¢ty = 0), a equagdo é
equivalente a:

y _ . ty
= = —2(sen(e") + 2)
Y

Integrando esta igualdade de 0 a ¢, obtém-se:

t
log (1) ~ logy(0) = [ (~2(sen(e”) + 2))ds
0
Como, para quaisquer (s,y) € R?,
—6 < —2(sen(e®V¥)) 4 2) < —2

pode-se concluir que:

t
—6t§/(—2(sen(esy(s))+2))ds§—2t para t >0,
0

-2t < /Ot(—Z(sen(eSy(s)) +2))ds < —6t para t<0.
Desta forma (e como logy(0) =log1 = 0):
—6t <logy(t) < —2t para t >0
—2t <logy(t) < —6t para t <0
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Em primeiro lugar, isto mostra que log y() ndo explode. Em particular, isto implica que y(t) # 0,
para qualquer t € Ii,ax; pois se existisse [ tal que y() = 0 entdo lim;_,5log y(t) = —oo. Desta
forma, as desigualdades acima estimam o valor de y(t) para qualquer ¢t € R onde a solugdo esta
definida. O grafico da solucdo estd confinado a regido do plano situada entre as curvas y = e~ 2
ey = e % pelo que y(t) ndo explode em tempo finito. Como o dominio de f é R?, o teorema
do prolongamento de solugdo garante a existéncia de uma (tnica) solugdo global.

(continua)

1.4 Equacoes Vectoriais ou Sistemas de 12 Ordem

Sendo IC R, ACR" e parai=1,...,n, f; : I x A— R, denomina-se por equacio diferencial
vectorial de primeira ordem um sistema de equacdes do tipo

yi(t) = fl (tayl(t)’ e ’yn(t))

yn(t) - fa(tyi(D), ... yn(t))

onde as solu¢des sdo funcdes y1(t),...,yn(t) : I — R de classe C! em I. Utilizando notacdo
vectorial, este sistema pode entdo ser escrito de forma abreviada como a equacdo vectorial

y'(t) = F(t,y(t)),

sendo
y1(t) Ji(t (@), .- yn(t))
yt)=1{ - e F(ty(t) =
( ) fn(tayl(t)"--,yn(t))
Tal como no caso escalar (n = 1), sendo ¢y € I, denomina-se problema de valor inicial a
{ F(t,y@t) , tel
onde se supde que tg € I e yo = (y1(to), ..., yn(to)) € A.

1.4.1 Condicao de Lipschitz e Teorema de Picard no Caso Vectorial

Uma fungdo vectorial, f(t,y) : D Cc R*"1 — R", continua em D, denomina-se localmente
lipschitziana relativamente a y se cada uma das fun¢des escalares f;(t,y1,...,4yn), i = 1,...,n, for
localmente lipschitziana relativamente a yq,..., Yn €m D, isto é

lfilt,y1, - o yyn) — f1(ty 21, oo yxn)| < K||(y1y -2y yn) — (21,...,25)|| onde

def
1 yn) = (21, 2[5V (= 202 + o+ (Y — 20)?
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para todos (t,y1,...,Yn), (t,u1,...,u,) em subconjuntos compactos de D. Isto é equivalente a
dizer que existe L € R tal que:

I£(t,y) — £, x)|| < L{ly — ]|
para quaisquer (¢,y), (t,x) € D. 1

O seguinte teorema tem demonstracdo andloga ao teorema homdénimo que enuncidmos ante-
riormente para o caso escalar.

Teorema de Picard (Existéncia e unicidade de solucdo no caso vectorial): Considere-se o
dominio D = I xR™ C R™*! onde f : D — R é continua e localmente lipschitziana relativamente
ay. Se (to,yo) € D, o problema de valor inicial

{ y = f(t’ Y)
y(to) = yo

admite solugdo dnica num intervalo |ty — «, to + «f, para certo o > 0.

1.4.2 Equacoes Vectoriais Lineares

A equacdo vectorial denomina-se linear se a fung¢do F(t,y) for linear em y, isto é, se for da forma

yi(t) = an@®yit) + -+ an(Oynt) + b1(t)
Vall) = @ (a(0) + -+ aun(Oyalt) + bal0)
ou, na forma vectorial:
y'(t) = At)y(t) + b(t) (1.31)
sendo
Y1 (t) au(t) . aln(t) bl (t)
y(t)=|: . A : : e b(t)=|:
Yn(t) an1(t) ... apy(t) by (t)

Funcdes matriciais

No seguimento, serd necessario estudar fun¢ées X cujo dominio é um intervalo real e cujo conjunto
de chegada é um espago vectorial de matrizes reais (ou complexas) de dimensdo n x m, que aqui
denotaremos por M, 5, (R) (ou C).

Genericamente, um fun¢do X : I C R — M5 (R), com

X(t) = [ﬂﬁz‘j(t)} i=1..n

j=l.m

"Recordamos que, dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B, denotado A x B, é o conjunto
dos pares ordenados (a,b) taisque a € Aeb e B. Nonosso caso, set € Rey = (y1,...,yn) € R", entdo
t,y) € R x R™. E usual identificar (¢,y) € R x R™ com (¢,y1,...,yn) € R""1: neste sentido, podemos dizer que
(t,y y Yy Y P q
R x R™ = R™*!,
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pode, de facto, ser interpretada como uma func¢do vectorial com as n x m componentes:

xll(t), e ,xlm(t), 5621(75), e ,ZCQm(t), e PPN xnl(t), e ,Inn(t).

Sendo assim, pode-se neste contexto utilizar os conceitos e resultados ja discutidos quando se
estudou as fun¢des vectoriais. A derivada de X (¢) é, entdo, dada por

ax _ |dzy
dt | dt

i=1,..n
Jj=1l..m

e estd bem definida se as fungdes componentes forem diferencidveis em I. Analogamente, o
integral de X entre ty,t € I é dado por:

tX(s)ds = [ﬁzxzj(s)d‘s}izl,...n )

to j=1l..m

sempre que as fungdes componentes sejam seccionalmente continuas em [. Desta forma, a
linearidade da derivada e do integral ficam asseguradas.
Relativamente a derivada do produto de duas matrizes,

XO=[u]gn o YO=[lipg

o resultado tem que ser deduzido (porqué?). No entanto isso, é tarefa relativamente facil: calcu-
lando a derivada da componente (i, 7) de X (¢)Y (t), obtém-se:

3 (1) = D (1) + 3wty (1)
k=1 k=1 k=1

Resulta assim que
(XY (1) = X' Y () + X()Y' ().

n

Exemplo: Dada uma fungdo escalar ¢ : R — R e uma matriz n x n, A = [a];._,, de

componentes a;; € R (independentes de t), vejamos como se calculam a derivada e o integral da
funcdo matricial p(t)A 2.

(a) Se ¢ é de classe C'! entio:
d d " n n
G (p04) = [Ga00)] = [oww)]!_ =v@w]’ | =0
o) = [2e)] = [rre][,, ~ 0[]
Identicamente (verifique):
(b) Se ¢ é seccionalmente continua em qualquer intervalo fechado e limitado, ent3o:
! t
/ o(s)Ads = <ft0 ©(s) ds> A,
to

(c) Se ¢ é continua entdo, usando o teorema fundamental do calculo:
t

i Ads = o(t)A
o tos@(S) s = o(t)

2Note que ¢(t)A é o produto do escalar ¢(t) pela matriz constante A.
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Caso Homogéneo e Matriz Solucdao Fundamental

Fazendo b(t) = 0 na equagdo (1.31), obtém-se a equagdo linear homogénea associada

y'(t) = A(t)y(t) (1.32)

n

comy € R" e A(t) = [aij(t)} , onde as fungGes a;;(t) : I C R — R sdo continuas.

1,j=1

Definicao (Matriz Solugdo Fundamental): Uma matriz S(¢) denomina-se matriz solugdo fun-
damental de (1.32) se e s6 se

(i) detS(t) # 0 para todo t € I, o que significa que as colunas de S(t) sdo linearmente
independentes (S(t) é ndo singular) para qualquer t € I;

(i) as colunas de S(t) sdo solu¢des da equacdo y'(t) = A(t)y(t).

Exemplo 1:
Considere-se a equacdo vectorial

y(0) = Ay(0) sendo A= T} ] (133)

Fazendo y = (x,y), a equagdo pode ser escrita na forma

{ ¥=x—y
Y =y
Atendendo a que a segunda equac¢do sé depende da funcdo y, podemos resolvé-la. Assim:
/ —t
y=-y & ylt)=ce

Substituindo na primeira equa¢do obtém-se

_ d s _ _
r—x=—ce! < —<e tx) = —cre %

o & z(t) = %e_t + coe!

Tem-se entdo que a solucdo geral da equacdo vectorial é

c1,—t t 1 —t _t
| 5 " +c2e | 3e€ e C1 | def
Y(t) = [ cre~t ] = [ et } [ Co ] = S(t)C,

E agora facil de verificar que a matriz S(t) acima definida é uma matriz solugdo fundamental
associada a equagdo (1.33). De facto

(i) A matriz S(¢) é ndo singular em R, pois
detS(t)=—-1#0 VteR
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(i) Verifica-se que y}(t) = Ayi(t), i = 1,2 em que y;(t) representa a coluna i de S(¢). De
facto, parai =1

so=2[2 =] 2] e amo=[y D[] =] 2]

e para i = 2
wo=2[5]=[5] ¢ amo=[ 2][0]-[5]

Observe-se que n3o ha uma tnica matriz solucio fundamental da equacdo — por exemplo,
se S(t) é uma matriz solu¢do fundamental qualquer matriz obtida por troca de colunas de S(t) é
tambem uma matriz solucdo fundamental.

Proposicao (Caracterizagdo da Matriz Solucdo Fundamental): S(t) é uma matriz solugdo
fundamental da equagdo (1.32) se e s6 se:

(i) Existe um ¢y € I tal que S(ty) é ndo singular.
(i) S'(t) = A(1)S(1)
Demonstracdo: (ii) é apenas outra forma de escrever a alinea (ii) da definicdo de S(t).

Quanto a (i), suponhamos que existe um £ € I tal que S(#) é singular; isto é, para certo b €
R™\ {0}, S(f)b = 0, e derivemos uma contradi¢io. Como

S'(t)b = A(t)S(t)b
Considerando y(t) = S(t)b entdo das equagdes anteriores:

{y;A@y
y(@) = S(H)b = 0
0.

Por unicidade de solugdo deste PVI, y(¢) = 0. Conclui-se entdo que S(¢)b =0 paratodoot € I,
pelo que S(t) é singular para todo o ¢t € I; logo, em particular, também S(to) € singular, o que
contradiz a hipdtese. O

Como corolario da proposicdo anterior, obtemos:

Teorema (Matriz Solugdo Fundamental): S(¢) é uma matriz solugdo fundamental da
equacdo (1.32) se e sé se € a solugdo do problema de valor inicial

S = A(t)S
{ S(0) = Sp

para alguma matriz n3o singular, Sy € M« (R).

Exemplo 2: Para obter uma matriz solu¢do fundamental, S(¢), da equagdo y' = A(t)y,
podemos resolver os n problemas

r_
{ y = Ay com i=1,2,..
y(to) = e
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onde e1,es ... e, sdo os vectores da base candnica de R™. As colunas de S(t) serdo as solugdes
desses n problemas.

Resulta da definicdo que a matriz S(¢) é invertivel para todo o t. Sendo assim

= %(s@) S*l(t)> =8'(t)S7'(t) + S(¢) %(S’l(t)>,

pelo que S(t) &4 (S71(t)) = —S/(t) S7!(t). Desta forma:

0

Atendendo a que S’(t) = A(t)S(t) implica A(t) = S’(t)S™!(t), entdo a inversa da matriz solucio
fundamental verifica:

%(s—l(t)> — 8L (1)A®) (1.34)

Caracterizacao das Solucoes da Equacdao Homogénea

Teorema: Considere-se I C Re A(t) = [aij(t)} n + com a;j(t) : I — R continuas, e o problema
27.]:
de valor inicial: o Oy(®
y'(t) = A(t)y(t
1.35
{ y(to) = o (1.35)

onde tg € I e yg € R™. Seja S(t) uma matriz solu¢do fundamental da equacdo diferencial.
Ent3o o problema (1.35) tem uma tnica solugdo dada por y(t) = S(t)S~!(t0)yo. Além disso, as
solucdes da equacdo diferencial formam um espaco vectorial de dimens3o n, sendo uma sua base
constituida pelas colunas de S(t); ou seja, a sua solugdo geral é:

y(t) =S(t)C com C=(c1y..,cp) ER"

Demonstracdo: Seja y(t) uma solucdo arbitrdria da equacdo y’ = A(t)y e considere-se
z(t) = S~(t)y(t). Queremos mostrar que z(t) é constante. Entdo, usando a equagdo (1.34):

(1) = (87'0) y(0)+ 87 1)y (1)
= S THHA
= sy

0

Temos entdo que S~1(¢)y(t) = z(t) = C, com C € R", o que nos permite concluir que:
(1) a solugdo geral da equagdo diferencial é y(t) = S(¢)C;

(2) se y(to) = yo entdo C = S~ (to)y(to) = S~ (to)yo, pelo que a solugio do PVI (1.35) é
y(t) = S(t)S™ (to)yo.
]

44



1.4. EQUACOES VECTORIAIS OU SISTEMAS DE 12 ORDEM

1.4.3 Equacoes vectoriais Lineares — Caso Nao Homogéneo

Dada uma matriz solu¢do fundamental de y’ = A(t)y, pretendemos obter as solucdes da equacdo
ndo homogénea y’ = A(t)y + b(t)

n
Teorema (Férmula de Variacdo das Constantes): Sendo A = [aij(t)} , com componentes
ij=1
a;j : I C R — R continuas, b : I C R — R” também continua, yg € R" e S(t) uma matriz
solugdo fundamental de y’ = A(t)y, ent3o a solu¢do do problema de valor inicial

y' = At)y +b(t)
1.36
{ y(to) = yo (1.36)
¢ dada pela férmula de variacdo das constantes:
t
y(0) = S8 to)yo +8(1) [ S (s)bls)ds (137
to

Demonstracgdo: Escrevendo a equagdo diferencial (1.36) na forma y’ — A(t)y = b(t), e multi-
plicando ambos os membros por S™1(t), obtém-se:

S~ (t)y' —STHt)A(t)y = ST (t)b(t)

/
Atendendo a que (Sil(t)> = —S~ (1) A(t) (equagdo (1.34)), resulta pois que

STy + (5711) 'y =S (b,

ou seja
2 (s owin) = s~ b (1.38)

Integrando entre ¢, e t, e considerando que y(tg) = yo, temos que:

S0y ()~ S ta)yo = [ S (s)bls)ds

to

Multiplicando agora a esquerda por S(t) obtém-se:

() SO to)yo = S() [ ST (bls)ds

to

O

Coroldrio (Férmula de Variagdo das Constantes para a Solugcdo Geral): Nas mesmas
condicbes do teorema anterior, a solucdo geral da equacdo

y' = A(t)y +b(t)
é dada por:

y(t) =S(t)C + S(t) /t S~i(s)b(s)ds , CeR™ (1.39)

45



CAPITULO 1. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

(onde ft x(s)ds representa uma primitiva da fungdo vectorial x(t)).

Demonstracao: Repita a prova do teorema anterior, primitivando ambos os membros da igual-
dade (1.38) em vez de os integrar entre ¢y e t (exercicio). Note que a constante de primitivagdo,
C, pertence a R". O

1.4.4 Equacoes Vectoriais Lineares de Coeficientes Constantes

A equagdo vectorial linear denomina-se de coeficientes constantes se a matriz A(t) tiver entradas
constantes, isto é, se for da forma

yi(t) = anyi(t) + ... +arnya(t) +b1(t)
Vo) = antyi(8) + e + G yn(8) + o)
ou, na forma vectorial,
y'(t) = Ay(t) + b(t), (1.40)
sendo
y1(t) aiy ... aip bi(t)
y(t)=|: ;A= : e b(t)=|:
Yn(t) anl - - Qo by (t)

Caso Homogéneo

Tal como anteriormente, o caso homogéneo corresponde a tomar b(¢) = 0 na equagdo (1.40).
Vamos assim estudar a equacao

y'(t) = Ay (1) (1.41)
ondeteR, y(t) eR"e A= [aijr_ | com aij € R.
7/7]:

Exponencial de uma Matriz

Dados uma matriz A € M, «,(R), convenciona-se que:

AO def

)

onde I representa a matriz identidade de M, (R).
Recordamos o problema de valor inicial escalar,

Y =ay

y(0)=1 "~
tem por Unica solugdo y(t) = e®. Procedendo por analogia, definimos a exponencial de tA, que
denotamos por €', da forma que se segue.
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Definicdo (Exponencial de uma Matriz): Sejat € R e A € M,,(R). Entdo e é a
(dnica) matriz solugdo fundamental de (1.41) que é igual a matriz identidade em ¢ = 0. lIsto
equivale a dizer que X (t) = e é a solucdo do problema de valor inicial:

{X’:AX

X(0) =1 (1.42)

Resulta imediatamente da definicdo anterior que:

Proposicdo: Se A € M, «,(R) e S é uma matriz solugdo fundamental de y’ = Ay ent3o:
e =8(t)S71(0)

Exemplo 3: No exemplo 1 desta sec¢do (resolu¢do da equagdo diferencial (1.33)), a solugdo
também pode ser escrita na forma:

o=t 1 oot to1 ot def
v = | F e | =g ]| 2 [ sie

pelo que S;(¢) é também uma matriz solugdo fundamental. (A verificagdo é dbvia). Uma outra
matriz solucdo fundamental é:

Note que a exponencial da matriz tA, X(¢), tem uma propriedade importante — é a dnica matriz

),
solugdo fundamental que verifica X(0) = 1.

Solucdo do Problema de Valor Inicial da Equacdo y' = Ay

Teorema (Solugdo de uma equagdo vectorial linear homogénea de coeficientes constantes)
Se A = [a; ;] é uma matriz n X n, com a; ; € R, o problema de valor inicial

{ y = Ay
y(to) = ¥o

tem soluc¢do Unica, dada por:
y(t) ="y, teR

Além disso, as solucdes da equacdo y’ = Ay formam um espaco vectorial de dimens3o n, sendo
dadas por y(t) = e4'C, onde C € R™.
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Diagonalizacdo de A e o célculo e

Uma matriz n x n A, com n € N, diz-se diagonalizdvel se admite n vectores préprios linearmente
independentes. Sendo A um valor préprio de A, recordamos que:

a) A multiplicidade algébrica de \, m,()\) é o nimero de vezes que o factor (r — \) ocorre na
factoriza¢do do polinémio caracteristico p(r) = det(A — rI).

b) A multiplicidade geométrica de A\, m4(\) é o nimero de vectores préprios de A linearmente
independentes associados a \; Note que 1 < mgy(A) < mg(N).

Entdo a matriz A é diagonalizavel se e s6 se my(\) = mq(\) para qualquer valor préprio, A,
de A. No caso particular de A admitir n valores préprios distintos, entdo A é necessariamente
diagonalizdvel. Se A tem pelo menos um valor préprio, A, com multiplicidade algébrica m,(\) > 1
e my(A) < mg(A), entdo a matriz A ndo é diagonalizavel.

Para obter solucdes linearmente de y’ = Ay a partir dos valores e vectores préprios de A
necessitamos de estender a fun¢do exponencial ao conjunto dos nlimeros complexos.

Exponencial Complexa
Para z = Rez +ilm z € C, define-se a exponencial complexa de z por
e = eltes ( cos(Im z) 4 isen(Im z)>
isto é, se z = x + iy _
e* =e"e¥ = ¢e"(cosy +iseny)

A exponencial complexa é uma extensdo da exponencial real ao plano complexo. O dominio da
exponencial complexa é C, e

Rez

Ree®* =e®cosy , Ime* =e"seny , || =e¢ , arge®’ =Imz

Desta forma podemos observar que as imagens por f(z) = e* de complexos com parte real cons-
tante (rectas verticais) sdo complexos com mdédulo constante (circunferéncias centradas na origem)
e a imagem de complexos com parte imagindria constante (rectas horizontais) sdo complexos com
argumento constante (semi-rectas com origem em 0) — ver Figura 1.9.

Propriedades Elementares da Exponencial Complexa

e Para todos z, w € C,

e Para todo 2 € C
6z+2l~<:7r1 — BZ , k c7Z

o que significa que a exponencial complexa é periddica de periodo 27i.

e Para qualquer w € C\ {0}, a equagdo e* = w pode sempre ser resolvida e tem uma
infinidade de solu¢Ges, que sdo dadas por:

e=w <& z=loglwl+ilargw+2km) , keZ.
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Re z = ay Re
Z = agp

— 0
ol =e Arg z = by
Im z = by

Imz=b;
Arg z =b;

Figura 1.9: Transformacdo de rectas horizontais e verticais por f(z) = e*.

Podemos agora obter solucdes linearmente de y’ = Ay a partir dos valores e vectores préprios
de A, utilizando para tal a exponencial complexa.

Proposicdo: Seja A € M, «,(R). Se A € C é um valor préprio de A e v.€ C" um vector préprio
associado a \ entdo y(t) = e!*v é uma solucdo da equacdo y' = Ay. Além disso, u = Rey e
i = Imy s3o solucdes reais de y’ = Ay.

Demonstracao: Para provar a primeira parte, basta ver que:

d d
d—i = %(e”v) =eMAv=eMAv = A(ew‘v) = Ay(t).
Tendo em conta que

u +it = (u+it) =y = Ay = A(u + i) = Au +iAq,

tomando a parte real e a parte imagindria de ambos os membros desta igualdade obtém-se u’ = Au
A/ A
e 0 = Au. O

Se A for uma matriz n x n real diagonalizdvel, entdo existe um conjunto de n vectores
préprios de A linearmente independentes vi,va,...,v,. Se A1, Ao, ..., A\, forem os respectivos
valores préprios associados, podemos construir uma matriz solu¢do fundamental — e dai obter
eA* — colocando nas colunas de S as solucdes de y’ = Ay dadas pela proposicdo anterior; isto é:

eAltvl, e>‘2tv2, ... ,eA”tvn.
Note que S(0) é n3o singular.
Se A for um valor préprio complexo de uma matriz real A, com vector préprio associado
v € C", entdo o procedimento anterior dd-nos uma matriz solucio fundamental complexa; no

entanto, podemos utilizar as funcdes reais Re e*v e ImeMv, no lugar de eMtv e eMity 13

13Se A é uma matriz real, entdo A = A. Se (\,v) é um par valor préprio, vector préprio (complexo) de A,
entdo (A, V) é também um par valor préprio, vector préprio de A, pois Av = Av = Av = Av = \V. Neste caso,
Re v = Re e*v e Im v = —Im e*v. Por cada par de vectores préprios conjugados, v e ¥, produzem-se

desta forma duas (ndo quatro!) fun¢des reais linearmente independentes, Re eMv e Im ety
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Exemplo (retrato de fase de uma equacao diferencial): Seja

3 5
A= .
1 -1
Vamos calcular uma matriz solucdo fundamental associada a y’ = Ay comecando por calcular os
valores préprios de A:

det(A—X) =0 B3=XN)(-1-A)-5=0 N-21-8=0< A=4 V \=-2

Conclui-se de imediato que a matriz A é diagonalizdvel. Como tal, vamos calcular os seus dois
vectores préprios.

e Para A = 4 o vector préprio associado é uma solucdo ndo nula de

(A—4w =0 & {_11 _55} |:Z;:|=[8:|<=>7}1—5?}2=0

Entdo podemos escolher (por exemplo) vo = 1; o vector préprio associado a 4 serd v =
(5,1).

e Para A = —2 o vector prdprio associado é uma solucdo ndo nula de

eamemo e [35][2] =10 wsnno

Entdo podemos escolher (por exemplo) vy = 1; o vector préprio associado a —2 serd

w=(-1,1).
wo-[[2] <[]

é uma matriz solucido fundamental associada a equacdo y’ = Ay. Dado que

so=]7 7]

ndo é a matriz identidade, tem-se que

Como tal, a matriz

1 _ =2t 4t _
eAt = S(t)S_l(O) - _6 [ :7215 5:415 ] { _11 _i) }
1[ —e 2 —pett  5e=2t _ pett
= —6 [ e~ 2t _ 4t —Be 2t _ G4t ]
isto é
eAt B 1 |: 6—2t_|_564t —56_2t—|—564t :|
T 6| —e 4ttt e et

Para o estudo qualitativo de y’ = Ay é importante calcular as solucdes do problema de valor
inicial
y'=4y , y(0)=yo (1.43)
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para alguns valores especiais de yo € R?. Comecemos por analisar a solucdo de (1.43) quando
yo = (0,0). Neste caso, a solugdo do sistema é constante e igual a (0,0), pelo que a origem §,
precisamente, o tnico ponto de equilibrio do sistema.

Escolhendo um ponto inicial yo = (=5, —1) (que pertence ao espago préprio associado ao
valor préprio 4) entdo

1[ e2 4 5et  —5e 2t 4 5ett -5 —5ett 5
_ At 4 _ 4t
y(t) = e yo = 6 [ —em2t 4 ot Be—2t 4 edt 1| T et | T e 1

Escrevendo y(t) = (x(t),y(t)) obtemos as equaces paramétricas da solucdo de (1.43)

{ z(t) = —5ett

y(t) = —e'

Por eliminacdo do pardmetro ¢ obtém-se a equacdo cartesiana da solucdo, que é o conjunto dos
(z,y) € R? tais que x = 5y. Isto diz-nos que quando a condic3o inicial pertence ao espaco préprio
de A =4, a solugdo do (1.43) nele permanecerd para todo o t. Mais se observa que, e como neste

caso
lim e* = 400, (1.44)

t—-+o0

a solucdo do PVI afasta-se do ponto de equilibrio quando ¢t — +oc.
Escolhendo um ponto inicial yg = (—1,1) (que pertence ao espago préprio associado ao valor
préprio —2) entdo

(1) = ety = Ll e 45e e 4pet 11 —1] _[—e*]_ -1
yit) = Yo = 6| —e 2t 4 ett  pe—2t 4 4t 1 = ot = 1
Fazendo y(t) = (z(t),y(t)), obtemos assim as equagdes paramétricas da solugdo do (1.43)

{ 2(t) = —et

y(t) =e™
Por eliminacdo do pardmetro ¢t obtém-se a equagdo cartesiana da solucdo, que é o conjunto dos
(z,y) € R? tais que x = —y. Isto diz-nos que quando a condi¢do inicial pertence ao espaco
préprio de A = —2, a solu¢do do (1.43) nele permanecerd para todo ¢t. Mais se observa que, e
COMO nesse caso
lim e 2 =0, (1.45)
t—+o0

a solugdo do PVI aproxima-se do ponto de equilibrio quando ¢ — +o00. Devido a (1.44) e (1.45),
dizemos que a origem é um ponto de sela.

Em qualquer outra situacdo, a solugdo ndo é constante nem estd confinada a uma recta. Por
exemplo, se yo = (1,1), a solugdo de (1.43) é dada por

At L[ e +5et —5e +5et |1 L[ —2e7t + 5%
y(t) = e™yo = - =5

6
Fazendo y(t) = (x(t),y(t)), obtemos as equacdes paramétricas da solugdo do (1.43)

3z(t) = —2e~" + 5ett
3y(t) = 2e7t 4 et

o1
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Eliminando o pardmetro ¢, a equag3o cartesiana da solugdo no espaco (z,y) fica

4 \2
x—l—y:2<5x_y> )

De um modo geral, se yo = (o, 3) € R?\ {(0,0)}, a solucio de (1.43) ¢ dada por

1 [ e 2 4 5ett  —Bem2t 4 pett } { a ] 1 [ det — Hyett }

_ At L _t
y(t) = eyo 6| —e 2t felt  pe—2t 4 ot 8 6 5e*t+'ye4t

em que, para facilitar a escrita, fizémos y = a+ e d = —a+ 5J. Fazendo y(t) = (:U(t),y(t))
obtemos as equa¢des paramétricas da solugdo de (1.43)

62(t) = det — 5yett
6y(t) = de~t + yett
Eliminando o parametro ¢, a equacdo cartesiana da solucdo fica

762

((6 +5y)z + 5’yy)2 .

r+y=

Figura 1.10: O Retrato de fase da equacido y’ = Ay é o grafico das equacdes cartesianas de varias solucdes
de y’ = Ay, no espago dos (r,3) € R?. As setas indicam o sentido em que as curvas s3o percorridas (¢
crescente).
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A figura 1.10 representa o grafico das curvas, no espaco dos pontos (z,y) € R?, que resultam
das solucdes da equacdo linear homogénea y’ = Ay apéds eliminacdo da varidvel ¢t. Este tipo
de representacdo grafica das solugcdes é comunmente designado por retrato de fase da equacdo
diferencial, sendo uma forma muito prédtica de visualizar o comportamento qualitativo das suas
solucdes.

1.4.5 Série da Exponencial de uma Matriz

Para encontrar um desenvolvimento em série para a exponencial de At, procuremos uma solucdo
da equagdo (1.42) através das iteradas de Picard:

Xo(t) = 1

t
Xp1(t) = I+ | AX,(s)ds para n €N

to

Calculando as primeiras 3 iteracdes, obtém-se:

Xo(t) = I
t
Xi(t) = I+ [ Ads = I+tA
t,
Ot t t t2
Xo(t) = I+/ (A+sA?) ds = I+/Ads+/sA2ds = I+tA+5A2
to to to

! 0, 5% 13 AT
Xy(t) = 1+/ A A TA%) ds =T+t 4 a2+ S
t . .

0
Resulta entdo que'#:

12 tk
Xn(t):I+tA+5A2+...+HAk

Isto sugere que a forma da solugcdo de (1.42) é o “limite” da expressdo anterior, ou seja:

t o t* kN~ L vk
X)) =1 +tA+ A 4o Af o =3 Al = 37 ()

Esta férmula é andloga 3 que define a série de Maclaurin da funcdo exponencial, e =

1)k . N .
Yoo % para a,t € R. No nosso caso trata-se de uma série de poténcias de matrizes onde,
em cada termo, aparece tA no lugar de ta. Isto leva-nos a conjecturar o seguinte:

Teorema (Série da Exponencial de uma Matriz): Sendo A uma matriz n x n de compo-
nentes reais e t € R, a exponencial de tA, et4, é dada por:

= (tA)F t2 3 tk
e“‘:z(k') :I+tA+5A2+§A3+---+EA’“+--- (1.46)
K ! !

14Pode-se facilmente provar este resultado por inducdo. No entanto, neste contexto isso serd desnecessario, pois
estamos apenas a usar as iteradas de Picard para formular uma conjectura cuja veracidade serd depois comprovada
por outro método.
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Além disso, a série (1.46) converge uniformemente para ¢ em intervalos do tipo [—R, R] (para
qualquer R > 0) e verifica Aet = e A, para todo o t € R.

Demonstracao: Para provar este teorema, precisaremos em primeiro lugar de saber produzir

estimativas de matrizes. Sendo A = [aij]?jzl, consideramos:

|All =n max |a].
i,7=1,...,n
Note que qualquer componente a;; de A verifica:
1
Jaij| < —[IA]l (1.47)

De facto, esta funcdo tem as propriedades de uma norma '°
propriedade de || A|| de que efectivamente precisamos.

Se B = [bz’j]?j:1 é outra matriz real, entdo as componentes do produto AB verificam:

n
> ainby
k=1

Ou seja, 0 médulo de cada componente de AB é majorado pelo mesmo valor: 2 || ||| B|. Desta
forma:

; Mas vamos aqui provar apenas a

n n
1 1
<3 ol il < 30— I4IIBI = ~ 141115
k=1 k=1

1
481 < (L1415 ) = [411]

Pela desigualdade anterior, [|A*|| < ||A|[||A*~Y]| < ||A|2|A*2)| < --- < ||A||F, para k =
1,2,3,.... Como também ||A°|| = ||I|| = 1 = ||A||° resulta pois que:
A% < ||A|F para k=0,1,2,... (1.48)

Passamos agora a demonstracdo da convergéncia da série. Para tal, basta provar que todas
as componentes da soma da série (1.46) existem (em R).

Sendo §;; =1 e 6;; =0sei# j, e denotando cada componente (i, j) de AF por agf), entdo
as componentes de e s30 as somas das séries reais 1°:
£ @ t* ) ) .
0ij + tas; + a5 o e = Zﬂaij com i,j=1,2,...n. (1.49)
k=0

Vamos agora provar a convergéncia uniforme destas séries, para t num intervalo do tipo
[-R,R], com R > 0. Para |t| < R, e usando (1.47) e (1.48), podemos majorar cada um dos
termos das séries anteriores como se segue:

e
Tk

k
£ ®

k
7% <

IR k
k lzk H k” lzk H Hk H H
i = X a( )‘ < — T K ( )

U=k n kK n  nkl

ISE f4cil provar que para quaisquer duas matrizes reais, A, B, de dimens3o n x n, se tem: (a) [|A|| =0 & A =0;
(b) [lcAll = |c[[|All, para c € R; (c) [|A + B < [|A[| + || B]}; (d) [[AB|| < [[A]|[|B]|
O simbolo §;;, designado na literatura por delta de Kronecker, representa as componentes da matriz identidade.
Note que aﬁ?) = dij.
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Como a série real

1 Z (1AIR)"

n k!
k=0

é convergente — a sua soma é %e”A”R — entdo, pelo critério de Weierstrass, as séries (1.49)

convergem uniformemente para ¢t em intervalos do tipo [— R, R]; isto vale para qualquer R > 0.
Em particular, as séries (1.49) convergem pontualmente para qualquer ¢ € R. Isto prova que etd
estd bem definida por (1.46), é diferencidvel em R e pode ser derivada termo a termo.

Usando o resultado anterior, podemos agora calcular a derivada de e4:

d 4 d 2 5t tn
il — T4+ tA+ A2 A3 A
at dt( PrAT Ay A
2t 3t? ¢t
— 04+ A+ A2y 3 gy
2! 3! n!

t2 t3 tn
= A<I+tA—|——A2+—A3_|_..._|__A”_|_...> — AetA
2! 3! n!
t2 t3 tn
= <I+tA+—A2+_A3+...+_An+..,>A — A A
2! 3! n!

Assim sendo:

d
_etA _ A@tA — GtAA
dt
Note também que ¢?4 = I. Isto conclui a demonstracio do teorema. ]

Algumas propriedades de ¢!

Dadot € Re A€ M},_,(R), listamos aqui algumas das propriedades de eAt = et
(a) €° é a matriz identidade em R™;

(b) S(t) = e é a tinica matriz solugdo fundamental de y’ = Ay que verifica S(0) = I.

(c) et é uma funcdo diferencidvel em qualquer ¢t € R e:

%(glt) — At — ALYy

(d) A matriz e? é invertivel para qualquer t € R e

-1
<6At) — At

(e) Se A, B sdo quaisquer matrizes n X n verificando AB = BA, entdo:

e'B = Bett
(f) Se A, B sdo quaisquer matrizes n x n verificando AB = BA, ent3o:
A+B)t _ At Bt

6(
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Demonstracao:

(d) Atendendo a que:

d _ _ _ _ _
a(6/1156 At> — A A A L AL A)em Al = AL fom AL AL go AL _
entdo et e=4? & constante. Em particular:

eAt G_At — ere—AO — IQ =TI

(e) (Exercicio)
(f) Considere X (t) = eeB*. Entdo X (0) = I e (usando (e)):
X'(t) = AeMePt + M BePt = AeMePt + BetteP! = (A + B)eteP! = (A+ B)X(t).
Isto prova que X (t) = e(A+B)t, O

1.4.6 Calculo da Exponencial de uma Matriz

e A é uma matriz diagonal:

A 0 ... 0 eMt 0 .0

0 X ... O 0 et . 0
Se A= = At =

0 0 ... \ 0 0 .. et

e A é uma matriz diagonalizavel:

Uma matriz A, n X n, diz-se diagonalizdvel se admite n vectores linearmente independentes.
Demonstra-se que,

se A é diagonalizavel entdo A = SAS™!

em que
A0 .00
0 X ... O |
A= . e S=1| vy ... Vvu
0O 0 ... X\,

sendo A1, ..., A, os valores préprios de A e vq,..., v, 0s correspondentes vectores proprios.

Proposicao: Se A e B sdo matrizes n X n semelhantes, isto €, se existe uma matriz S n3o
singular tal que A = SBS~! entio:

BAt _ SeBts—l
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Dem.: Para qualquer k € N:

I I I
k —— ——
(SBS—1> — (SBS™Y)(SBS)SB------ BSV)(SBSY) = SBFSL.
k vezes
Assim
Al iﬁ SBS™! —iﬁ sBts 1) = 5 (S L gk 571 = sebrgt
¢ kk'( )_k !( )_ 22 - e '

Podemos entdo concluir que, se A é diagonalizavel, isto €, se

A0 .0
0 X ... O
A=S . St
0 0 An
entao
eMt 0 0
0 et 0
eAt _ Se/\ts—l _ S S—l
0 0 etnt
Observacoes:

At ¢ uma matriz

o Como consequéncia dos teoremas anteriores, dado que a matriz e
solucdo fundamental da equacdo y = Ay, a sua solucdo é da forma y(t) = e4*C, com

C € R". Atendendo a que et = SeM S~ entdo
y(t) = SeMS~I0 = Set ey

pelo que a matriz S(t) = Se’ é tambem uma matriz solugio fundamental associada
a equagdo. No entanto, a ndo ser que a matriz S seja a matriz identidade, S(¢) n3o é
a matriz e, visto que S(0) n3o é a matriz identidade.

o Dada qualquer matriz A4, como vimos a matriz e’ é a tinica matriz solucio fundamental

associada a equagdo y = Ay, S(t), que verifica S(0) = I.

o Conhecida qualquer matriz solu¢do fundamental, S(¢), associada a equagdo y = Ay,
tem-se que
e =8(t)S71(0)
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Exemplo 1

Determinar a solucdo do seguinte PVI:
¥=z+y z(0) | |0
y=3z-y ' [y0) ]| [1
Podemos escrever a equacdo na forma matricial
1 [1 1 (t)
e o] -[s A
o y(t) 3 -1 |y

e ja sabemos que a solucdo do PVI é dada por

Célculo de et

Os valores préprios da matriz A sdo +2 (pelo que podemos concluir desde ja que a matriz
A é diagonalizdvel).

O vector préprio associado ao valor préprio Ay = 2 é uma solucdo nao nula da equacdo

(A—2Dw=0 < [_31 _13H‘”:0 & a=b

pelo que podemos escolher, por exemplo v; = (1,1).

O vector préprio associado ao valor préprio Ay = —2 é uma solucdo nao nula da equacio

(A+2Hv=0 < [g i][g]zo & b=-3a

pelo que podemos escolher, por exemplo ve = (1, —3). Assim teremos

O 2 0 ] o
amsas [ ]2 0 s

pelo que

171 1 et 0 31
At Atg—1 _ =
©r = 5eTS _4{1—3“0 e—QtH1—1]

-1 [ 3e2t — 32t 2t 4 372 ]

Calculada a matriz e, a solugdo do PVI é y(t) = ey (0), ou seja:
x(t) B 1 362t + 6—2t €2t _ €—2t 0 B 1 €2t _ 6—2t
y(t) | 4| 3e* —3e72 e 4 372 1| 4| et +3e2
Tal como foi observado, a matriz

1 1 e2t 0 th 67225
A
Sett = [ 1 -3 ] { 0 e 2 ] - [ e2t 3¢ 2 }
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é também uma matriz solucdo fundamental, pelo que poderiamos escrever a solucdo geral

da equacio
z(t) ] [ e 1
y(t) L 2
e, posteriormente, calcular as constantes ¢y, co de modo a que seja verificada a condicao

inicial. Na prética, isso corresponde a resolver o sistema de equacdes lineares, o que é
equivalente a inverter S(0) e multiplicar o resultado pelo valor inicial.

A é uma matriz nao diagonalizavel:

A matriz A (nxn) diz-se ndo diagonalizdvel, se A ndo admite n vectores préprios linearmente
independentes. Neste caso, A ndo é semelhante a uma matriz diagonal, isto €, ndo existem
uma matriz diagonal A e uma matriz n3o singular S tais que A = SAS~!

At

Para determinar a matriz e”**, vamos precisar de algumas definicdes e resultados parciais.

Matriz Diagonal por Blocos

Uma matriz n x n, é diagonal por blocos, se for da forma

A0 0
0 A 0

A= . (1.50)
0 0 A,

em que Aj,...,A; sdo matrizes quadradas de dimensbes mi X myq,..., myg X my, res-
pectivamente, tendo-se mq + ... + my = n.

Exemplo:
A matriz
[—1 0 0 O 0 07
0O 1 2 0 0 0
0 2 3 0 0 O
A= 0O 00 -1 3 0
0 0 0 3 2 1
L 0 00 -1 -1 1 |

é uma matriz diagonal por blocos A1, Az, Az, em que

Alz[_l] ) A2:|:;§:| ) A3

I
w

Exponencial de uma matriz diagonal por blocos
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Se A é diagonal por blocos, como em (1.50), entdo

Bloco de Jordan

edit 0 0
0 A2t 0
oAt —
0 O ekt

Uma matriz £ x k diz-se um bloco de Jordan se for da forma

Exemplo:

A 10 0
0 A1 0
Jy =
0 A1
0 0 A |
210
];J§:021 CJd =
00 2

Exponencial de um Bloco de Jordan

Se J, é um bloco de Jordan de dimensdo k x k, ent3o

N

B 2
eAt te)\t t2_' eAt
2
0 6)\t te)\t t2_' €>\t
0 eAt teAt
0 BAt
0 0 0

60
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isto &, os elementos a;;, 7,7 = 1,...,k da matriz e’*t s30 da forma:

( A

e se i=17 (diagonal principal)
teM se i+1=j (diagonal acima da principal)
t2—2!€>\t sei=7+2 (22 diagonal acima da principal)
aij =
%e” se i+k—1=3 ((k—1)ésima diagonal acima da principal)
L 0 se i<j (abaixo da diagonal principal)
Exemplo:

Para os blocos de Jordan do exemplo anterior tem-se que

1t £
2 | 1t 3 2 2
exp(Jflt) =e 01 ; exp(JQt) =e 01 ¢ ;
00 1
28
01 ¢t %
ex J4t) = 2
(78 00 1 ¢
00 0 1
Exponencial de uma matriz nao diagonalizavel
Seja A uma matriz, n X n, ndo diagonalizavel. Demonstra-se que,
se A é n3o diagonalizavel entdo A = SJS~!
em que J é uma matriz diagonal por blocos de Jordan, isto é
JMt 000
1 o
0 J2 0
J pr—
m
0 0 J)\k’“
em que Aq,..., \; sdo valores préprios de A com multiplicidades algébricas mq, ..., my, respecti-
vamente, (multiplicidade enquanto raizes do polinédmio caracteristico) e multiplicidade geométrica
1 (cada valor préprio A1, ... \x tem um dnico vector préprio associado vy, . . ., v, respectivamente)

17

A lista de valores préprios, A1, ... Ak, pode conter repeticdes. Nesse caso se, por exemplo, A2 = A1 (e A\j # A1,
para j > 3) entdo A1 tem dois vectores proprios associados linearmente independentes, v1 e vo (multiplicidade
geométrica igual a 2) e m1 + mo é a multiplicidade algébrica de A;.
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A matriz S é também formada por k& “blocos” de colunas

em que, parat=1,....k

. . . Gj . "
sendo v; o vector préprio associado ao valor préprio A\;, e v, ’, j = 1,...,m; — 1, vectores préprios
generalizados, i.e., verificando as equag¢des

(A - )\ZI)’L)ZGl = Uy

(A= N2 =&

2

(A= NI =02

2

até se calcularem m; — 1 vectores préprios generalizados.

Exemplo:

Determinar e

t sendo
-2 0 1
A= 0o -3 -1

0 1 -1

Dado que a matriz ndo é nem diagonal, nem um bloco de Jordan (ou afim) nem diagonal por
blocos, teremos que determinar et pelo processo usual de célculo de valores e vectores préprios.
Os valores préprios de A s3o as solucdes de

det(A-XI)=0 & (A+22%=0

Tem-se entdo que —2 é o valor préprio de A com multiplicidade algébrica 3. Note-se que sé depois
de calcular a sua multiplicidade geométrica (nimero de vectores préprios linearmente independen-
tes associado a —2) poderemos concluir se A é diagonalizdvel (se a multiplicidade geométrica
for 3) ou ndo diagonalizdvel (se a multiplicidade geométrica for 2 ou 1). Os vectores prdprios
associados a —2 s3o as solu¢des ndo nulas de

0 0 1 a 0 e
(A+2ljv=0 & [0 -1 -1 ||b|=]0| & { LeR
0 1 1 c 0

Entdo
v = (a,b,c) =(a,0,0) = a(1,0,0)

Conclui-se que a multiplicidade geométrica do valor préprio é 1, ou seja admite apenas um vector
préprio independente, que por exemplo pode ser v = (1,0,0). Sendo assim a matriz A é n3o
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diagonalizdvel, pelo que é semelhante a uma matriz formada por um tnico bloco de Jordan, ou
seja:

A=8J57!
em que
-2 1 0 1]
J = 0o -2 1 e S=10 v1 v
0 0 -2 0 | |

sendo v e vy vectores préprios generalizados de v. O primeiro vector préprio generalizado é
solucdo ndo nula de

0 0 1 a 1 c=1
(A+2)yy =v & 0 -1 -1 b|l=10 & b=—1
0 1 1 c 0 ac€R

Ent3o
o = (a,b,0) = (a,—1,1) = a(1,0,0) + (0. — 1,1)

Podemos ent3o escolher, por exemplo, v; = (0. — 1,1). O segundo vector préprio generalizado é
solucdo ndo nula de

0 O 1 a 0 c=0
(A+2[)1)2:1)1 = 0 -1 -1 b = -1 = b=1
0 1 1 c 1 a€R

Ent3o
U1 = (CL, ba C) = (CL, 1,0) = a(l,0,0) + (01?0)

Podemos entdo escolher, por exemplo, vo = (0.1,0). Em consequéncia

1 0 0

S=10 -1 1

0 1 0

Por ser um bloco de Jordan tem-se que

2
Jt —2t Lt
e’"=e 01 ¢
0 0 1

e finalmente

2
eM=8eltsl=e2| 0 —t+1 —t

0 t t+1

2

Caso Nao Homogéneo

Vamos agora resolver a equacdo
y'(t) = Ay(t) + b(t) (1.51)

comyeR”,A:[aUr‘ ,a;; €EReb: ICR — R"

,
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Férmula da Variacao das Constantes:

(Existéncia e unicidade de solugdo de uma equagdo vectorial linear de coeficientes constantes)

Aplicando a férmula (1.39), concluimos que a solugdo geral da equagdo (1.51) é dada por
t
y(t) = eC + eAt/ e b(s)ds , CeR"

Se adicionalmente for dada a condig¢do inicial y(tp) = yo, a solu¢do do PVI serd neste caso dada
por

t
y(t) = eAlt=to)y, 4 eAt/ e A8 b(s) ds

to

para todo t € 1.
Exemplo:

Determinar a solu¢ao do PVI
y =Ay+b(t) ., y(0)=(1-1,0)

em que
-2 0 1 1

A=| 0 -3 -1 , b(t)= 0
0 1 -1 2e 2t

Recorrendo ao resultado do exemplo anterior
2 2
1 5 t+ 5

2
61415267225 0 —t+1 ¢

0 t t+1

e aplicando a férmula da variacdo das constantes, a solu¢do do PVI é dada por

t
y(t) = et| -1 —|—e‘4t/ e~ 0 ds
0 0 26_28
1 ¢ % —s+ % 1
= eAt< -1 —|—/ e?s s+1 s 0 ds)
0 0 s —s+1 2e~28
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1.5 Equacoes Lineares de Ordem n

Uma equacio diferencial ordindria de ordem n tem a forma:

Y = £ (Ly®.5' @),y W)

Uma solugdo desta equagdo é uma funcdo y : I — R de classe C" que a satisfaz. Aqui, I C R
denota um intervalo aberto.
Uma equagdo de ordem n € N diz-se linear se é da forma

Y™ + a1 ()Y 4 o+ ar(8) Y + ao(t) y = bl) (1.52)

onde ag(t), ai(t),..., an—1(t) e b(t) sdo fungdes reais definidas e continuas em 1.

1.5.1 Equacao linear de 22 ordem

Como exemplo introdutério deste tépico, estudamos agora o caso especial das equacdes lineares
de 22 ordem:

§+ai(t)y +ao(t) y = b(t) (1.53)
Fazendo ¢y = v (o que implica que v = §), verificamos que a equagdo (1.53) é equivalente ao
sistema de duas equacdes de 12 ordem:

.
v = —ap(t)y —ai(t) v+ b(t)

Este sistema pode-se escrever da seguinte forma:

t;l': { ) —ant) }U+M

y A(t) y h(t)

ou seja,
y = A(t)y +h(1),
em que A(t) se designa por matriz companheira da equagdo (1.53).
A equacdo linear homogénea de 22 ordem é a equacgdo (1.53) no caso especial b(t) = 0, isto

jtai(t)y+ao(t)y =0 (1.54)

Como vimos, esta equacdo é equivalente a:

H]/:[—a&w _i@Hﬂ

N—— ~
y A(t) y

Aplicando agora a teoria, apresentada na seccdo anterior, das equacdes vectoriais lineares, a
solugdo geral de y = A(t)y é dada por:
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com C = (c1,c2) € R% A fungido matricial

W(t):[ul ug}

Ul U

designa-se por matriz wronskiana de (1.54). W (t) é uma matriz solugdo fundamental da equagao
vectorial de 12 ordem equivalente, logo as suas colunas, que sio sempre da forma (y,7) '8, sdo
solucdes linearmente independentes do sistema.

Desta forma, as solu¢des da eq. (1.54) s3o dadas por

y(t) = crui(t) + coua(t), com c1,0c9 €R,

onde u1(t) e ua(t) sdo duas solugdes linearmente independentes de (1.54) 1°. Isto significa que as
solugdes de (1.54) formam um espaco vectorial de dimensdo 2. Desta forma, é valido o seguinte
resultado:

Principio da Sobreposicao de Solucées
Se u(t) e v(t) sdo solugdes (reais ou complexas) da equagdo homogénea

j+ai(t)y+ao(t)y =0,

entdo ciu(t) + cav(t) é também solugdo de (1.54), para quaisquer constantes (reais ou complexas)
C1, C2.

1.5.2 Equacao linear de 22 ordem de coeficientes constantes

Estudemos agora a equagdo (1.54) no caso em que os coeficientes sdo constantes, ou seja:
J+a1y+ay=0 com ap,a; € R (1.55)
O polinémio caracteristico desta equacao diferencial é definido por:
P(r)=r*+ayrt + agr’ = r* 4+ ayr + ag

As raizes de P(r) sdo os valores (reais ou complexos):

1
A= 3 (—ali\/a%—élao)

Consoante o tipo de raizes, ha trés casos possiveis:
Caso 1. duas raizes reais distintas se a? — 4ag > 0.
Caso 2: uma raiz real dupla se a? — 4ay = 0.

Caso 3: duas raizes complexas conjugadas se a? — 4ag < 0.

®Note que v = g implica que as componentes da segunda linha de W (t) sdo as derivadas das componentes da
primeira linha.

®Caso contrério, e como u1 e u2 ndo podem ser fungdes nulas, terfamos us = cui (com ¢ # 0), pelo que
U2 = ct1. Resultaria entdo que (u1, 1) = c(uz,U2), ou seja, as colunas de W (t) seriam linearmente dependentes.
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Denotando as raizes de P(r) por A1 e A9, podemos factorizar o polinémio caracteristico da
seguinte forma:

P(r)=(r—A)(r—2X) ou P(r)=(r—X)* se A\; =Xo

dy

i y %°. Entdo a equagdo (1.55)

Vamos agora definir o operador derivada, D, por Dy =

pode-se escrever na forma
D2y + a1 Dy + apy = 0,

que é equivalente a:
(D*+a1D+ag)y =0

Eis algumas definicdes e propriedades relevantes dos operadores que iremos utilizar:

e D é um operador linear i.e. D(cy; + dy2) = ¢Dy; + d Dys, onde ¢,d sdo escalares,
y1,y2: I — R (ou C)

e Soma dos operadores A e B: (A+ B)y = Ay + By
e Produto de um operador A por um escalar ¢: (cA)y = ¢(Ay)

e Produto dos operadores A e B: (AB)y = A(By); trata-se, de facto, da composi¢cdo dos
operadores A, B.

Notamos que o produto de operadores é, em geral, ndo comutativo. Por exemplo, os opera-
dores D e Ay = f(t)y(t)

DAy = D(f(t)y(t) = f'(t)y(t) + f(t)y'(t)
ADy = A(Dy) = Ay’ = f(t)y'(t)

Logo o operador Ay = f(t)y(t) apenas comuta com D se f/(t) = 0, isto é, Ay = cy, onde ¢ é
uma constante.
Vejamos agora como proceder a factorizacdo do polinémio diferencial

P(D) = D?+ a,D + ag.

Tendo em conta que
P(r) =r"+air + a0 = (r — \)(r — Aa) (1.56)

entdo P(D) factoriza-se de forma andloga a P(r):
P(D)=D?+a1D+ag = (D — \)(D — Xp)

Vejamos porqué. Usando a linearidade dos operadores e o facto de D comutar com o operador
produto por uma constante, ¢I (¢ € R ou ¢ € C):

(D—=X)(D —=X) = DD =)= A(D— X)) =D?*—DXy— M\ D+ M)y
D? = XD\ D + Ady = D* — (A1 + X2)D + A Ay

20 operador derivada &, de facto, a aplicagio D : C*(I) — C(I) definida por Dy = 4, onde I é um intervalo
aberto. Estas aplicagdes cujo dominio é um conjunto de fun¢des reais (ou complexas) designam-se comunmente,
na literatura matematica, por operadores.
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Ora, os coeficientes do polinémio do 22 grau (1.56) verificam a1 = —(A1 + A\2) e ag = A \g, pelo
que
(D —X)(D —X\2) = D* +a1D + ag.

A equacio diferencial é pois equivalente a:

(D—)\l)(D—)\Q)yZO se )\1 75)\2

(D — )\1)2y =0 se )\1 = )\2

Vejamos agora como usar a factorizacdo do polindmio diferencial para determinar a solu¢do
geral da equacdo homogénea. Tendo em conta que D — \; e D — \y comutam 2

(D—)\l)(D—)\Q)yZO <~ (D—)\g)(D—)\l)yzo
=0 =0
Isto é, as solugdes de (D — A1)y =0 e de (D — A2)y = 0 sdo certamente solu¢des de (1.55).
Resolvendo entdo (D — Ay =0 (com A = A; ou A = \):

y+Ay=0  uma solugio é y(t) = e

No caso A # Ao, obtém-se duas solucbes linearmente independentes:

No caso A\; = A2, o procedimento anterior permite apenas encontrar uma solucdo linearmente
independente de (D — \1)%y = 0: y1(t) = eM’.
Para obter uma segunda, escrevemos um sistema de equagdes equivalente a equag¢do tomando
v=(D—\)y:
(D =M)(D=X)y =0

—_——

v
(D—=X\)v=0 - v = et - v=eMt
(D—=M)y=v §— Ay = eM? y = teM?

Assim, se A\; = Ao, obtivémos estas duas solugcdes (que também s3o linearmente independentes):
y1(t) = et e ya(t) = tet

Como vimos anteriormente, o espa¢o de solu¢des da equacdo (1.55) tem dimensdo 2, o que
significa que a solu¢do geral da mesma pode ser dada por:

Caso I: y(t) = c1eM? 4 cpe™?t, com ¢y, cp € R.
Caso 2: y(t) = c1eM? + cotet, com c1, ¢ € R.

Caso 3: y(t) = dieM? + dye???, com dy,dy € C. Note que, neste caso, esta férmula
representa o espac¢o vectorial das solucdes complexas da equagdo (1.55).

Histo &, (D — A1) (D — X2) = (D — A2)(D — A1) (verifique).
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No caso 3, e para obter uma férmula para a solucdo geral real, notamos em primeiro lugar que
P(r) é um polinémio de coeficientes reais pelo que se Ay = a + i (onde «, 8 € R sdo a parte
real e a parte imagindria de A1) entdo \y = \; = a —if3. Entdo:

Mt = et = e cos(Bt) + ie™ sen(St)

et = etlemiBt — o og(Bt) — ie® sen(Bt)

At

Como ReeMt e ITm et também sdo solugdes de (1.55), entdo duas solucdes reais linearmente

independentes sdo,
ui(t) = e cos(Bt) e us(t) = e sen(ft).
Assim sendo:
Caso 3 (solugdes reais): y(t) = c1e* cos(ft) + coe® sen(ft), com cy,c2 € R.

Exemplo 1: resolver a equacdo vy’ — 4y = 0.
Usando a notacdo 4/ = Dy, a equacgdo pode ser escrita na forma (D? —4)y = 0. O polinémio
caracteristico associado 3 equagdo é P(r) =r? —4 = (r — 2)(r + 2). Entdo

(D*—4)yy=0 < (D-2)(D+2y=0
= (D—-2)y=0ou (D—-2)y=0
Assim, duas solucdes linearmente independentes sdo e e e~ 2!, pelo que uma base do espaco de
solugdes de (D — 2)(D +2)y = 0 é < e* e~ >. Concluimos que a solugio geral da equagdo
y' — 4y =0éy(t) = cre® + coe™?, com c1,co € R.

Exemplo 2: resolver a equacio y” — 6y + 9y = 0.

Usando a notacdo 3 = Dy, a equacio pode ser escrita na forma (D? — 6D + 9)y = 0. O
polinémio caracteristico associado a equagdo é P(r) = r? — 6r + 9 = (r — 3)2. Entdo uma base
do espaco de solucoes de

(D*—6D+9)y=0< (D -3 =0

é < 3 ted >, e a solucdo geral da equacdo v — 6y’ + 9y = 0 é y(t) = c1e3 + cote, com
C1,Cy € R.

Exemplo 3: resolver a equacdo v’ + 2y’ + 2y = 0.

Usando a notacdo 3’ = Dy, a equacio pode ser escrita na forma (D? + 2D +2)y = 0. O
polinémio caracteristico associado a equacdo é P(r) = r242r +2 = (r+1—i)(r +1+1i). Entdo
uma base do espaco de solucdes reais de

(D> -2D+2)y=0< (D+1—-i)(D+1+i)y=0

é < elcost,elsent >. Desta forma, a solucio geral da equacio 3" + 2y + 2 = 0 é dada por
y(t) = clet cost + czet sent, com ci,co € R.
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1.5.3 Equacao linear de ordem n e equacao vectorial equivalente

Regressamos ao estudo da equacdo linear de ordem n:
y™ a1 () y ™Y 4+ a(t) Y + ao(t)y = b(t) (1.57)
onde ao(t), ai(t),..., an—1(t) e b(t) sdo funcdes reais definidas e continuas em I. Considera-se:

def _ _
Y= W0, 1,%2: - Yn-2,Un-1) = (1,5,y", ...,y )

Tendo em conta a defini¢do destas varidveis, entdo a equacdo (1.57) é equivalente a:

Yo Y Y1
Yy y" Y2
y;z—Q y(nil) Yn—1
Yn_1 y(n) —ap(t)yo — -+ — an—1(t) yn—1 + b(t)

Este sistema de equacdes de 12 ordem pode-se escrever na forma

/

Yo 0 1 0 cee 0 Yo 0
Y1 0 0 1 s 0 Y1 0
: = : : : : : + :
Yn—2 0 0 0o - 1 Yn—2
Yn—1 —ap —ap —az - —Gp-1 Yn—1 b(t)
y! A(t) y h(t)

onde A(t) é a matriz companheira da equagdo (1.57). Assim, a equa¢do de ordem n é equivalente
a equacao vectorial de 12 ordem:

y' = A(t)y +h(t)
A solucgo geral de y’ = A(t)y é pois dada por:

y=X()C
onde X (t) é uma matriz solu¢do fundamental de y’ = A(t)y e C' € R™.
Se uy,ug,...,uy : I — R de classe C"~! em I s3o linearmente independentes, define-se a
matriz wronskiana de uy,us, ..., u, por:
W= : : :
ugn—l) u(Qn—l) ugn—l)

Como as colunas de X (t) sdo solugdes linearmente independentes de y’ = A(t)y, entdo X (¢) é
uma matriz solu¢do fundamental de y’ = A(t)y se e s6 se X (¢) é uma matriz wronskiana de n
solugdes linearmente independentes de

y(”) + ap—1(t) y(”_l) +.o.ta )y +apt)y=0
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Esta dltima equacdo designa-se por equacdo homogénea associada a (1.57).

Determinemos agora uma férmula para a solu¢do geral da equacdo linear ndo homogénea
(1.57). Se y(t) é uma solugdo arbitraria de (1.57) e yp(t) uma solugdo particular da mesma
equacdo entdo, pela linearidade dos operadores derivada:

D™y — yp) + an—1D" 'y — yp) + a1 D(y — yp) + ao(y — yp)
= D"y+a,_1D" 'y + a1 Dy + apy —( D"yp + an_1 D" 'yp + a1 Dyp + apyp)

=b(t) =b(t)
= b(t)—b(t) =0

Isto significa que a diferenga y(t) — yp(t) é uma solu¢do da equagdo homogénea; o que sugere a
solu¢do geral da equagdo ndo homogénea (1.57) é da forma

y(t) = ya(t) +yp(t)

em que y;(t) é a solugdo geral da equagdo homogénea associada e yp(t) é uma solucdo particular
da equacdo n3o homogénea. Ora

D™(yg + yp) + an—1D" Yyg +yp) + a1 D(ye — yp) + ao(ye — yp)
= D"g + a,_1D" 'y + a1 Dyc + aoyg + D™yp + an_1 D" yp + a1 Dyp + agyp

=0 =b(t)
= 0+b(t) = b(t)

o que mostra que y(t) = ya(t) + yp(t) é, de facto, a solugdo geral da equagdo ndo homogénea.

1.5.4 Solucao geral da equacao homogénea

Pode-se facilmente verificar (como acima, fica como exercicio) a seguinte propriedade genérica
das equag¢des lineares homogéneas de ordem n (de coeficientes constantes) da forma

™+ )y 4+ a )y Fat)y =0 (1.58)

Principio da sobreposicdo de solugGes: se u(t) e v(t) sdo duas solu¢des da equagdo P(D)y = 0,
entdo ciu(t) 4+ cov(t) é também solugdo de P(D)y = 0, para quaisquer constantes reais ¢} e ¢
(ou complexas) 22.

Isto sugere que a solucdo geral destas equacdes possa ser obtida a partir de uma combinacdo
linear de solu¢des apropriadamente escolhidas. Como vimos, a equagdo (1.58) é uma equagdo de
ordem n com b(t) = 0 (isto é, homogénea), pelo que é equivalente a

y' = A(t)y
onde
0 1 0 0
0 0 1 0
A(t) = : : : :
0 0 0 e 1
—ao(t) —ai (t) —ag(t) s —an,l(t)

2E de notar que esta propriedade é verificada por todas as equagdes lineares homogéneas (diferenciais ou de
outro tipo).
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é a matriz companheira de (1.58). Pela teoria das equagdes vectoriais lineares, o espaco de solugdes
da equagdo X' = A(t) X, tem dimens3do n, pelo que existem n solu¢des linearmente independentes,
X1, ..., X,,. As funcdes X1, ..., X,, sdo as colunas de uma matriz solucio fundamental de y’ =
A(t)y ou, equivalentemente, de uma matriz wronskiana de n solugdes linearmente independentes
da equacdo homogénea (1.58). Como tal, a solucio geral de X’ = A(¢)X é da forma

X(t) :Cle(t) ++Can(t) , ci,...cp €R
ou seja
Yy Y1 Y2 Yn
y' Yi Ys Yn
: =C . +C2 : _|_ PN + Cn, :
y(nfl) ygn—l) yén—l) yﬁln—l)
v~ 4 v~ 4 ‘/_/
X(t) X1(t) Xa(t) Xn(t)

Dado que a solugdo da equag¢do P(D)y = 0 é apenas a primeira componente de X (t), ou seja, v,
entdo a solugdo geral da equagdo homogénea P(D)y = 0 é uma combinagdo linear das primeiras
componentes das fun¢des vectoriais X1, ..., X,, ou seja, de 1,92, , Yn.

Podemos ent3o concluir que o espaco das solucdes da equacdo

y™ 4 ap—1(t) g 4+ a1(t)y +ap(t)y =0
tem dimens3o n e que a sua solucdo geral é da forma

y(t) = alyl(t) + ...+ anyn(t),

em que i, ... , au, S3o constantes (reais ou complexas) e yi,..., ¥, S30 n solugdes linearmente
independentes da equagcao homogénea.

1.5.5 Equacao homogénea de ordem n de coeficientes constantes
Consideremos agora a equacdo de ordem n de coeficientes constantes:
Y™+ a1y 4t ary +agy = b(t)

onde ag,ay,...a,—1 € R e b(t) é uma fungdo real definida e continua em 1.
Tomando b(t) = 0, obtém-se a equagdo homogénea associada:

v+ y™ 4+ tary +agy=0 (1.59)
Considerando, como anteriormente, o operador diferencial D = %, podemos escrever (1.59)

na forma
(D" +ap D"V 4+ a1 D+ ao) y=20

/

P(D)

Define-se entdo o polindmio caracteristico da equag¢do (ndo homogénea ou homogénea) por:
P(R)=R"+a, 1R '+ -+ a1R+ag

O seguinte resultado estabelece uma relagdo entre os valores proprios da matriz companheira, A,
e as raizes do polinémio caracteristico de (1.59):
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Proposicdo: Os valores préprios da matriz companheira, A, da equacio diferencial (™) +
an—1y™ D + ...+ a1y + agy = b(t) sdo as raizes do seu polinémio caracteristico P(R) =
R" + CLnfan_l + - 4+ a1 R+ ag.

Demonstragdo: det(A — A\I) = £P()\).

Este resultado sugere uma relagdo entre as raizes de P(R) e as solugBes da equagdo ho-
mogénea. Para obter essas soluges vamos recorrer a factorizagdo de P(R).
Admitindo que as raizes de P()\) so:

A1 com multiplicidade my
Ao com multiplicidade ms

A com multiplicidade my

entao
P(R) = (R —A1)"™ (R = A2)™2 -+ (R — Ap)™,

onde, tendo em conta que o grau de P(R) é n,
mi+mo+ ... +mE =n.

Tal como no caso das equacdes de ordem 2, o polinémio diferencial factoriza-se da mesma forma
que P(R):
P(D)= (D —X)™ (D —X)" - (D — X\)™*

Como D — A; comuta com D — A;, pode-se trocar a ordem dos factores. Entao as solugdes de
(D—=X\)"y=0 com j=12 ...k

sdo solugdes de P(D)y = 0.
Para m; = 1, obtivémos a solugdo et
No caso m; = 2, obtivémos duas solucdes linearmente independentes:
¥ )

Nt et
Para o caso geral, é util o seguinte resultado.
Proposicdo: Sejam k,m € N e XA € C. Ent3o, para k < m:
(D — N)mtkeM =0
Demonstracao:
(D — A)tFN = Jth=1eM 4 b g N _ \phN — b= 1N
Iterando a férmula anterior:

(D o )\)mtk(‘f)\t _ (D . )\)m—lktk‘—le)\t
(D — N 2k(k — 1)tk —2eM

= (D-N""FE(k—1)- -2t
= (D—-XN"""KleM =0

Aplicando a proposicio anterior, obtemos solucdes da forma t'e* para | < mj, ou seja:
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e Caso 1: \; € R. Entdo

)\jt te}\jt , t2€>\jt

, tmj—lekjt

e .

sdo m; solugbes (reais) linearmente independentes.

e Caso 2: \; = a; +if; € C. Isto implica que \; = a; —i3; também é raiz de P(R). Neste
caso, obtém-se 2m,; solugdes linearmente independentes,

e)\jt ’ te}\jt : t26>\jt tmj_leAjt

*

S\jt tej\jt , t2€5\jt

, tmj_le)\jt.

e .

Porém, estas soluces sdo complexas.
No entanto, tendo em conta que:
Mt = eitetfit = gt cos(B;t) + e sen(B;t)
it = eiteiBit = ot cos(Bjt) — ie®" sen(B;t)
entdo pelo principio da sobreposicdo,

1 3 .

3 <tme>‘jt + tmeAjt> = t"e%" cos(B;t)
1 m_A;t m_A;t m ot
2—( et —t 67):t e®" sen(f;t)
i

sdo também solugdes (e sdo fungdes reais). Assim, a partir do par de raizes a + i3 de
multiplicidades m; obtém-se 2m; solu¢des linearmente independentes (reais):

e“tcos(Bit) , te®lcos(Bit) , ... tmj_leajtcos(ﬁjt)

elsen(Bit) , tetsen(Bit) .., " leWlsen(fit)

O ndmero total de solugdes reais linearmente independentes obtidas pelo procedimento anterior
é igual ao nimero de raizes, contando as multiplicidades, do polindmio caracteristico; ou seja,
igual a:
mi+meo—+---+mp=mn

Este procedimento permite assim obter uma base para o espaco de solu¢des da equacdo homogénea
(1.59) constituida apenas por fun¢des reais.

Exemplo 1:
Consideremos a equacgdo

y© 4y 4@ 4B = PN (DS + D + D* + D3y =0
O seu polinémio caracteristico (e factorizagdo) é:

P(R) = R+R +R*+R*=R}R*+R*+R+1)
R} R+ 1)(R*+1)=R}R+1)(R—i)(R+1)

As raizes do polinédmio caracteristico (e correspondentes solugcdes da equacdo diferencial) sdo :
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e )\ =0, com multiplicidade 3:

Dt et 20
—~ —~—
1 t $2
e )\ = —1, com multiplicidade 1
—t
e
e )\ = +¢, com multiplicidade 1
e%cos(1t) , e’ sen(1t)
cost SE:I:t

A solucao geral da equacgao é:
y(t) = c1 + cot + c3t* + cye + c5 cost + cg sent
com ci,¢Co,...,c6 € R,

Problema de valor inicial
Na equacio vectorial de ordem 1 equivalente, y’ = Ay, a condic3o inicial é da forma:

y(to) = (y(to), ¥/ (to), .,y (o)) = yo = (0,47, ¥—1) € R”

Para obter um problema bem posto (onde a solugdo existe e € Unica), serd necessério prescrever
o valor da solucdo e das suas derivadas até a ordem n — 1, num ponto 3 € R:
O problema de valor inicial para uma equacio de ordem n tem, entdo, a forma:

{ Y™ +a, 1y Y+t ary +aoy = b(t)
y(to) = oo, ¥'(to) =vo1, - ¥ D(to) = yon
ondetg € R e Y0,0,Y0,15---5 Yon—1 € R.
Exemplo 1 (continuacdo): No exemplo acima discutido, vamos acrescentar as condigdes
iniciais:
yO) =y 0 =1, ¢"(0)=y0)=4yD(0) =4y ©0) =0

Calculando as derivadas (até a ordem 5) da solucdo geral e substituindo os valores dados pelas
condicdes iniciais, obtém-se:

((y(0) =1 (c1+cates=1 (c1=1
y'(0) =1 o —cq4+cg=1 co=1
!
y(O):() 2c3+c4—c5=0 c3=0
y3(0) =0 <~ —cy4 —cg =0 < cy =0

y @ (0) =0 ca+e5=0 5 =0

( y®(0)=0 | —cate=0 [ ca=c5=0

Desta forma, a solucdo do problema de valor inicial é
y(t) =1+t.
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Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 2:
Determinar a solucdo geral da equacgao

y/// +4y// +4y/ — 0 (160)
Fazendo v = Dy, a equacio pode ser escrita na forma
(D3 +4D? +4D)y =0 < DD+22% =0 <« Dy=0ou (D+2)>%%=0
Podemos entdo obter solu¢des linearmente independentes da equagdo (1.60) resolvendo Dy =0 e
(D +2)%y = 0. Uma solugdo da equagdo Dy = 0 é €. Por outro lado a equacio (D +2)%y =0

tem como solucdes, por exemplo, e=% e te=2!. Como tal a solugdo geral de (1.60) é

y(t) =c1+ e +este™ | e, a3 €R

Exemplo 3:
Determinar a solucao do PVI

v +8/ +12y=0 , y(0)=3, y(0)=-14 (1.61)

Comecemos por determinar a solucdo geral da equacdo. Fazendo vy = Dy, a equacio pode ser
escrita na forma

(D*+8D+12)y=0 < (D+2)(D+6)y=0 < (D+6)y=0 ou (D+2)y=0

Uma solucdo da equagdo (D +6)y = 0 é e~5. Por outro lado a equagdo (D +2)y = 0 tem como
solucio e2!. Como tal a solugdo geral da equacdo é dada por

y(t) = cre %t epe™® o, eER

Para que as condicdes iniciais se verifiquem

y(O):3 c1+co=3 c1 =2
{ JO0)=—-14 7 | =61 —2cp=-14 -

Finalmente a solugdo de (1.61) é
y(t) = 270 4 2
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1.5.6 Solucoes Particulares Através da Férmula de Variacao das Constantes

Para calcular uma solugdo particular, yp(t), da equagdo
P(D)y = h(t) (1.62)

comecamos por discutir o método mais geral, e que consiste na aplicagdo da férmula da variacdo
das constantes (1.39). Em teoria, este método é aplicdvel a todos os problemas em que h(t)
¢ somente uma funcdo continua. Na pratica, contudo, pode n3o ser ficil obter uma férmula
explicita por primitivagcdo (e invocando apenas fun¢des elementares).

Como vimos, a equac¢do ndo homogénea de ordem n pode ser escrita como a equacgdo vectorial
de ordem 1:

Yy y 0
y/ y/ O
d yl/ y// 0
o ) =A ) + . (1.63)
Ly Ly D ] LA |
em que
0 1 0
0 0 1 0
A=
0 0 0 o1
—ap —ai —az ... —Qn—1

é a ji referida matriz companheira da equagdo (1.62). Sendo yi,...,y, solugdes linearmente
independentes da equagdo homogénea associada (conforme foram determinadas na subsec¢do
anterior), a sua matriz Wronskiana é

1 Yn

Voo
W(t) =

S0 Lyl

Como as colunas da matriz W (t) sdo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea
associada a (1.63), a matriz W (t) é uma matriz solu¢do fundamental da equagdo vectorial (1.63)
pelo que, por aplicacdo da férmula da variacdo das constantes para equacles vectoriais, tem-se
que uma solugdo particular de (1.63) sera dada por

Y 0
Y 0
y// 0

=W(t) /t W(s) . ds,
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tendo-se entdo que:

yp(t) = [ yi(t) ... yn(t) ]/ W(s) ds

h(s)

Exemplo:
Determinar a solucdo geral da equacgao

Y+ 2y + 2y =2t (1.64)
A solucdo geral da equagdo é da forma
y(t) =ya(t) +yp(t)

em que yg é a solucdo geral da equacdo homogénea associada, e yp é uma solucdo particular de
(1.64).
e Cdlculo de ya

Como foi referido, y é a solugdo de
y'+2y +2y=0

e como tal a sua solugdo geral é (determinada no exemplo 3 da subsec¢do 2.5.2)

ya(t) = cre tcost +cpe tsent , cp, ca €R

e (Calculo de yp

Para determinar yp vamos utilizar a férmula da variacdo das constantes. Comegamos por
observar que e~ fcost e e !sent sio solucdes da equacio homogénea, e como tal uma
matriz Wronskiana é dada por:

W(t) = e tcost e 'sent . e tcost e 'sent
| (e7tcost) (e7tsent) | | —e !(cost+sent) e !(—sent+ cost)
Assim
yp(t) = [ e tcost e lsent ] /Wl(t) { 260_t } dt = 2¢7!
Finalmente a solugdo geral de (1.64) é
y(t) = cre cost 4+ coe sent + 2t | e, 2 €R
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1.5.7 Método dos Coeficientes Indeterminados
Descrevemos agora um outro método para o cdlculo de uma solucdo particular da equagao
P(D)y = b(t) (1.65)

que é bastante mais eficiente que o anterior. Contudo, este método é apenas aplicdvel nos casos
em que o termo ndo homogéneo, b(t), é uma funcdo da forma

tPer ou tPecos(ft) ou tPesen(Bt) , p>0 (1.66)

ou suas combinacdes lineares.
Dada uma funcdo b(t), define-se polinémio aniquilador de b(t) como sendo o polinémio dife-

rencial P4 (D) que verifica
Pa(D)b(t) =0

Se b(t) for uma combinagio linear de fungdes do tipo (1.66), entdo existe um polinémio aniquilador,
e, pela subseccdo 2.5.5, concluimos que

se b(t) = tPeM, entdo o seu polinémio aniquilador é
PA(D) = (D — AP+
se b(t) = tPe® cos(Bt) ou b(t) = tPe® sen(ft), entdo o seu polinédmio aniquilador é da

forma
p+1

PaD) = (D= (a+ i) (D ta=i8)"" = (D -ap+5)"

O método dos coeficientes indeterminados para resolver a equag¢do P(D)y = b(t) consiste em:
1. Determinar o polinémio aniquilador, P4 (D), de b(t). Seja k o seu grau.
2. Aplicar P4(D) a ambos os membros da equacdo inicial, donde resulta:
P(D)y=b(t) = Py(D)P(D)y=Pa(D)b(t) < Pao(D)P(D)y=0

Note que a aplicagdo de P4(D) nao produz uma equagdo equivalente a inicial. Embora
qualquer solugdo de P(D)y = b(t) seja solugdo de P4(D)P(D)y = 0, nem todas as solu¢des
da segunda equacgdo resolvem a primeira.

Assim obtivemos uma equacdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes de
ordem n + k.

3. A solugdo geral da equag¢do P4(D)P(D)y = 0 é dada por
y(t) =y + ... +Fapyn + frwg + ...+ ﬁpwp

em que yi, ..., Yp S30 as solugdes linearmente independentes da equagdo P(D)y = 0
determinadas previamente, ou seja:

ya(t) = aryr + .. +
Tem-se entdo que existem (1, ..., 0; € R tais que
yp = frwy + ... + ﬂpwp

é uma solug¢do particular de P(D)y = b(t).
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4. Determinam-se os coeficientes 3, ..., 3, de modo a que w = Biwy + ... + Byw, verifique
P(D)w = b(t).
Exemplo:
Determinar a solu¢ao do PVI
y' 3y +2y=e" , y(0)=0,y(0)=1 (1.67)

A solugdo da equacdo diferencial é da forma

y(x) = ya(z) +yp(z)
em que yg é a solucdo geral da equacao homogénea associada, e yp € uma solucdo particular da
equacdo completa.
o Cdlculo de y,

A equacdo homogénea associada é
Y +3y +2y=0
Fazendo 3/ = Dy, obtém-se
(D*4+3D+2)y=0 < (D+1)(D+2y=0 < (D+1)y=0ou (D+2)y=0

Uma solugdo da equagdo (D + 1)y =0 é e~ *. Por outro lado a equagdo (D + 2)y = 0 tem
como solucdo e2*. Como tal

ya(x) = cre”* + e e, meR

e Cdlculo de yp

Dado que b(z) = e~ *, podemos utilizar o método dos coeficientes indeterminados para
determinar a solugdo particular yp. O polinédmio aniquilador de b(z) é

Ps(D)=D+1
Assim, e utilizando a factorizacdo do polinémio caracteristico feito anteriormente
D+1)(D+2)y=e¢* = D+1)(D+1)(D+2)y=(D+1)e ",

ou seja,
(D+1)*(D +2)y =0

A solugdo geral desta dltima equacdo (que é homogénea) é:

y(x) = cre™® + core™® + cze”

Dado que cre™® 4 c3e™ 2" representa a solucdo geral da equacdo homogénea associada a
(1.67), conclui-se que a forma da solugdo particular é yp(z) = axe™®. Seguidamente
teremos que determinar o valor da constante o de modo a que yp seja de facto solucdo
da equacdo y” + 3y’ + 2y = e~ *. Substituindo yp(z) na equagdo ndo homogénea (1.67),
obtém-se:

(axe™)" +3(axe ™) + 2(aze ™) =" & a=1
Conclui-se que

yp(z) =xe™ "
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e Calculo da solucido geral de (1.67)

Como ja foi referido
y(z) = ya(z) +yp(z) = cre* + e > +ze™® |, c, R

e Cdlculo da solucdo de (1.67)

Para que as condic¢des iniciais se verifiquem

{y(O)ZO N {c1+cQ:0 N {01:0

y,(O):l —c1 —2c0+1=1

Finalmente a solugdo de (1.61) é
—T

y(x) = ze

1.5.8 Aplicagées a resolucdo de equacées vectoriais de 12 ordem

Como exemplo de aplicacdo do métodos desta seccdo as equagles vectoriais lineares — que
estuddmos na seccao 1.4 — vamos agora resolver a equacgdo vectorial linear de primeira ordem,
de coeficientes constantes, no caso linear. O método consiste em resolver a equagio

Y'(t) = AY (t), (1.68)

n
comY e R", A= {a,‘j(t)] ~ . a;j € R, procurando reduzi-la a uma equagao linear homogénea

,

de ordem n equivalente.
A equacdo vectorial linear de coeficientes constantes, homogénea, pode ser escrita na forma

yi(t) = aryi(t) + ... + a1 ya(t)

y;t(t) = Qpl yl(t) + .ot apn yn(t)

Usando o método de substituicdo, esta equacdo pode ser reduzida a uma equacdo de ordem n,
linear, de coeficientes constantes, homogénea, onde a sua varidvel dependente é precisamente uma
das componentes y; de Y (para algum i € {1,...,n}).

Exemplo 1:
Dada a matriz
2 4 0
A= -1 -2 0
1 2 0

vamos — através da resolucdo de equacdes homogéneas escalares de ordem n de coeficientes
constantes — determinar a matriz e* e a solucdo do (PVI):

' =2z + 4y
y =—x—2y , <x(0),y(0),z(0)) =(1,1,1)
Z=x+2y

Comecemos por determinar uma matriz solu¢do fundamental associada ao sistema (que é ho-
mogéneo). A partir da 12 equacdo,

z — 2z

4

P=2r+4y = y=
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Substituindo y por m/ij na segunda equacdo, obtemos:

/_2 / /_2
y=—1-2 = (z x):—x—2<x :U) s 2"=0 & z{t)=c+cot

4 4
Assim ,
x — 2x co — 2¢1 — 2¢qt cot
4 4 2
Ent3o
:C(t) c1 + cot 1 t 0 1
o) | = == | =)oy g0 ||
z(t) el 4 g L 1 c3
A matriz
1 t 0
St)=|-3 1730
0 |

é uma matriz solucio fundamental associada ao sistema mas n3o é e? (dado que para t = 0 n3o

iguala a matriz identidade. Tem-se que

1 t 0 1 0 0 1+2t 4t 0
A =5t)so)=| -3 L1-L 0 -1 190 =| —t 1-2t 0
L | 0 0 1 t 2t 1
Finalmente, a solugdo do (PVI) é dada por
2(t) 142t 4 071 1+ 6t
yit) | =] —t 1-2t 0| |1 ]|=]1-3t
2(t) t 2t 1 1 143t

Exemplo 2:
Determinar a solucdo geral da equacgao

!
vels Ty

Fazendo Y = (z,y), a equagdo pode ser escrita na forma

x’ 1 -3 x ¥ =x-3y

2 g ’r_

Y 3 1 Y y =3r+y

Resolvendo (por exemplo) a primeira equagdo em ordem a y, obtém-se
L,
pele que, substituindo na segunda equacgio
L) 1,
——(z' == :3x+(——x—x)
(-56@ -2 5@ —2)

82



1.5. EQUACOES LINEARES DE ORDEM N

que é uma equagdo de segunda ordem (linear, de coeficientes constantes, homogénea) em z.
Simplificando e resolvendo

2" =22 +100 =0 < (D*-2D+10)2=0

O polinémio caracteristico associado, P(R) = R?> — 2R + 10, tem raizes complexas conjugadas
1 = 3i pelo que uma base do espaco de solucdes serd (por exemplo) Ree(1t3)t ¢ Tm (130t
Tem-se entdo que

x(t) = ae’ cos(3t) + be’ sen(3t)

e tornando a substituir

1
y = _g(x’ — x) = —be' cos(3t) + ae’ sen(3t)

Finalmente, a solucdo da equacdo vectorial é dada por

acos(3t) + bsen(3t)

_ ot
Y(t)=e —bcos(3t) +asen(3t) |’ a,b€R.
Exemplo 3:
Vamos agora determinar a solucdo geral da equacdo
2 00 ' =2x
Y=102 1Y <« Y =2y+z
0 0 2 2 =2z

Neste caso ndo vamos conseguir reduzir o sistema a uma equacdo de ordem 3 em qualquer uma
das varidveis, consequéncia de nas duas ultimas equacdes ndo ha dependéncia em x e na primeira
ndo haver dependéncia nas varidveis y e z. No entanto conseguiremos aplicar o método aos

“sub-sistemas” )
pr— 2
7z =2z

Para o primeiro

o =2 o z(t) =ce*

Para o outro sistema, podemos utilizar dois métodos: ou reduzir a uma equac¢ido de ordem 2
(forcosamente em y) e resolvé-lo como no exemplo anterior, ou como método alternativo que
resulta sempre que a matriz associada ao sistema é triangular, e que consiste em resolver a
equagdo em 2’ (dado que sé depende de z) substituir na equa¢do em y’ (dado que, conhecida 2
s6 depende de y). Assim

d =22 & 2(t) = e

Substituindo na equagdo em o/

d
& y’—2y26262t & 7

e substituindo na equacido em z’ Finalmente, a solucio da equacio vectorial é dada por

t

Yy =2y + o€’ <€72ty> = & y(t)=e (et +c3)

1
Y(t) = e | cot +c3
2
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1.6 Transformada de Laplace

1.6.1 Definicao e Propriedades
Definicao da Transformada de Laplace

Seja f : [0,00[— R. Define-se a Transformada de Laplace de f como sendo a fungdo

C{fY(s) = F(s) = /0 Tt di (1.69)

Por vezes usa-se a notagdo L£{f(t)}(s) para representar L{f}(s), em situagdes em que se designa
a funcdo f pela férmula que a define.
Dominio da Transformada de Laplace
Se a fun¢do f for seccionalmente continua em qualquer [0, 7], com T' € R* e verificar
If)] < Me™ V¥t >0 (1.70)

para certas constantes M > 0 e o € R, entdo a transformada de Laplace de f estd bem definida
para s > «.

Demonstracao: Para qualquert >0es>a<s a—s<0:
|efstf(t)| _ efst|f(t)| < e~ St M e — Me(afs)t
Entdo, para s > «a:

R
. 00 (a—s)t M
/ e " f(t) dt‘ < / Me©=t gt = M lim =

0 0

R—o0 04—80 S —

O

Nota: A definicdo anterior pode-se generalizar a qualquer f : [0,00[— C. Prova-se, de forma
idéntica, que a transformada de Laplace de f é uma fungdo de varidvel complexa, s € C, definida
pela equagdo (1.69). Desta forma, L£{f}(s) fica bem definida no subconjunto dos nimeros
complexos s tais que Res > «, onde o € R™ é a constante obtida da condicio de convergéncia
(1.70). O que nos interessarda em particular é que L{f}(s) existe sempre para s € R maior ou
igual que a.

Exemplo:

Sendo f(t) = e™, a € R, (e também para a € C) tem-se que

0 e(afs)t R 1
L{e"}(s) = / e Ste®dt = lim = , s>a
0 R a—s|  s—a
Paraa =Rea+ilma € C, como se tem |¢%| = |eBeattillmt)t] — |c(Rea)t] |gillma)t| — c(Rea)t
—1
entdo ]
L{e"}(s) = Rea.
{e"}(s) e s> Rea
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Como caso particular das férmulas acima, podemos obter

L{1}(s) = £{"}(s) = é L s>0

Funcao de Heaviside
Sendo ¢ € R, define-se a fungdo de Heaviside (centrada em ¢) por

Hc(t):{o se t<c

1 se t>c

Se ¢ = 0, escreve-se simplesmente H (t) % Hy(t). Para qualquer c € R, H.(t) = H(t — ¢).

Exemplo: (Transformada de Laplace da fungdo de Heaviside)

Sec>0

[e%} —ts |V —cs
e N—o0 S S

L{H.(t)}(s) = /OOO H(t —c)e dt = / etdt = lim — < = , >0

Propriedades Elementares da Transformada de Laplace:

Assumindo que as fungdes f e g admitem transformadas de Laplace bem definidas numa regido
s > a (para o € R dado por uma condigdo do tipo (1.70)):

(1) Linearidade
L{f +g}(s) = L{f}(s) + L{g}(s)
eparaa e R
L{af}(s) = aL{f}(s)

Em consequéncia, para quaisquer o, 3 € R

L{af + Py} (s) = aL{f}(s) + BL{g}(s)

(2) Translagdao da Transformada de Laplace Para a € R,
L{e " f(O)Hs) = L{f(O}s +a) (s> —a+a)
(3) Derivada da Transformada de Laplace Para n € N
dn
= (LU WIHE) = O LI D))
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(4) Transformada de Laplace da Translacdo Para c € R™,
L{H(E = o) f(t = c)}(s) = e"“L{f(£)}(s)

(5) Transformada de Laplace da Derivada

Se f admite derivada seccionalmente continua em [0, 00[ e s > « (da condigdo (1.70)) ent3o:

L{F(B)}(s) = = f(0) + sL{f (1) }(5)

Entdo, aplicando n € N vezes a propriedade anterior, se f admite derivadas seccionalmente
continuas até a ordem n em [0, oo[:

L{fM O} (s) = ="7D(0) = sfUT(0) = oo = SmTEF0) = 5" TH(0) + " L{F(8)}(s)
(6) Transformada de Laplace da Convolucio

LU+ 9)(0)}(s) = LLF @) }(s) - L{g(8)}(s)

onde f * g designa a convolugdo de f com g, dada por
9= [ -

Demonstracao:

(1) A propriedade é verdadeira devido a linearidade dos integrais impréprios.

(@) Lle SO} = [ e @i = [ e @)= {70} + a)
0 0
(3) Vamos provar o resultado por indugdo. No caso n = 1:

d d > —st _ Ooi e—st — Ooe—st _
SEUONe) = 4 [Teroa= [T Loy a- [Tt

= —L{tf()}(s)

Admitindo que a propriedade é valida para n — 1, entdo (e usando o caso n = 1):
n—1

GEUONe = T (Gt U Ne) = (0 e)
n—1 d

= ()L O3 s) = () EDL{e T 0) f(s)

= (=D)"L{t" (1)} (s)
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(4) Como H(t—c) =0 parat e [0,c:

CLH(E— o) f(t— &)} (s) = /OOO eH(t — o) f(t — ¢) di = /OO e F(t — ¢ dt

Fazendo 6 =t — ¢ no ultimo integral, obtém-se:

£(H( -t~} = | T 049 £ (9) dp = ¢ /0 T eI 1(0)db = L (1)) (s)

0

(5) Integrando por partes (e atendendo a que, por hipétese, s > «a):

LU (1)) (s) = / Tt eyt = e FT + s /0 T et dt = —£(0) + SLLF()}(s)

0
(6) Para simplificar a notagdo, sejam

F(s) = L{fM}s) e Gls) = L{g(t)}(s)-

O produto das transformadas de Laplace, F'(s)G(s), pode ser escrito como o integral duplo:

F(s)G(s) = (/OOO e () dx) (/Ooo eg(y) dy)
- /0°° /000 ) f(2)g(y) dudy

Fazendo a mudanca de varidvel t = x +y << x =t —y, e notando que o intervalo de
integracdo = > 0, ap6s a mudanca de varidvel, fica t = x + y > y, obtém-se:

F(s)G(s) = /0 h / T etk — y)gly) dedy.

Usando o teorema de Fubini para trocar a ordem de integracdo, e tendo em conta que o
dominio de integracdo, nas duas ordens de integracdo, é dado por

T = {(t,y):0§y<oo,y§t<oo} = {(t,y):0§t<oo,0§y<t},

obtém-se finalmente:

roce) = [T ([ = )al) ) i

- / U f * g)(1)dt

0

= L{(f *x9)(®)}(s).
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Exemplos

a) Para b € R, e usando a linearidade da transformada de Laplace:

eibt + e—ibt 1 1 1 g
Cleoso}(s) = £ T g 2 L I
{eos(bt)}(s) { 2 } ©O=5m stn) " EZrm 0 *”
6ibt _ e—ibt 1 1 1 b
PPN i WSS 0 S W DL I
{sen(bt)}(s) { 2i } =5 " sxa) x4
Note que os dominios das transformadas de Laplace das funcdes complexas ¢t e e s3o

dados pelas condi¢des s > Re(ib) e s > Re(—ib), o que é equivalente a dizer que s > 0.
b) Para a e b € R, e usando a propriedade da transla¢do da transformada de Laplace:

sS+a

L{e"" cos(bt)}(s) = L{cos(bt)}(s +a) = GraZii’ s> —a
L{e sen(bt)}(s) = L{sen(bt)}(s + a) = m , §>-—a

c) SeneNeaécR, eusando a propriedade da derivada da transformada de Laplace:

mn
nd n!

ﬁ{tneat}(s) _ (_1) @<£{eat}(8)) — W , S>a

S
Particularizando o resultado anterior para a = 0, obtém-se:

n n!
E{t}(S):m, s>0

d) Por aplicagdo da propriedade da transformada de Laplace da translagdo, determinar f(t) tal
6_23

que L{f(t)}(s) = =

L{f D)} (s) = 6*235% = e PL{t}(s) = L{H(t - 2)(t — 2)}(5)

e) Por aplicagdo da propriedade da transformada de Laplace da convolugdo, determinar h(t) tal
que L{h(t)}(s) = rmtray-

Seja F(s) = Flz e G(s) = &5 Entdo:

GroE+d)

onde
LUONS) = Flo) = —5 = L)) = fO)=c™
Ligt)}(s) = G(s) = ﬁ = L{cos2t}(s) = g(t) = cos2t
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Resulta entdo que:
h(t) = LTHES)GE)H) = (f*9)(1)

t t
= / e 209 cos2ydy = e / e cos 2y dy
0 0

o2t
= (th(sen 2t + cos 2t) — 1)

(sen 2t + cos 2t — 67225).

| =

1.6.2 Aplicacoes da Transformada de Laplace as equacoes diferenciais

Vamos introduzir um método que permite resolver um problema de valor inicial para uma equacao
linear de ordem n, de coeficientes constantes. Para tal, vamos usar a Transformada de Laplace
para obter a solucdo de problemas de valor inicial do tipo:

Y+ an_1y™ D + .+ a1y + agy = b(2)
(1.71)
y(0) = by, ¥'(0) = by , .., y"V(0) = b,y

1. Aplicar a Transformada de Laplace a ambos os membros da equac3o diferencial do problema
(1.71):
LLy™ + an 1y + o+ ary + aoy}(s) = L{b()}(s)

2. Aplicando as propriedades da transformada de Laplace, e com
Y(s) = L{y(t)}(s)
obtém-se

1
P(s)

Y(s) = (B(s) +Q(5))

onde P(s) é o polinémio caracteristico associado a (1.71), B(s) a transformada de Laplace
de b(t) e Q(s) um polinémio de grau menor ou igual que n—1. Quando as condigdes iniciais
sdo nulas, Q(s) = 0.

3. Finalmente, determinar a fun¢do y(t) tal que
L{y(t)}(s) =Y (s).

Em consequéncia:
y(t) = L7HY (s)}(t)

Diz-se que y(t) é a transformada de Laplace inversa de Y(s). Utilizando este método,
obtém-se a solu¢do, y(t), do PVI (1.71).

Exemplo:
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Determinar a solu¢do (para t > 0) do problema de valor inicial:

jry=>0) . y(0)=y(0)=0.

onde b(t) é definida pela expressdo

t2 se 0§t<1 2 2 2
b(t):{o w t>1 =(1-H{t—-1)t*=t"—H(t—1)t

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacio diferencial, obtém-se
LA+ y}(s) = L{b(t)} (s).
Pela propriedade da transformada de Laplace da translacio:
2 2
LMY (s) = L{P} () = L{HE -1} (5) = 5 - L{HE=D( =D +1)*} ()
2 2
= =- e L{(t+1)*}(s) = 8 e SL{t?+2t+ 1} (s)
2 s 2 2 1
S e \FTeETs

Por outro, usando a linearidade:
. . 2 (2 2 1
LLi+yh () = L4} (&) + L () = 5 —e (S5 + 5+ )
Pela propriedade da transformada de Laplace da derivada,

~i(0) ~ sy(O) + L} () + LY () =~ (S + 5 +7)
Usando a notagdo Y'(s) = L{y(t)} (s), e atendendo a que y( ) =9(0) = 0, tem-se entdo
(s> +1)Y(s) = 333 —e° < % %)

ou seja,

1 2 2 2 1
o= g (- (3 2 1)
(s) 82—|—1<S3 ‘ s3+32+5>

Sejam Fi(s) e F(s) tais que:

Y@::zé%ﬂ“ffﬁ%ﬂ%+%+b>
Fi(s) Fy(s)

Em Fi(s), fazendo separagdo em fracgdes simples e aplicando as propriedades da Transformada
de Laplace:

-2 0 2  25+0

Bl = TratEt o
B —2+d21 s
s ds? s s2+1

= —2L{1}(s) + L{t*}(s) + 2L{cos t}(s)

= L{-2+t*+2cost}(s)
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Tratando F;(s) de forma similar:
—1 2 2 5§ —2
Fy(s) = *S(— S+ Z —)
h(s) e s+82+53+82+1

,S<—1 2d1+d21+ s 5 1 )
_= e —_— - —_— —_— _
s dss ds?s s2+1 s2+1

- efs< — L{1}(5)+ 2L {t} (s) + L {12} (s) + £ {cost} (s) — 2L {sent} (s))
= e *L{-1+2t+t*+cost—2sent} (s)
- ﬁ{H(t— 1)(— 14 2(t — 1) + (t — 1)% + cos(t — 1) — 2sen(t — 1))} (s)
Conclui-se que
Y(s) = E{ —2+t* 4+ 2cost
CH(t - 1)( — 1420t —1)+ (t — 1)2+ cos(t — 1) — 2sen(t — 1))}(5)

e assim a solucdo do PVI é

y(t) = —2+t2+2cost—H(t—1)(—1+2(t—1)+(t—1)2+cos(t—1)—28en(t—1))
—2+t2 4+ 2cost se 0<t<1
—3+t>+2cost —2(t—1) — (t—1)2 —cos(t — 1) +2sen(t —1) se t>1

1.6.3 Distribuicao Delta de Dirac

A delta de Dirac é a distribuicdo que verifica

5(t) =0 Vi € R\ {0}
/ Z 5(z)de = 1
Se f é continua em ¢ = 0 ent3o:
| awswa = o) (1.72)

Admitindo que os integrais do tipo (1.72) estdo bem definidos e tém as propriedades tipicas
de um integral (note que a propriedade da aditividade,

b c b
/ () f(t)dt = / o(t) f(t)dt +/ S(t) f(t)dt para —oo<a<c<b<oo,
requer ¢ # 0) entdo podemos justificar a validade de (1.72) como se segue.
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Dado um € > 0 arbitrario, pela continuidade de f em 0 existe > 0 tal que

t<n = |fO)-f0O)<e

Assim sendo, e tendo em conta que [t| >n = t#0 = J(t) =0:

'/Oo 5(t)(f(t) — £(0)) dt‘ = '/n 3(t)(f(t) — £(0)) dt'

— 0 —n

< /Wawvw—fmnﬁ
-n V

<e
n o
< e/ i(t)ydt = 6/ d(t)dt =€
—n o

Sendo a desigualdade anterior valida para qualquer € > 0, ent3o

| s - r) =0

—00

o que implica que

[ soswa= [ swsoa =0 [~ swd= 5.

Mais genericamente, podemos definir a distribui¢do delta de Dirac centrada em um dadoc € R
por:

de(t) =6(t —¢)
A distribuicdo d.(t) verifica, entdo:
a) 0.(t) = 0 para qualquer t € R\ {c}.
b) / Su(t)dt = 1

c) Se f é continua em c entdo / de(t)f(t)dt = f(c)

— 0o
Desta forma: -
L{5,(8)) = / Su(t)est dt = e,
—00
Exemplo 1:
Determinar a solugdo (para ¢t > 0) do problema de valor inicial:
j+20+y=200t—-2) ,  y(0)=y(0)=0.
Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacdo diferencial, obtém-se
L{G+2+y}(s) = L{20(t = 2)} (s) = 27
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Usando a linearidade, a propriedade da transformada de Laplace da derivada e a notagdo Y'(s) =

L{yt)}(s)
—5(0) — sy(0) 4+ s2Y (s) + 2 (—y(0) + sY (s)) + Y (s) = 2¢7 2%,

o que é equivalente a
(s + 25 +1)Y (s) = 2%,
ou seja
2

Y(s)=e % G112 =e L {Qtet} (s)=L {QH(t —2)(t — 2)6—(t—2)} (s)

Consequentemente, a solucdo do problema de valor inicial é:

y(t) = 2H(t — 2)(t — 2)e~+2),

Exemplo 2:
Determinar a solugdo (para ¢t > 0) do problema de valor inicial:
y'+y=—0(t—m) ,  y(0)=4y(0)=0.
Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacio diferencial, obtém-se

L{y +y}(s)=L{-0(t—m)}(s) = —e ™

Usando a linearidade, a propriedade da transformada de Laplace da derivada (e a notag¢do usual

Y(s)=LA{y(t)}(s))
—y/(0) — 5y(0) + 5°Y (s) + Y (s) = — ™,

o que é equivalente a
(2 +1)Y(s) = —e ™,

ou seja

Y(s) = —e”sﬁ = e ™L{—sent}(s) = L{—H(t—m)sen(t —m)} (s)

Assim sendo, a solu¢do do problema de valor inicial é:

0 se 0<t<m
y(t) = —H(t—m)sen(t —7) = H(t—m)sent = { .

sent se t>m
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