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Capitulo 1

Introducao as Equacoes Diferenciais Parciais

O objectivo de resolver uma equagio diferencial parcial é determinar uma fun¢do u(z1, ..., x,) que

verifica uma relagdo de igualdade envolvendo as suas derivadas (que serdo derivadas parciais).
Centraremos o nosso estudo nas equagbes diferenciais parciais lineares de segunda ordem em

dominios (espaciais) rectangulares, em que as equagdes sdo afins aos trés tipos seguintes:

e Equacao do Calor
0 0? 0?
gu _ K(—Z ¥ —Z)
ot Oxy ox?,
emquet >0, x1 € [0, L1],..., x, € [0, Ly], e K > 0 é a condutividade térmica do material.
Este tipo de equacdes estd associado a processos envolvendo conducdo térmica e difusio’.

e Equacao de Laplace

0%u - 0%u _0
ox? 7 dx2
em que z1 € [0,L4],..., ,, € [0,L,]. Este tipo de equagdes estd associado a processos

estaciondrios de condugdo térmica e difusdo, a electrostdtica e ao movimento dos fluidos.

e Equacao das Ondas

0
oz~ ¢ 8x%+ ox2

em que t >0, z1 € [0, L1],..., z, € [0, L,,], e c uma constante. Este tipo de equa¢des esta
associado a processos envolvendo propagacdo de ondas.

Para resolver estas equacdes, necessitaremos de estabelecer

e Condicoes de Fronteira
Que predefinem o comportamento da fun¢do u na fronteira de R = [0, L1] x ... x [0, L{], e

que poderdo ser de varios tipos:

o Condigdes de Dirichlet
se definem o valor de u na fronteira de R;

'No caso de de tratar da equacio de difusio, %—’t‘ = D(% + ...+ gi—g) D > 0 é o coeficiente de difusdo da
1 n

susbtancia.
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o Condigdes de Neumann

se definem o valor de % na fronteira de R (ou seja, definem o fluxo de u na fronteira

de R);
Poderao ainda ser mistas se existirem condi¢coes dos dois tipos.

As condicoes de fronteira dizem-se homogéneas se forem nulas.

e Condicoes Iniciais

que definem o estado inicial, isto é, para a equac3o do calor
w(0,21, ey y) = f(x1,00y2n) , VY(x1,...,2,) €ER
e para a equacdo das ondas

U(O,xl, axn) = f(xla ,xn)
M V(x1,...,Tn) € R
{ %(0,$1,...,$n) :g(ﬁﬂl,...,ﬁﬂn) ( ! )

1.1 Método de Separacao de Variaveis

Para descrever o método de separacdo de varidveis, vamos aplicd-lo ao problema de Dirichlet
homogéneo para a equacdo do calor.

A equagdo do calor unidimensional modela a propaga¢do de calor (ou a difusdo de uma
substancia) através de um corpo unidimensional (por exemplo uma barra) de comprimento L. A
funcdo u(t, z) mede a temperatura da barra no ponto x no instante ¢ e verifica a equacdo do calor

ou K &%

5: @ s Vt>0,w€]O,L[

sendo K > 0 a condutividade térmica (ou o coeficiente de difusdo). Assumiremos condi¢des de
fronteira de Dirichlet homdgeneas, isto é

u(t,0) =u(t,L)=0 , Vt>0

e a condicdo inicial
u(0,2) = f(z) , Va€]0,L]

em que f é uma fungdo seccionalmente continua e com derivada seccionalmente continua definida
no intervalo [0, L].
Resolveremos entdo o problema de valores na fronteira e inicial

ou 0%u

EZK@ t>0, z€]0,L[

u(t,0) =u(t,L) =0 t>0 (1.1)
u(0,z) = f(x) r €]0,L]

Comegamos por notar que se f(z) = 0 entdo a solugdo de (1.1) é u(t,x) = 0. Se f ndo é
identicamente nula entdo « tambem n3o o serd.



1.1. METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

Vamos utilizar o método de separagdo de varidveis para determinar solu¢des do problema (1.1)
da forma
u(t,x) =T(t) X (x)

Pela observa¢do acima feita, nem T'(t) nem X (x) poderdo ser identicamente nulas. Substituindo
na equacao diferencial obtém-se
0 0? (@)  X"(x)

E(T(t)X (:c)) :KW@@)X(;U)) & T'()X(@) = KTOX"() & f7as = S0

Observe-se que, separadas as varidveis, pretende-se que para todos ¢ > 0 e = €]0, L[ uma fun¢3o

de t (I?/T(g)) iguale uma funcdo de x ();”(gcﬂﬁ))

igualem uma constante, isto é, para A € R

). Para que tal se verifique é necessdrio que ambos

T . X@

KT(t) ¢ Xw

Por outro lado, atendendo as condicdes de fronteira

e

(t,0) = 0 implica T'(t)X(0) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente nula ou
X(0 0. Dado que a primeira hipétese ndo pode ocorrer (implicaria u = 0) tem-se que
X(0) =0.

)
)
o u(t,L) = 0 implica T'(t)X (L) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente nula ou
X (L) = 0. Dado que a primeira hipStese ndo pode ocorrer, tem-se que X (L) = 0.

E conveniente notar que, se ndo exigissemos condi¢cles de fronteira nulas, o método de se-
paracdo de varidveis falharia neste ponto. A razdo é muito simples — a lei do anulamento do
produto nao seria aplicavel.

Temos entdo dois problemas para resolver - correspondentes a duas equag¢les diferenciais

ordindrias
X" - AX =0

(P1) {X(O):X(L):O . (P2) T' = \KT

Comegamos por resolver o problema (P1). Trata-se duma equagdo diferencial linear homogénea,
cuja solucdo tem que verificar condicGes de fronteira nulas. Nesta situagdo, a fun¢do nula é sempre
solugdo de (P1). Existem no entanto alguns valores de A para os quais essa ndo é a tnica solugdo

de (P1).

Definicao: A diz-se um valor proprio de (P1), associado a fun¢do prépria ¢(z), sse p(z) for
uma solu¢do ndo nula de (P1).

Para continuar a nossa resolugdo, teremos que encontrar os valores prépios de (P1) a fim de
determinar as suas solucdes ndo nulas. Assim

X"-AX=0 & (D*’-NX=0
Teremos entdo trés casos possiveis:
A =0 — A equacio é D?X = 0 o que implica X(z) = Az + B, A, B € R;

A>0(\ = p?)— Aequagio é (D—pu)(D+p)X = 0o queimplica X (z) = Ae'* + Be ',

7
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A< 0(\= —w?) — A equagio é (D + iw)(D — iw)X = 0 o que implica X(z) =
Asen(wz) + B cos(wz);

Os casos A =0 e A > 0, combinados com as condicBes de fronteira, produzem apenas a solucdo
nula. Conclui-se que qualquer A > 0 n3o é valor préprio de (P1). Para o caso A < 0, tem-se que

X(0)=0 = B=0
X(L)=0 = Asen(wz)=0

pelo que,
A=0 = X(x)=0
ou nm nmwx
sen(wL) =0 = w=— = X(x):senT, comn € Z
Temos assim que A = —w? = —”2752 e X(x) = sen ¥, para n € Z, sao os valores préprios

e as correspondentes fun¢des préprias associadas. Note que para os indices n inteiros negativos
repetem-se os valores préprios e as fun¢des préprias (a menos de combinagdo linear). Conclui-se

(para algum n € N) n3o é valor préprio de (P1), e

n2n?

que qualquer A que ndo seja da forma —"3
paracadan € N, A = —”27{2 é valor préprio de (P1) associado a fungdo prépria X, (x) = sen “F*.
Para resolver o problema (P2), utilizaremos apenas os valores préprios de (P1), dado que

para outros valores de A a tnica solugdo de (P1) é a nula. Assim, para cada n € N

2.2 2. 2
n-m _n“n?K
T,:—?KT = Tn(t):e L2 t
Resolvidos (P1) e (P2), podemos concluir que as solu¢do da equag¢do do calor unidimensional, da
forma wu(t,z) = T(t)X (x), que verificam condi¢des de fronteira de Dirichlet nulas sdo as fung¢des

da forma

n27r2K
un(t,z) = Tp(t) Xp(z) = ¢ 12 tsen"Lﬂ, , neN (1.2)

Principio da Sobreposicao

Qualquer combinagdo linear de solugbes de equagdes diferenciais lineares homogéneas (in-
cluindo de um nimero infinito, se houver convergéncia), verificando condi¢des de fronteira ho-
mogéneas, é também solucdo da equacgdo e verifica as mesmas condi¢les de fronteira.

Observa-se que, relativamente a sobreposicdes com um nidmero infinito de termos, serd ne-
cessario verificar adicionalmente que a série obtida é uniformemente convergente em subconjuntos
compactos do dominio onde a equacio diferencial é satisfeita.

Entdo, atendendo a (1.2)

o o
_n2xK, nwr
u(t,x) = g e (t,x) = E cpe 12 sen——, cn €R
n=1 n=1

é solucdo da equagdo do calor unidimensional que verifica condi¢cdes de fronteira de Dirichlet nulas.
Para determinar as constantes ¢, teremos que utilizar a condi¢do de fronteira u(0,z) = f(x).
Resulta entdo que:

i Cp Sen ? = f(x) (1.3)
n=1



1.2. SERIES DE FOURIER

1.2 Séries de Fourier

1.2.1 Definicao e convergéncia pontual

Para qualquer L € R™ | considere-se uma fungio f : [-L, L] — R. Pode-se associar a f a sua
Série de Fourier, ou série trigonométrica

SFy(z) = EO i <an cos( ) + bn sen(mliw)>

—%/_LLf(x)dm , an:%/_LLf(x)cos(?)dx

L nmx
= %/Lf(x) sen(T)dx

Teorema: (convergéncia pontual da série de Fourier)

em que

Se f:[-L,L] — R é uma fungdo seccionalmente continua e de derivada seccionalmente
continua em | — L, L], entdo para cada x € [—L, L], a série de Fourier associada é uma série
convergente, tendo-se que

f(x) sendo x um ponto de continuidade de f

f@) + f@7)

SFy(z) = S E— sendo x um ponto de descontinuidade de f (1.4)
L~ —LT
i )+2f( ) sendo x=—-Louzxz=1L
Se f é continua em = —L e em x = L tem-se, simplesmente 2
L —L
$rya) = B0

Note-se que a série de Fourier SFy esta bem definida em R, é periddica de periodo 2L e esta
relacionada, no sentido descrito em (1.4)) com a extensdo periddica, f, de f a R, isto é:

f(x) sendo x um ponto de continuidade de f
SFf(I‘) = o+ o —
W sendo z um ponto de descontinuidade de f
Exemplo:
Determinar a série de Fourier da fun¢do f : [—1,1] — R definida por

—m se z€[—1,0]

f(x):{w se z€0,1]

2Na maior parte das aplicacdes, f é continua em & = £L; nos casos em que a continuidade em = = +L
ndo se verifica, pode-se de qualquer modo alterar a definicdo da fungdo f de forma a que f(L) = f(L7) e

f(=L) = f(-=L7).
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A série de Fourier associada a f sera
a >
SFi(x) = 5t Zl <an cos(nmx) + by, sen(mm))
Atendendo a que a fungdo f é uma fun¢do impar, ter-se-a
1 1
ap = / f(z)dz =0 e an = / f(z)cos(nmx)de =0 Vn e N
-1 -1
Por outro lado
1 1 9
by, = / f(x)sen(nrx)dr = 2/ wsen(nmr)dr = — <1 - (—1)")
-1 0

Concluimos que
o 2
SF(x) = E - <1 - (—1)") sen(nmx)

n=1

Atendendo a que, para n par, 1 — (—1)" = 0, os termos de ordem par da série anterior sdo nulos:

SF(x) = Z 2]{4_ 7 sen ((2k — D7)
k=1

Dado que tanto f como f’ s3o funcdes seccionalmente continuas em [—1, 1] o teorema anterior
permite-nos concluir que SF(x) estd bem definida para « € [—1,1]. Pela periodicidade das
fungdes sen(nmx), é ficil de compreender que SF estd bem definida para todo = € R e que é
periddica de periodo 2. De seguida mostra-se alguna graficos das aproximacdes da série de Fourier
da fungdo f, isto é, o gréifico de alguns termos da sucessdo das somas parciais

N

Snf(z) = Z 2]{4_ 7 sen ((2k — D)7z)

k=1

(para alguns valores de N € N).

Grafico da fungdo (S1f)(x) = 4sen(mx)

10
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4
3
2 4
1 4

-1
-2
-3
—4

Figura 1.1: Aproximagcdao N =1

Grafico da fungdo (Saf)(x) = 4sen(wx) + %sen(37r:p)

Figura 1.2: Aproximagao N =2

Gréfico da fungdo (S3f)(z) = 4sen(rz) + 4 sen(37z) + 2 sen(5mz)

11
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Figura 1.3: Aproximagcdo N =3

Gréfico da fungdo (S5 f)(z) = 4sen(rz) + 5 sen(3mz) + %sen(Swm) + %sen(?wm) + §sen(97mx)

T T T T T T T T 1 _T T _ T T _T T T T 1
-0.9 -0.68 -0.46 -0.24 -0.02 0.2 0.42 0.64 0.86

Figura 1.4: Aproximagcao N =5

Grafico da fungdo (Siaf)(z) = 312, 5ty sen((2n — 1)7z)

Em [—1, 1] a soma da série de Fourier da fun¢do f serd dada por:

—m se x€]—1,0]
SFi(x)=¢ ™ se z€]0,1] (1.5)
0 se xr=dlouzxz=0

Por ser uma fungdo periddica de periodo 2, em R a soma da série de Fourier da fungdo f serd
dada pela extensdo periédica de periodo 2 da fungdo definida em (1.5).

12
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0 T T 1 T T T T T 1 _T T_ T T_T T T T
-0.9 -0.68 -0.46 -0.24 -0.02 0.2 042 0.64 0.86

Figura 1.5: Aproximagao N = 12

1.2.2 O Nucleo de Dirichlet e as Somas Parciais das Séries de Fourier

Vamos nesta seccdo tentar explicar a razdo do comportamento oscilatério das somas parciais das
séries de Fourier. Sem perda de generalidade, podemos assumir que L = 7; isto é, consideramos
apenas séries de Fourier de fungdes f : [—m, ] — R. O caso mais geral — em que L é um
nimero real positivo arbitrario — pode facilmente ser convertido no caso L = 7 pela mudanca
de varidvel 2/ = Tx.

Para cada N € N, definimos o nicleo de Dirichlet, Dy (z), como sendo a fungdo trigo-

nométrica:
N

1 1
Dy(z) = 5t Zcos kx = 5 teosz+ cos(2z) + - -+ + cos(Nz) (1.6)
k=1
Verifica-se facilmente que Dy (x) é uma fungdo par e que:

1 K
— Dy(z)dz =1
m —T
Note também que:
1N
Dy(z) = 5t E cos kx
k=1
N

_ %(e—iNa: e iW=Da iy e 6iNa:>
_ %BfiN:v <1 Ll g2 g 612N:1:>
1 2N
_ 5 efiN:v Z (eim)k
k=0

13
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Como o somatdrio acima obtido ndo é mais do que a soma dos primeiros 2N + 1 termos da série
geométrica de razdo e'*, entdo:

Dafa) = peive LT
e IN+3)e | _ LN+
B 213 1—el
e—IN+3)z _ Li(N+1)z 9%
- 21 2 e 12 — el2
1 1
e <(N+ %)x) 2 —sen 3

12

10 4

T T T T T T
-2.85 -2.5 -2.15 -1.8 -1.45 -1.1 -0.75 -0.4 -0.05 0.3 0.65 1 135 17 2.05 2.4 2.75 3.1

Figura 1.6: Grafico de D1o(z)

Seja agora f uma fung¢do real, seccionalmente continua em [—7, 7], e admitamos que f foi
periodicamente estendida a R. 3.

30u seja, dada f : [—7, 7] — R pode-se definir f(y) para qualquer y € R tendo em conta que existem k € Z e

x € [—m, | tais que y = = + 2km; assim sendo, considera-se que f(y) = f(z + 2km) def f(z). O que desta forma
se obtém €, como se sabe, a extensdo periddica de f a R.

14
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25
20 ﬂ
15 -

10+

Figura 1.7: Gréfico de Dyg(z)

A sucessdo das somas parciais, Sy(z), da série de Fourier de f é dada por:

N
Sn(z) = % + Z (ax cos kx + by sen kx)
k=1
1 N
= ; y)dy + Z( ) cos ky dy) cos kx + (f fly)senky dy) sen k:x]
k=1

N
1 (" 1
= ;/ fy) (5 +Z (cosky coskx + sen ky senkx)) dy

/ﬂ ( —i—Zcos( >>dy

= -/ f(y)DN(y—w)dy

3=

Desta forma se deduziu uma férmula integral para a sucessdo das somas parciais da série de
Fourier de f:

Sv@) =~ [ f)Dyly—z)dy =2 [ -+ 6)Dy () db, (1.7)

™ ) ™J—r

O dltimo integral foi obtido através da substituicdo de varidvel y —z = 6 *.

*Como a fungdo f(x +0)Dn(6) é periddica de periodo 27, o integral entre —7 — 2 e ™ —  é igual ao integral
entre —m e 7.
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120

100

80 +

60

40

20 +

—20

-1.6 1.6

Figura 1.8: Grafico de Dygo(z)

A férmula (1.7) diz-nos, grosso modo, que Sy(x) é uma “média ponderada” de f numa
vizinhanca de x, em que os ‘pesos” sdo dados pelo nicleo de Dirichlet, Dy(z). Note que a
“soma dos pesos” é L [T Dy(0)d9 = 1 °. Nas figuras (3.6), (3.7) e (3.8) representa-se os
gréficos de Dy (x) para alguns valores de N. Pode-se observar o comportamento oscilatério do
nicleo de Dirichlet: a medida que N cresce, as oscilagdes de Dy (x) aumentam em amplitude
mas concentram-se junto de z = 0. Se f for seccionalmente C! ent3o é possivel provar, a partir
da férmula (1.7), que Sn(z) converge da forma descrita pelo teorema da convergéncia pontual
(equagdo (1.4)).

Complementaremos o estudo da convergéncia das séries de Fourier numa seccdo posterior.

1.2.3 Série de Fourier de Senos

Sendo L >0 e f:[0,L] — R uma fungdo seccionalmente continua e de derivada seccionalmente
continua em |0, L[, pode-se associar a f a série de senos

> nwx
Ssenf () = T; by, sen(T)
em que
L
b, = %/0 fx) sen(?)dm

Esta série é obtida, efectuando a extensdo impar de f ao intervalo [—L, L], e calculando a sua
série de Fourier. Observe-se que se uma dada func¢3o g é impar, os coeficientes da série de Fourier

®Em rigor, o primeiro integral da equagdo (1.7) designa-se por convolucio de f com Dy.

16
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verificam:
1 [L nmwT
g(x) COS(T)dSU =0 , Vn>0

1 [F 2 [
by, = T /_L g(x) sen(?)dm = Z/o g(x) sen(n—zx)dx
Pelo Teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier e atendendo que se estd a utilizar a

extensdo impar de f a [—L, L], conclui-se que para = € [0, L]
x um ponto de continuidade de f

f(x) sendo
n _
w sendo  x um ponto de descontinuidade de f
Ssenf(x) =
0 se x=1L1
0 se =0
Exemplo:

Determinar a série de Fourier de senos da fung¢do f : [0,2] — R definida por

[ 1—2 se ze€l0,1]
f(w)—{ 0 se x€[l,2]]

A série de senos da fun¢do f em [0, 2] serd da forma
nwr

Ssenf(x) = Z b,, sen 5
n=1

em que
b /2f() nrT /1(1 ) nrT 2 4 nm
= x)sen —dz = —x)sen —dr = — — —— sen —
" 0 0 2 nm Tl27'l'2 2
Conclui-se que
/2 4 nmw nmwx
Senf (2) =D (s~ mmsen g ) sen 5

Pelo Teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier, tem-se que em [—2, 2]

f(z) se x €]0,2]
Ssenf(x) =< 0 se =0 (1.8)
—f(—=z) se z€[-2,0]

e em R a soma da série de senos da fun¢do f serd a extensdo periddica de periodo 4, de (1.8) a

R.
17
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1.2.4 Série de Fourier de Cosenos

Sendo L >0 e f:[0,L] — R uma fungdo seccionalmente continua e de derivada seccionalmente
continua em |0, L[, pode-se associar a f a série de Cosenos

oo
a nwx
Secosf(x) = 30 + Z an COS(T)
n=1
em que

2 [ 2 [
CLOZE/O flx)dx an:z/o f(x)cos(n—?)dx

Esta série é obtida, efectuando a extensdo par de f ao intervalo [—L, L], e calculando a sua
série de Fourier. Observe-se que se uma dada fun¢do g é par os coeficientes da série de Fourier

verificam:

L), L
1 L
bnzz/_Lg(m)sen(n—zx)dx:O Vn >0

Pelo Teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier e atendendo que se estd a utilizar a
extensdo par de f a [—L, L], conclui-se que para z € [0, L]

( f(x) sendo  z um ponto de continuidade de f
+ —
M sendo  x um ponto de descontinuidade de f

Scosf(w) =
f(L) se =1

L f(0) se t=0
Exemplo: Determinar a série de Fourier senos da fungdo g : [0, 7] — R definida por

[0 se z€]0,%]
g(x)—{l se xe[%,jr]

A série de cosenos da fun¢do g em [0, 7| serd da forma
a o
Secosg(x) = 50 + Zl ay, cos(nx)
-

em que
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UNIDIMENSIONAL
eparan €N
2 (7 2 [T 2
ap = ;/0 g(z) cos(nz)dx = ;/z cos(nz)dr = ——sen njﬂ
Conclui-se que
Senna(2) 3 i 2 M os(nz)
xr)=—— — sen — cos(nx
cosd 4 nmw 4
n=1
Pelo Teorema da convergéncia das séries de Fourier, tem-se que em [—7, 7]
0 se z€]—-7%,7%]
Scosg(w) = ¢ 1 se we[-m —F[Uf,7] (1.9)

e em R a soma da série de cosenos da fungdo g serd a extensdo periddica de periodo 2, de (1.9)
a R.

1.3 Problema de Dirichlet Homogéneo para a Equacao do Calor
Unidimensional

Vamos resolver o problema de valores na fronteira e inicial

([ Ou &%u
u(t,0) = u(t,m) =0 t>0 (1.10)
[ u(0,2) = f(z) z €]0, 7|

em que f é uma fungdo seccionalmente continua em |0, w[. Tal como deduzimos na Sec¢do 1.1,
a solugdo do problema (1.10) é dada por

o0
2
u(t,z) = g cne " Klsen(nz) | ¢, €R
n=1
e para determinar as constantes (¢, )nen Usaremos a condigdo inicial, pelo que

chsen(na@) = f(x) (1.11)

n=1

1.3.1 Exemplo 1
Se a condic3o inicial for

f(z) = sen(2z) — 3sen(bz)
por (1.11),

Z cp sen(nx) = sen(2z) — 3sen(Hx)

n=1
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e é entdo facil de deduzir que
=1, 5=-3 e ¢, =0 VYneN\{25}
Concluimos que a solugdo de (1.10) quando f(z) = sen(2z) — 3sen(5z) é dada por
u(t,z) = e M sen(2z) — 3e 2K sen(5z)

1.3.2 Exemplo 2

Se a condic3o inicial for

T T T se <<z
= — — — — | = - — 2
f(x) 2 ‘x 2‘ {ﬂ—x se g<zr<m
por (1.11),
oo
7 T
chsennx — —|= - ‘
2 2
n=1

pelo que para determinar as constantes (c,,) precisamos de determinar a série de senos da fungdo
f(z) em [0,7]. Assim

senf Z b Sen nm

em que

_ % /0 " f(z) sen(na) dz = > [ /0 " sen(na) de + /7r " (r — 2) sen(na) de] = g sen "

™ /2 ™ 2

Dado que a extensdo periddica (de periodo 27) a R da extensdo impar de f ao intervalo [—m, 7]
é continua, tem-se que para todo z € [0, 7]

nm

r——=|= —sen—sennaz
‘ ‘ 7Tn2 2 (nz)
pelo que se conclui que para todo n € N se tem
4 nmw
Cp = — sen —
" n? 2
e a solugdo de (1.10) quando f(z) =5 — ‘x — 5| é dada por
> 4 nm 2
u(t,z) = g —sen —e " Klgen(na
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UNIDIMENSIONAL

1.4 Problema de Dirichlet nao Homogéneo para a Equacao do
Calor Unidimensional

Vamos resolver o problema

(9 8?2
a_?:Ka_xZ t>0, €0, L]

| u(0,2) = f(x) x €]0, L[

em que T7. T5 sdo constantes. No contexto da equac¢do do calor unidimensional, estas condicdes
de fronteira significam que as extremidades da barra, 0 e L, sdo mantidas a temperatura constante,
Ty e T, respectivamente, durante todo o processo. Sendo estas constantes diferentes de zero, n3o
podemos aplicar directamente o método de separacdo de varidveis. Temos entdo que considerar

u(t,z) = ue(z) +v(t,x) (1.13)
em que u(x) é solugdo do problema de valores na fronteira
ul =0 , ue(0) =11 e u(L)=T;
e v(t,z) é solugdo do problema de valores iniciais e de fronteira

v 0%
E_K@ t>0, z€]0,L]
’U(t,O) =0, U(t,L) =0 t>0 (114)

v(0,2) = f(x) —ue(z)  z€]0,L]

Vamos verificar em primeiro lugar que se u(t,z) é da forma dada em (1.13) entdo é solugdo de
(1.12). De facto, utilizando a linearidade da derivada

0% 0%u 0% 0%v ov ou, ov ou
—=K—+4+K—=Ku/+K-—=0+—=—°+4+— = —
922 02 TR g TRt R e =0 = T e T W

pelo que verifica a equagdo diferencial de (1.12). Por outro lado

u(t,0) = ue(0) +v(t,0) =T1 +0=T1 e u(t,L) =uc(L)+v(t,L) =To+0="T,
pelo que verifica as condigdes de fronteira de (1.12). Finalmente
u(0,7) = ue(w) +v(0,2) = ue(z) + f(2) — ue(x) = f()

pelo que verifica a condig3o inicial de (1.12). Conclui-se que u(t, ) dada em (1.13) é solugdo de
(1.12). A fungdo ue(z) é denominada uma solugdo estaciondria de (1.12), pois ndo depende de t¢.
A equagdo u! = 0 tem como solu¢io u.(z) = Az + B. Dado que u.(0) =T} e u.(L) = Th

conclui-se que
T —T
ue(r) =

T+ T
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CAPITULO 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Por outro pela Secgdo 1, dado que (1.14) é o problema da equagdo do calor com condi¢Bes de
fronteira de Dirichlet homogéneas

[e.e]
_n?rlK, nwx
v(t,x):E cpe 12 sen ——

n=1

em que para todo 1 € N, (¢,) s3o os coeficientes da série de senos da funcdo f(z) — L2701z — T
em [0, L], isto é

2 [F T, —T
C”:Z/O (f(ac)— 2L 1x—T1)sen$dx (1.15)
Concluimos que a solugdo de (1.12) é dada por
T,—T o~ _n’alx
u(t,z) = 2L 1x+T1+che Lthsenn_zx

n=1

com (¢,,) dados por (1.15).

1.5 Problema de Neumann Homogéneo para a Equacao do Calor
Unidimensional

Resolveremos o problema de valores na fronteira e inicial
( Ou 0%u
— =K— t>0, x€l0,L
ot Ox? 10, Z]

Gu(t,0) = J(t, L) =0 t>0 (1.16)

u(0,2) = f(x) x €]0, L]

isto é, vamos estudar a propagc¢ao de calor numa barra de comprimento L em que n3o ha troca de
calor com o exterior pelas suas extremidades (o significado das condigdes de Neumenn %(t, 0) =
%(t,L) = 0 é que o fluxo de calor através da fronteira do corpo, que neste caso sdo os pontos
x=0ex =1L, énulo).

Observa-se que se f(x) = 0 entdo a solugdo de (1.16) é u(t,z) = 0. Se f ndo é identicamente
nula entdo u tambem n3o o serd.

Vamos utilizar o método de separacdo de varidveis para determinar solugdes do problema
(1.16) da forma

u(t,x) =T ()X (x)

Pela observagdo acima feita, nem T'(t) nem X (x) poderdo ser identicamente nulas. Substituindo
na equacao diferencial, tal como nos casos anteriores

2 / "
%(T(t)x (1) =& %(T(”X () & 1?152) = ))((((z))

Observe-se que, separadas as varidveis, pretende-se que para todos ¢t > 0 e = €]0, L[ uma fungdo

de t ([7;;,(2)) iguale uma fungdo de z ();/(E:))) Para que tal se verifique é necessario que ambos
igualem uma constante, isto é, para A € R

T LX)

KT(t) X(z)
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Por outro lado, atendendo as condi¢des de fronteira

. %(t,o) = 0 implica T'(t)X’(0) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente nula ou

X'(0) = 0. Dado que a primeira hipdtese ndo pode ocorrer (implicaria u = 0) tem-se que
X'(0) =0

. %(t,L) = 0 implica T'(t)X’(L) = 0 e como tal ou T'(t) é a fun¢do identicamente nula ou
X'(L) = 0. Dado que a primeira hipétese ndo pode ocorrer, tem-se que X'(L) = 0.

Temos entdo dois problemas para resolver — correspondentes a duas equacdes diferenciais or-
dindrias
X"—-AX =0
(P]‘) / / I
X'(0)=X'"(L)=0
Comegamos por resolver o problema (P1). Trata-se de um problema de valores préprios e para
os determinar teremos que encontra as solugdes ndo nulas de (P1). Assim

(P2) T' = AKT

X'-AX=0 & (D*-)NX=0
Teremos entdo trés casos possiveis:
A =0 — A equacio é D?X = 0 o que implica X(z) = Az + B, A, B € R;
A>0(\ = p?)— Aequagio é (D—pu)(D+p)X = 00 queimplica X (z) = Ae'* + Be 1,
A <0 (\= —w?) — A equagio é (D + iw)(D — iw)X = 0 o que implica X(z) =
Asen(wz) + B cos(wz);

O caso A > 0 combinado com as condicles de fronteira, produz apenas a solucdo nula.
Conclui-se que qualquer A > 0 n3o é valor préprio de (P1).
Para o caso A = 0 obtém-se X(z) = Az + B que combinado com as condi¢des de fronteira,
produz X (z) = B. Pelo que A = 0 é valor préprio de (P1) associado a fun¢d prépria Xo(z) =1
Para o caso A < 0, tem-se que

X0)=0 = A=0
X'(L)=0 = Bwsen(wz)=0
pelo que,
B=0 =  X(z)=0
ou nm nmx
sen(wL) =0 = W= = X(x) = cos < comn €N
Temos assim que A =0, com X(z) =le A= —w? = —”2752 e X(x) = cos 7%, para n € N, sdo

os valores préprios e as correspondentes funcdes préprias associadas.
Para resolver o problema (P2), utilizaremos apenas os valores préprios de (P1), dado que
para outros valores de A a tnica solugdo de (P1) é a nula. Assim, para A =0

T'=0 = Tt)=1

e para cadan € N

2,2 _nzﬂth

T'=-"" KT = T,(t)=e 1
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Resolvidos (P1) e (P2), podemos concluir que as solu¢do da equag¢do do calor unidimensional, da
forma wu(t,z) = T(t) X (x), que verificam condi¢bes de fronteira de Dirichlet nulas s&o as fung¢des
da forma

_nlrlK, nwx
uo(t,x) =To(t) Xo(x) =co e up(t,z) =T,(t)Xn(x) =€ L2 "cos 5 nE N
Entdo - -
n2n2K
u(t,x) = Zocnun(t,x) =co + Zlcne 12 ' cos n_zx’ , cp €R
n= n=

é solucdo da equagdo do calor unidimensional que verifica condi¢des de fronteira de Neumann nulas.
Para determinar as constantes ¢,, teremos que utilizar a condi¢do de fronteira u(0,z) = f(z).
Resulta entdo que:

oo
Co+zlchOSn—T = f(x) (1.17)
n=

Concluindo-se que as constantes ¢, sdo os coeficientes da série de cosenos de f em [0, L], ou seja

_a _ 1"
o = _L/o flx)dx

e paracadan € N

9 (L
Cp = ap = f/ f(z) cos ?dw
0

1.6 Unicidade de Solucao do Problema de Dirichlet para a Equacao
do Calor

Admitamos agora que u(t, ) e i(t, x) sdo duas fun¢des de classe C! na varidvel t e de classe C?
na varidvel z © que satisfazem o problema:

2
%:K% t>0,2€l0,L]

u(t,O) =1, u(t,L) =T t>0

u(0,2) = f(x) z €0, L]
Entdo v(t,z) = u(t,z) — u(t, x) satisfaz o problema homogéneo:

([ Ov 0?v

0(t,0) =v(t,L) =0 t>0 (1.18)

v(0,2) =0 z €]0, L[

®Dizemos, por exemplo, que u(t,z) é de classe C' na varidvel ¢ se para qualquer 2o € [0,L], a fungdo
o(t) = u(t,zo) é de classe C.
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Multiplicando a equag¢do do calor (1.18) por v e integrando em z no intervalo [0, L], obtém-se:

/ o dr = i /OL

Integrando o segundo membro por partes, e usando as condi¢des iniciais  em (1.18), obtém-se:

L 92y v L/ ov\?
i vogdr = K( (t,0) 92(¢,0) — (t,L)%(t,L)—/O <%> dm)

L 2
= —K/ <@> dr <0
0 8.17

Quanto ao primeiro membro:

Ov 1 [F0 d1 2
/ v—dw——/o %Edw_i/o a(v(t,x)) dx_%i/ <v(t,x)> dx

dFE
Definido E(t) = 4 fo (v(t ) dx, entdo conclui-se dos resultados anteriores que = < 0. Por

outro lado, pela condic3o |n|C|a| E(0) = 0; além disso, E(t) > 0, para qualquer ¢ > 0. Assim
sendo, teremos necessariamente que E(t) = 0, donde se conclui que:

v(t,z) =0 & u(t, z) = a(t, z).

1.7 A Equacao das Ondas

Um outro exemplo de equacido diferencial parcial de extrema relevancia fisica é a equacdo das ondas
(linear). No mundo da fisica, os fenémenos ondulatérios sdo comuns: os exemplos dbvios sdo as
perturbacdes na superficie de um fluido, as vibragdes de cordas em instrumentos musicais, a as
perturbacdes de pressao no ar que consistem na propagac¢ao de som, e a radiacdo electromagnética.
Se a amplitude das perturbacdes for suficientemente pequena e regular, a varidvel de perturbacao
u(x,t) associada as ondas verifica a equagdo das ondas (linear)

v,

— =c*Au

ot2
onde u(t,x) é uma fungdo da posicdo e do tempo que descreve o comportamento da onda e ¢ é
a velocidade de propagacido da onda no meio em quest3o.

1.7.1 Problema da Corda Vibrante

A equacdo das ondas unidimensional pode ser usada como modelo matemdtico de uma corda
vibrante.

Considere-se o problema de ondas (ndo forgadas) numa corda de comprimento finito L, com
posicao e velocidade inicial dadas e extremidades fixas.

"Este mesmo argumento pode ser usado para provar unicidade de solu¢io para o problema de Neumann; no
caso de condicdes de fronteira de Neumann, teremos 2% (t,0) = $%(¢, L) = 0 em vez de v(t,0) = v(t, L) = 0.
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wA

(t,2)

- ___

s Y

Figura 1.9: Problema da corda vibrante

Pretende-se entdo encontrar o deslocamento u(t,z) verificando o problema de valores na

fronteira e inicial
(( %u  ,0%u

55 =3 t>0, z€0,L]

u(t,0) =u(t,L)=0 t>0 (1.19)
u(0,x) = f(x) r €]0, L]

%(O,x) = g(z) z €]0, L]

Comegamos por notar que se f(z) =0 e g(z) = 0 entdo a solugdo de (1.19) é u(t,z) =0. Se f
ou g nao sao identicamente nulas entdo v tambem nao o serd.

Tal como para a resolucdo da equacao do calor unidimensional, e dado que estamos a consi-
derar condicGes de fronteira homogéneas, vamos utilizar o método de separacdo de varidveis para
determinar solu¢des do problema (1.19) da forma

u(t,z) =T ()X (x)

Pela observa¢do acima feita, nem T'(t) nem X (x) poderdo ser identicamente nulas. Substituindo
na equacao diferencial obtém-se

i ? " "ix
7 (TOX@) = 75 (TOX @) & T0X@) = ETOX @) + CZT%)) - ))((((x))

Observe-se que, separadas as varidveis, pretende-se que para todos ¢t > 0 e = €]0, L[ uma fungdo

de t (%((’?)) iguale uma fungdo de = (%) Para que tal se verifique é necessario que ambos

26
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igualem uma constante, isto é, para A € R

T//(t) )\ . X”(l‘)

AT() X(z) A

Por outro lado, atendendo as condi¢Bes de fronteira e possiveis condigdes iniciais nulas (note que
pelo que ja foi referido apenas uma delas o poder3 ser)

o u(t,0) = 0 implica T'(¢)X(0) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente nula ou
X (0) = 0. Dado que a primeira hipStese ndo pode ocorrer (implicaria u = 0) tem-se que
X(0) =
u(t,L) = 0 implica T'(t)X (L) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente nula ou
X (L) = 0. Dado que a primeira hipétese ndo pode ocorrer, tem-se que X (L) = 0.

Temos entdo dois problemas para resolver - correspondentes a duas equag¢les diferenciais
ordinarias

(P1) { ;(/(IO; i);(:;)) _o o P2)T"=2CT
Comegamos por resolver o problema (P1), que é um problema de valores préprios. Assim:
—AMX =0 & (D*-NX=0
Teremos entdo trés casos possiveis:
A =0 — A equacio é D?2X = 0 o que implica X(z) = Az + B, A, B € R;
A>0(\=p?)—Aequacio é (D—p)(D+pu)X = 0o queimplica X(z) = Ae!* + Be M,

A <0 (= —w?) — A equagio é (D — iw)(D + iw)X = 0 o que implica X(x) =
Asen(w )—|—Bcos(wx)

Os casos A = 0 e A > 0, combinados com as condicBes de fronteira, produzem apenas a solucdo
nula. Conclui-se que qualquer A > 0 n3o é valor préprio de (P1). Para o caso A < 0, tem-se que

X(0)=0 = B=0

X(L)=0 = Asen(wz)=0
pelo que,

A=0 = X(x)=0
ou

nm nmwx
sen(wL) =0 = W= = X(x):senT, comn € Z

Temos assim que A\ = —w? = —”2752 e X(z) = sen ™%, para n € Z, sao os valores préprios

e as correspondentes funcdes préprias associadas. Note que para os indices n inteiros negativos

repetem-se os valores préprios e as fun¢des préprias (a menos de combinagdo linear). Conclui-se
2.2
Tl 7'('

que qualquer A que n3o seja da forma — (para algum n e N) ndo é valor préprio de (P1), e

n(z) = sen "7%.

paracadan € N, A = —”2752
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Para resolver o problema (P2), utilizaremos apenas os valores préprios de (P1), dado que
para outros valores de A a tnica solugdo de (P1) é a nula. Assim, para cada n € N
2,2 2,2

n VT 9 5  MIT
T+?CT:0 = (D+L2

t t
AT =0 = T,(t)=ay,sen % + By, cos mIT/C

Resolvidos (P1) e (P2), podemos concluir que as solugdes da equagdo das ondas unidimensional,
da forma u(t,z) = T(t)X(x), que verificam condi¢des de fronteira de Dirichlet nulas sdo as
funcbes da forma

nmct

L

t
up(t,x) = T,,(t) X (x) = sen n_zac <an sen % ~+ B, cos

Por sobreposicado, a solu¢do da equacdo diferencial que satisfaz as condicGes de fronteira sera:

) , neN (1.20)

nmwx < nmct n mrct)
oy, sen —— Cos
" L " L

n=1

Utilizando a condigdo inicial u(0,z) = f(z), resulta que:

9 L
ﬁnzz/o f(x)sen?dm.

Utilizando a condi¢3o inicial %(O,m) = g(x), resulta que

nmwe 2/L () nmcd
- — n ——
Lan L /s g\r)se L i

ou seja:
2 L nmT

=— sen —— d.
an = — ; g(z) sen 7 de

Procuremos agora as denominadas solucées de d’Alembert para a equacao das ondas. Aten-
dendo as igualdades trigonométricas

sen(a) sen(b) = % (cos(a —b) — cos(a + b)) , sen(a) cos(b) = %(sen(a —b) +sen(a + b))

podemos escrever

[e.e] oo

nrxr  nwct Bn ( nm nm >
S - =" (sen —(w — ct) +sen —(z + ct
2 B, sen 7 08— 2 sen — (x — ct) + sen T (x + ct)

(e o] [e o]
t
ng_l oy, sen ? sen m;c = E % ( Cos nL—W(:U —ct) — cos %(:ﬂ + ct))

n=1
Pela definigdo dos coeficientes das séries de Fourier de senos (ay,) € (5,) se, em [0,L], feg
forem func¢des continuas com derivadas seccionalmente continuas, teremos

o o
flx) = nzlﬁn sen? e g(z)= %an senn—zx

n=1
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onde f: R - Reg:R — R sio as extensdes periédicas das extensdes impares de f e g a
[—L, L]. Resulta entdo que:

Zﬁnsenwcos nzct = %(f(:v —ct)+ f(x +ct)>.

Da mesma forma:

nmct =« n nmws
Zansen—s 7ZTL = Z%/x_ Tﬂsen%ds

Finalmente, a solucdo do problema pode ser escrita na forma

z+ct

u(t,x) = ; (f(:r: —ct) + flz + ct)) 210 /x g(s)ds

—ct
Para ilustrar, vamos considerar o exemplo em que L = 1, ¢ = 1, a posi¢do inicial, f(z) =
sen(mx) e a velocidade inicial g(x) = 0. Temos assim que a solu¢do do problema de vaores na
fronteira e inicial
Pu  0%u

u(t,0) = u(t,1) =0 t>0 (1.21)

u(0,z) = sen(rz)  x €]0,1]

9u(0,2) =0 z €]0,1]
u(t,z) = % (sen m(z —t)+senm(x + t)>

1.8 Egquacao de Laplace Bidimensional

A equacgdo de Laplace bidimensional é a equac3o diferencial parcial de segunda ordem, linear

*u 0%

2t T

assim chamada em homenagem ao influente matemdtico francés do século XVIII, Pierre-Simon
Laplace. Esta equagdo, assim como as suas versdes em dimensdes superiores, é sem divida uma
das mais importantes equacdes diferenciais da fisica e da matemdtica. Como vimos, as solucdes
reais desta equacdo sdo denominadas fungdes harmdnicas.

29



CAPITULO 1. INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

A versdo ndo homogénea da equacido de Laplace

Pu 0%u
- _|_ - - x7
é conhecida como a equacdo de Poisson, em homenagem Siméon-Denis Poisson, que foi aluno de

Laplace.

Para além da sua importancia tedrica, as equagdes de Laplace e Poisson surgem como as
solugBes estaciondrias numa grande variedade de modelos fisicos. Por exemplo, u(z,y) pode ser
interpretada como o deslocamento de uma membrana e f(x,y) representa uma forca externa que
actua sobre a superficie da membrana. Outro exemplo é o equilibrio térmico de placas: neste caso,
u(x,y) representa a temperatura e f(x,y) uma fonte de calor externa. Na mecénica de fluidos,
u(zx,y) representa a fungdo potencial cujo gradiente v = Vu é o vector velocidade do um de um
fluido cujo fluxo é invariante por translacdes segundo uma certa direc¢do. Esta mesma teoria do
potencial é aplicavel a electrostatica bidimensional e aos potenciais gravitacionais.

Uma vez que a equacdo de Laplace — e, também, a de Poisson — descrevem situacdes
estaciondrias, elas surgem associadas a problemas de valor na fronteira. Note-se que as equacdes
do calor e das ondas — que descrevem sistemas fisicos que evoluem com o tempo — estdo
associadas a problemas de valor na fronteira e de valor inicial.

Procuramos uma solugdo, u(x,y), para a equagdo de Laplace — definida para (z,y) numa
regido aberta e limitada, D C R? — que satisfaz certas condicdes quando (z,y) pertence a
fronteira do conjunto D. Observamos que no caso bidimensional a fronteira de D é constituida
por uma ou mais curvas simples e fechadas. Como ja referido, os tipos mais importantes de
condicdes de fronteira sdo

e Condigoes de Dirichlet: que especificam o valor de u(x,y) na fronteira do dominio
u(z.y) = h(z,y) , para (z,y) € 0D
para certa funcdo h conhecida.

e Condicoes de Neumann: na qual é especificada a derivada de u segundo a normal na
fronteira do dominio

%:Vu-n:k:(:v,y) , para (x,y) € 0D

para certa fungdo j conhecida, e n representa a normal unitdria exterior a fronteira de D.

1.8.1 Problema de Dirichlet Semi-Homogéneo para a Equacao de Laplace

Vamos resolver o problema

( 0%u  O%u
@—Fa—yQ:O z €]0,a, y €]0,b]

u(@,0) = f(z) . u(@,b) =0 z clo,af (1.22)

u(0,y) = u(a,y) =0 y €]0,b]

Observa-se que se f(x) = 0 a solugdo de (1.22) é u(x,y) = 0. Por outro lado, pode-se provar que
se f nado for identicamente nula entdo u também n3o o serd. Tal como nos exemplos anteriores,
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e tendo em conta que este problema tem 3 condi¢es de fronteira homogéneas e um dominio
rectangular, o método de separacdo de varidveis consiste na determinacdo de solugoes nao nulas
do problema (1.22) da forma:

u(z,y) = X(2)Y (y) (1.23)

Note que nem X (z) nem Y (y) poderdo ser identicamente nulas, pois caso contrario u(x,y) também
o sera. Substituindo (1.23) na equagdo diferencial obtém-se

T (x@y®) + 5 (X@V) =0 & @Y+ X@Y) =0

Ox? Oy?
X'(@) Yy
T X T Y@

Observe-se que as varidveis aparecem separadas: pretende-se que para todos os = €]0,a| e

y €]0, 5], X ((x)) que é funcdo apenas de z, iguale — Y((y)) que é funcdo apenas de y. Para que

tal se verifique é necessdrio que ambos 0os membros sejam iguais a uma constante; isto é, para
AeR:

X'@) . Y')
X(@) Y{y)

Por outro lado, atendendo as condicdes de fronteira nulas

y) = 0 implica X(0)Y (y) = 0 e como tal ou Y (y) é a fun¢do identicamente nula ou
) = 0. Dado que a primeira hipétese ndo pode ocorrer (implicaria u = 0) tem-se que
)=0

e u(a,y) = 0 implica X(a)Y (y) = 0 e como tal ou Y(y) é a fun¢do identicamente nula ou
X (a) = 0. Dado que a primeira hipdtese ndo pode ocorrer, tem-se que X (a) = 0.

o u(z,b) = 0 implica X(z)Y (b) = 0 e como tal ou X (x) é a fungdo identicamente nula ou
Y (b) = 0. Dado que a primeira hipStese ndo pode ocorrer (implicaria u = 0) tem-se que
Y(b)=0

Temos ent3o dois problemas para resolver, envolvendo cada um deles uma equacgio diferencial
ordindria de 22 ordem:

X" XX =0 Y'"+AY =0
(P1) {X(O):X(a)zo - (P2) {Y(b):o

Comegamos por resolver o problema (P1), que é um problema de valores préprios. Assim:
~AX =0 & [D*-NX=0
Teremos entdo trés casos possiveis:
A =0 — A equacio é D?X = 0 o que implica X(z) = Az + B, A, B € R;
A>0(\=p?)— Aequagio é (D—pu)(D+p)X = 00 queimplica X (z) = Ae'* + Be H*;

- 2) — A equagdo é (D — iw)(D + iw)X = 0 o que implica X(z) =

A< 0(N=
) + B cos(wz);

Asen(w
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Como vimos no estudo da equag¢do do calor, os casos A = 0 e A > 0, combinados com as duas
condicBes de fronteira nulas, produzem apenas a solucdo nula. Conclui-se que qualquer A > 0
n3o é valor préprio de (P1). Para o caso A < 0, tem-se que

X(0)=0 = B=0

X(a)=0 = Asen(wz)=0

pelo que,
A=0 = X(z)=0
ou nm nwx
sen(wa) =0 = w=— = X(x) =sen——, comn €Z
a a
Temos assim que A = —w? = —”ZQQ e X(x) = sen 7%, para n € 7Z, sdo os valores préprios

e as correspondentes fun¢des préprias associadas. Note que para os indices n inteiros negativos
repetem-se os valores préprios e as fun¢des préprias (a menos de combinagdo linear). Conclui-se

que qualquer A que ndo seja da forma —”Z§2 (para algum n € N) n3o é valor préprio de (P1), e

paracadan € N, A = —”2?2 é valor préprio de (P1) associado a fungdo prépria X, (z) = sen *2%.

Para resolver o problema (P2), utilizaremos apenas os valores préprios de (P1), dado que
para outros valores de A a unica solugdo de (P1) é a nula. Assim, para cadan € N

n?n?

_nny

>Y:O = Yn(y):ane%w—i-bne T,

y” — Y=0 = (DQ—

a2
onde ay, b, € R. As solugBes que satisfazem a condi¢do Y (b) = 0 s&o as solugdes de

nwb

nwb _nmb
ape a +bpe” « =0,

ou seja,
2nmb
b, = —ape @

Ent3o, para cada n € N, as solugdes de (P2) sio:

nny 2nmb _ nmy
Yoly) = an<ea —€ea e a)
nwb —nnwb nny nwb _ nmy
:anea<eaea—eaea)
nwbh nm(y—>b) nm(y—>b)
_ ! 1 ——=
= 2ap€e @ <§e a — € a )
nw(y—0b nab
= shQ, onde «, = 2a,e ¢« €R.
a

Resolvidos (P1) e (P2), podemos concluir que um conjunto de solugdes linearmente independentes
da equacido de Laplace bidimensional, da forma u(x,y) = X (x)Y (y), que verificam as condigdes
de fronteira homogéneas, é constituido pelas funcoes:

—b
un(2,y) = Xn(2)Yn(y) = sen ”Z”C sh "”(ya ) hen (1.24)

Podemos agora procurar uma solugdo da equagdo diferencial que satisfaca todas as condicdes
de fronteira recorrendo ao principio da sobreposi¢io:

> nrx  nmw(y —b)
= h
u(z,y) ngl On sen—— s "
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Da condigdo de fronteira ndo nula, u(x,0) = f(z), resulta que:

nmb L nwx
fx) g ap S < . ) g ap S sen —

Entdo, para cada n € N, os coeficientes v, sdo obtidos a custa dos coeficientes da série de senos
de f em [0, a] por

—Qp s hn—Wb: / flx sen—dx

ou
nmwx

2 a
Q= _W/O fx) seanx

1.8.2 Problema de Dirichlet nao Homogéneo para a Equacao de Laplace

Consideremos agora o problema de valores na fronteira relativo a equacdo de Laplace com
condi¢bes de Dirichlet ndo homogéneas. Pretende-se determinar uma solu¢do de

o, o
0x?  Oy?

u(z,0) = fi(z) , u(z,b) = fa(z) =z €]0,q]
u(0,y) = fs(y)  ula,y) = faly) v €0,b]

Pelo principio da sobreposicdo, a solugdo de (1.25) pode ser escrita na forma

=0 x €]0,a, y €]0,b]

(1.25)

U(.%',y) - Zul(x7y)

em que uq é solucdo de

(o o
0x?  Oy?

u(z,0) = fi(z) , u(x,b) =0 =z €]0,q]

[ u(0,y) =0, ufa,y) =0 y €]0, 0]

=0 x €]0,a, y €]0,b]

uo € solucdo de
( *u  O%u
@_{_a—yQ:O l‘e]o,aaye]O?b[

w(z,0) =0 , u(z,b) = fa(x) =z €]0,qa]

[ u(0,y) =0, ufa,y) =0 y €]0, 0]
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us3 é solucdo de
*u  O*u
o o > €l0a, v e

u(z,0) =0, u(z,b)=0 x €]0,a]

u(0,y) = f3(y) , u(a,y) =0 y€J0,b]
e uy € solucdo de

Pu 02
6_;2‘_,_6_;;:0 z €]0,a , y €]0,b]

u(z,0) =0, u(z,b) =0 x €]0,a]

u(0,y) =0 , u(a,y) = faly) v €0,0]

A solugdo de cada um destes problemas é obtida pelo método utilizado na resolugdo de (1.22).

1.9 Complementos Sobre Séries de Fourier

1.9.1 Forma Complexa das Séries de Fourier

Estudemos agora a forma complexa das séries de Fourier. Esta forma simplifica alguns dos célculos,
pois substitui as funces trigonométricas sen z e cos  pelas exponenciais complexas et

Seja SCY(I), I = [~L, L], o espago vectorial das fungdes f : [~L, L] — R (ou C) seccional-
mente C''. Consideramos o produto interno definido por:

(o) = [ re)ds

Verifica-se facilmente que o produto interno tem as propriedades que se espera, ou seja, para
quaisquer funcdes f, g seccionalmente C'* em I:

(1) (f+g,0) = (f, 1)+ {g,h)
(2) (af,g) =a(f,g), onde a € R (ou C)

(3) {f,9) = (9. /)
(4) <f7 f> >0e <f, f> =0« f =0 (excepto num n2 finito de pontos)

A partir do produto interno, define-se como é usual uma norma por:

1 fllze = ((f,f>)1/2 _ (/_if(x)m%)m _ (/L ‘f(x)‘de>1/2

—L

Considere-se o conjunto de fungdes

B:{ 1 eme:nGZ}
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Para n,m € Z:

L ) L .
intx —immnx i(n—m)Tax
(s Pm) = / e L e L d:r::/ e L dx
—L

—L
L
[ dez=2L se n=m
= i(n—m)rzx L
L —_— _
m (& I =0 se n ?é m

Note que a exponencial complexa é uma funcdo periédica de periodo 27, pelo que:
€L

e—i(n—m)w —i(n—m)7+2 (n—m) mi _ ei(n—m)ﬂ"

=e
Logo B é um conjunto ortonormal de funcdes em SC'(I). Veremos posteriormente que o
teorema da convergéncia pontual garante que qualquer f seccionalmente C'' em I admite uma
representacido da forma:

[e.9]

f(CC) = Z cngpn(ac) (excepto para £ num subconjunto finito de I) (126)

n=—oo

Dizemos que 3 é um conjunto ortonormal de base para SC'(I). Procuremos uma férmula para
0s ¢,,. Admitindo por ora que a representacdo (1.26) é vélida, e fazendo o produto interno por
¢k (calculo formal):

o0
f Spk < Z CnPn (Pk:> Z Cn, <‘~Pn,§0k> = 2Lc; (]_27)
n=-—00 n=-—00 —
=0 se n#k
=2Lsen=k
A forma complexa de uma série de Fourier é, ent3o:
SE fla Z ene T (1.28)
n=-—00
em que
~ Lt = [0 B men) (1.29)

Tendo em conta que f(x) € R, podemos relacionar a forma complexa com a forma real da
série de Fourier. Para tal, basta utilizar a férmula de Euler:

o0

o o0

inmTT inmTx _inmx

SF f(x) = E cpe I = co+ g che L+ g C_pe L
n=1 n=1

n=—oo

o
= CO+§ <cn(cos%—|—isen%)+c, (CO&"T—zsen”gx))

n=1

o
= ¢ +Z( (cn +c_p)cos "FE 4-i(cy — c_py) sen "FC)
-1 ———
d dn bn
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tendo em conta que

ao
o = _/ f = 77

1 inTx inmT
Ccp+c_p = o7 f(x)(e L +6T)d:6 = ay,
—L
—_——
2CO;M

L , .
i(cn —cop) = i/ f(x)(ef%—e%)d:ﬂ = by.

2isen 7
Como se vé, a forma trigonométrica da série de Fourier,

nnr

SFf(x) = ——{—Z(ancos——i—b senT),

que consiste numa sobreposicao das fungdes do conjunto

B* = {cos?:nGN}U{sen%:nGN}U{l},

estd relacionada com a forma complexa (1.28), que é uma sobreposicdo das fun¢des do conjunto
B, por uma mudanca de base. Pelo teorema da convergéncia pontual, a equagdo (1.26) é, pois,

valida. Desta forma, BB é um conjunto ortonormal de base para SC1(I).

Pode ainda verificar que B* é também um conjunto ortonormal para SC!(I) (exercicio).

1.9.2 Limites das Sucessoes de Coeficientes a,, e b,

Tal como na subseccdo 1.6, podemos assumir que L = m, isto é, basta estudar as séries de Fourier
de fungdes f : [—m, 7] — R & Vamos admitir que f é seccionalmente continua em [, ]. Isto
garante-nos que os integrais que definem os coeficientes da série de Fourier, bem como o integral

de f?, estio bem definidos.

Consideremos a sucessdo das somas parciais da série de Fourier de f : [—7, 7] — R na forma

complexa:
N
— § Cnelnfl'
n=—N

Resulta da defini¢do dos coeficientes ¢, equagdo (1.29), que

N N
f( )Sn (z) Z Cn r)e M dy = 27 Z CnCn = 27 Z len|?
— nsz nsz

80 caso mais geral obtém-se a partir deste, através da mudanca de varidvel z’ = T
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Identicamente, e tendo em conta que f(x) € R implica que f(z) = f(x):

N ” A N N
f(z)Sny(x)de = Z n f(z)e"*dx = 2w Z CnCn = 27 Z len?.
n=—N - n=—N n=—N

™
-7
Por fim, usando as relagdes de ortogonalidade em B, equagdes (1.27),

” L N
Sn(x)Sn(z) dx =27 Z len?.
n=—N

—T

Assim sendo,

17— sw|% = / " (f(2) - Sn()) (F(2) — S (@) dz

—T

™ s

_ / " (f@)de - [ f@)Sn@) de — / F@)Sn(@)de + | Sn(x)Sn(@)dz

—Tr —T —Tr

= /ﬂ (f(x))zdx — 27 Z leal?.

—T

O primeiro membro desta igualdade, sendo igual ao integral da funcio !f(:v) — SN(QJ)| >0, é
necessariamente um numero real maior ou igual que zero. Resulta assim que

s

N
2 1 N2 da
3 el < g | (tara

—T

Sendo isto verdadeiro para qualquer N € N, resulta que a série de termos n3o negativos

oo oo
> el = D le-nl + 3 leal?
n=0

n=-—00 n=1

é convergente. Em particular, pela condicdo necessaria de convergéncia das séries,

lim |e,*=0 e lim |c_,[*>=0
n—oo n—oo
o que implica que
lime¢, =0 e lim c_, =0
n—oo n—oo

Usando as relacGes entre os coeficientes na forma real e complexa, obtém-se que

lim a, = lim (¢, +c_p) = 0,
n—oo n—oo
lim b, = lim i(¢, —c—p) = 0.
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1.9.3 Convergéncia num Ponto de Continuidade de f

Considerando agora uma fungdo ¢ : [—m, ] — R que seja seccionalmente continua. Denotando
os coeficientes da sua série de Fourier real por

ap = ¢(0) cosnb db e by = ¢(0) sennb db

resulta que
¢(0) sen ((n + %)9> do = / »(0) <sen nf cos § + cosnf sen g) do
= / (@(9) cos g) sennfdf + / <gb(9) sen g) cosnf df
= Wl;n + ma,.
onde

™

e by = /ﬂ <¢(9) Cos g) sennf df e an, :/

—T —T

(¢(9) sen g) cos nf df.

Tendo em conta que b, e a, sdo coeficientes das séries de Fourier das fungdes ¢(0) cosg e

0) sen ¢, respectivamente, podemos pois concluir que
2

lim /_7r 6(0) sen ((n+3)0)ds = lim (wby + 7d@n) = 0 (1.30)

n—oo n—oo

Recuperando agora a expressdo de Sy (z) obtida a partir do ndcleo de Dirichlet (ver subsec¢cdo
1.6, equagdo (1.7)),
1 ™
SN(.%') = ; f(l‘—l—@)DN(H) do

onde f foi estendida periodicamente a R e

sen(N + 1)0

on 2
25en2

Dy (0) =

Vimos também que

1 s

- Dn(0)do = 1.

™ —T
Desta forma,

1 (7 1 (7
f@) = f@)= [ Dx(@)as = — [ f(x) Dy(6)d0

-7 -7
(note que f(z) é constante relativamente a varidvel de integragdo, 6). Subtraindo as expressdes
acima,

Sv@) = fa) = = [ (#(o+0) = 1(a)) Dx(6) do

—T

- % 5 S J;Se)ngf( )J sen <(N+ %)9) do. (1.31)
]
¢(0)
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O quociente ¢(f) ndo esta aparentemente bem definido em 6 = 0. Porém,

flz+6)—flx) 30

¢(0) = :
0
0 sen
1
: 27 _ ; .
e tendo em conta que lim 7 = 1, podemos concluir que:
6—0 sen 3

T 6(0) = fie) e lim 0(0) = fi(a)

6—0t+

onde f/(x) e fi(x) representam as derivadas a esquerda e a direita de f num ponto z onde f
é continua. Desta forma, ¢ é seccionalmente continua em [—7, w]. Tomando agora, na equagao
(1.31), o limite quando N — oo, e usando (1.30):

Sn(z) — f(z) = /Oﬂ 6(0) sen ((N+%)9> d) — 0  quando N — oco.
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