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Capitulo 1

Teoremas da Divergéncia e de Stokes

1.1 Superficies em R?

1.1.1 Introducao

Reconhecemos os objectos visiveis como tridimensionais. No entanto, alguns deles podem ser
descritos de formas mais simples. Embora se possa admitir que tudo existe num espaco tridimen-
sional (modelado por R?), um fio — desde que a sua seccio seja desprezavel face ao comprimento
— pode ser representado por uma curva. Recordamos que

g(t) = (a:(t),y(t),z(t)), para t € [a,b]

designa uma parametrizagdo de uma curva. A curva diz-se unidimensional porque g é funcao
de apenas uma varidvel real livre (neste caso, t). Um fio é, na prética, medido em termos de
comprimento — o que é caracteristico de uma curva.

Analogamente, uma folha de papel pode ser percepcionada como um objecto bidimensional,
pois a sua espessura é desprezavel face ao seu comprimento e largura. Embora uma folha seja,
em rigor, tridimensional, a sua medida é, na pratica, apresentada como uma drea — o que é
caracteristico de uma superficie. Uma parametrizacio de uma superficie em R3,

g(t,s) = (2(t,),y(t,s),2(t,s))  paratela,b] eseled,
é uma fung¢do que depende de duas varidveis reais (neste caso, ¢t e s) conseguindo por isso
representar um conjunto bidimensional.
Exemplo: Superficies de Revolucao.

Considere a curva dada por y(t) = (z(t),2(t)), ¢t € [a,b], que estd contida no conjunto
{(z,z) € R? : © >0,z € R}. Seja S a superficie gerada pela rotacdo da em torno do eixo dos
z de vy, que pode ser parametrizada por:

g(t,0) = (x(t)cosb, z(t)senb, z(t)),
comt € |a,b[ e 6 € ]0,27].

Para um exemplo especifico, considere a pardbola  parametrizada por y(t) = (z(t), 2(t)) =
(t, %), com t € ]1,2[; a superficie de revolu¢io S gerada por v(t) — girando-a em torno do eixo
dos z — é parametrizada por:

g(t,0) = (tcosf,tsend,t*) , (t,0) €]1,2[x]0,2n|
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CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

E evidente que a parametrizagcdo, g, de uma superficie tem que depender efectivamente das
duas variaveis; escrevendo isto com mais rigor, vamos exigir que g seja injectiva numa vizinhanga
de qualquer ponto do seu dominio.

Exemplo: Conjunto de Revolucdao que nao é Superficie.

Considere a curva dada por y(t) = (z(t),t), com t € [~1,1], onde

2 se 0<t<l1

0 se —1<t<O0

P

Figura 1.1: O conjunto de revolucdo gerado pela curva v(t) = ((t),t) é uma superficie para z > 0; esta
superficie degenera numa curva para z < 0.

O conjunto de revolugdo gerada por esta curva,
g(t,0) = (z(t) cos 0, z(t) sen b, t), (t,0) € |-1,1] x |0, 2x],

é uma superficie apenas para 0 < t < 1, ou seja, z > 0. Para qualquer t < 0, g(¢,0) = (0,t) é
independente de 6, pelo que a superficie degenera numa curva abaixo do plano zOy.

1.1.2 Definicoes de Superficie

Comecemos pelo exemplo mais simples de uma superficie em R3. Consideremos o plano que passa
no ponto

Py = (0, Yo, 20)

e é perpendicular ao vector

v = (a,b,c).

v diz-se um vector normal ao plano.



1.1. SUPERFICIES EM R3

Figura 1.2: Plano definido por um ponto e um vector normal.

Um ponto arbitrério P = (z,y, z) do plano deve satisfazer:

v-(P-PFy)=0
ou seja
a(x —xo) + by —yo) +c(z —20) =0 & ar+by+cz+d=0
“r(ay.2)
onde d é o nimero real dado por d = —axg — byg — czg. Qualquer plano admite pois uma

representagdo como curva de nivel 0 de uma certa fungdo F'(z,y, z).
Se (por exemplo) ¢ # 0, podemos resolver a equa¢do F'(z,y,z) = 0 em ordem a z, obtendo-se
a representacdo do plano como gréafico de uma funcao:

Note que ¢ é, em particular, igual ao valor de %—‘:(P).

Como v deve ser um vector ndo nulo, entdo pelo menos um dos nimeros a,b ou c é diferente
de 0. No caso em que ¢ = 0 mas a [ou b] é diferente de 0 podemos, de forma analoga, resolver
F(z,y,z) =0 em ordem a z [ou y].

Podemos ainda escrever a representagdo (1.1) na forma de uma parametrizagdo

ou seja,

onde g : R? — R3 é dada por
_ b d
g(t,s) = (t,s,—ﬁt—gs—f).

C C

Trata-se de uma parametrizacdo muito especial: os pardmetros t e s sdo, de facto, duas das
varidveis cartesianas — neste caso, x e ¥, respectivamente. Isto mostra que a representacido de
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CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

um plano (ou de qualquer outra superficie) como gréfico de uma fun¢do é um caso particular de
uma parametrizagao.

Em geral, podemos definir uma superficie como sendo um conjunto de nivel 0 de uma dada
funcdo F : R? — R de classe C'':

S = {XER3:F(X):O}.1

Se o teorema da func¢&o implicita for aplicavel a equagdo F'(x) = 0 entdo, numa vizinhang¢a de
qualquer ponto « de S, pode-se escrever uma varidvel em fung3o das outras duas (que designamos
por varidveis livres). Vejamos, em detalhe, essa explicitagdo.

Admitindo a superficie S definida por

F(z,y,2) =0
e assumindo que « = (ay, g, a3) € S, se

or

() #0

entdo o teorema da funcdo implicita garante a existéncia de f : V — R de classe C!, onde V é
uma vizinhanca de «, tal que

z= f(z,y);

em particular, a3 = f(a1,a2). Note que esta férmula define a superficie numa vizinhanga do
ponto (aq, g, v3); ou seja, o dominio de f, V, é uma vizinhanga de (z,y) = (a1, a2).

ldenticamente, se
oF oF

entdo o teorema da fungio implicita assegura a existéncia de vizinhancas V e Vdeae f V>R
[resp. f:V — R] de classe C* tal que

r = f(y,2) [resp. y = f(z,2)] .

Estas formulas definem S numa vizinhanga do ponto a = (a1, a9, 3); ou seja, o dominio de
f, V, é uma vizinhanga de (y,z) = (ag,as) [resp., o dominio de f, V, é uma vizinhan¢a de
(z,2) = (a1, as)].

Desta forma, se exigirmos que F’ satisfaca a condicdo

VF(x)#0 Vx € 5, (1.2)

entdo pelo menos uma das derivadas parciais

oF oF oF

%(0‘)7 a—y(a) ou 5(04)

terd que ser diferente de zero. Esta é a condi¢do necessdria a aplicacdo do teorema da fungdo
implicita na vizinhanca de qualquer « € S: se a condigdo (1.2) se verificar, entdo é sempre possivel

1Podia-se pensar que seria mais geral definir uma superficie como sendo um conjunto de nivel C' € R dado
por F(x) = C. Porém, é evidente que F(x) = C & F(x) — C = 0 e, por isso, ndo ha perda de generalidade na
definicdo das superficies como conjuntos de nivel 0.



1.1. SUPERFICIES EM R3

escrever (localmente) uma das varidveis em fungdo das outras duas, obtendo-se assim (pelo menos)
uma representacdo de S na forma do grifico de uma fungdo: z = f(z,y), vy = g(x,z) ou
x = h(y, z). Tal como vimos para os planos, estas representacdes sdo exemplos particulares de
parametrizacbes de S.

Vejamos agora o que é, exactamente, uma parametrizacio de uma superficie S C R3. Trata-se
de representar S como sendo a imagem por uma funcdo

g:T CcR? - R3,

de classe C'!, onde o dominio de g, T', é uma vizinhanca de (o, s0) e g(to, s0) = P € S. Exigimos,

adicionalmente, que as duas colunas de Dg(tg, sg) sejam linearmente independentes. A funcgdo g

designa-se por parametrizacdo de S. A parametrizacdo estd definida localmente, no sentido em

que a mesma serd valida numa vizinhang¢a do um dado ponto P = (zg, yo, 20) € S.
Representando as componentes de g por

g(t,s) = (:U(t, s),y(t,s), z(t, s))

entao
dzr Oz
ot Os
— |2y 9y
Dg = ot  9ds |’
9z 0z
ot Os

sendo que, pela hipétese acima enunciada, Dg tem caracteristica maxima (que é 2) em qualquer
ponto da superficie S.
Sem perda de generalidade, pode-se sempre admitir que

%(t(bs()) %(t()?SO)
%W (to, s0)  2L(to, 50)

Dado que Dy(to, so) tem duas linhas linearmente independentes, se o determinante (1.3) fosse
nulo podia-se reduzir ao caso em que o mesmo é n3o nulo por permutacdo das varidveis x,y, 2.
Seja g(t,s) = (z(t,s),y(t,s)). Pelo teorema da funcdo inversa (em R?), a funcdo g tem inversa
de classe C!

det (1.3)

(t,s) = p(z,y)
definida numa vizinhanga de (z9,yp) = (m(to,sU),y(to,yo)). Assim sendo:

2= 2(ts) = 2(p(xy) = (zop)@y) & flz,y)

nessa mesma vizinhanga. Definindo F(z,y,2) = z — f(z,y), entdo S é dada pela conjunto de
nivel 0
F(z,y,2) =0

numa vizinhanga de P.

Este resultado, porém, é apenas local, e as hipdteses que exigimos ndo garantem que seja valido
em todo o dominio, 7', da parametrizacdo. Para que tal se verifique, exigimos adicionalmente que
g: T — S seja injectiva (logo invertivel em todo o T') e que a inversa g~ : S = g(T) — T seja
continua. Uma func3o nestas condicdes designa-se um homeomorfismo de T para S 2

2A nocdo de homeomorfismo captura formalmente a ideia de que vizinhancas de um ponto (u,v) € T s3o
transformadas por g em vizinhagas do ponto g(u,v) € S, mas também o contrdrio: vizinhangas de um ponto
x = g(u,v) € S sdo transformadas por g~ ' : g(T) — T em vizinhangas do ponto (u,v) € T.
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R2
R
&9 g 24 a
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Figura 1.3: Superficie definida através de uma parametriza¢do

Isto mostra que podemos definir uma superficie em R? da forma que se segue.

Definicdo (Superficie em R3): Diz-se que S C R? é uma superficie se, para qualquer ponto
a € S, existe uma bola centrada em a, B(a) tal que o subconjunto S N B(a) da superficie (que
se diz uma vizinhanca de a em S) pode ser descrito de uma das seguintes formas:

@ Como conjunto de nivel 0 de uma funcdo de classe C* F': A — R (onde A C R? é aberto
eac A) e que verifica VF # 0 em A:

SNB(a) = {XERS : F(x) :0}.

@ Como grafico de uma funcio; por exemplo f : A C R? — R de classe C'! tal que
SNB@) = {(5,y,2) €R®: 2 = f(,y)}
(identicamente para gréficos © = f(y, z) ou y = f(x, 2)).

@ Como imagem por uma parametrizacdo g : T — R3 (onde T C R? é aberto e o ponto
a pertence ao contradominio de g) injectiva, de classe C'!, com inversa continua e tal que
Dy(t, s) tem caracteristica 2 para qualquer (t,s) € T

SN B(a) = {g(t, s): (t,s) € T} — ¢(T)

Uma superficie (conforme aqui estd definida) é um exemplo de uma variedade de dimensdo 2
em R3.

1.1.3 Plano Tangente e Recta Normal

Admitamos que a superficie S é dada, numa vizinhaca de a € S por uma parametrizagdo g e
como conjunto de nivel 0 de F'. Usando a notacdo da sec¢do anterior:

SNBa) = g(T) e SNnBa) = {XG]R3 . F(x) :o}.
Assim
(z,y,2) € SN B(a) < d(t,s) €T tal que (z,y,2) =g(t,s)

(r,y,2) € SNB(a) <&  F(x,y,2)=0 & F(g(t,s)) =0.
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1.1. SUPERFICIES EM R3

Usando o teorema da derivada da fungdo composta no ponto a = g(to, so)

VF(g(to, 80)) Dg(to, 80) =0.

Isto significa que o vector gradiente VF(g(to,so)) = VF(a) # 0 é ortogonal a ambas as
colunas de Dg(to, so). Dito de outra forma, o espago linear gerado pelo vector VF'(a) (que é
de dimens3o 1) é ortogonal ao espaco linear gerado pelas colunas de Dg(ty, sg). Este espago
é de dimens3o 2 pois Dg tem sempre caracteristica 2. Resta agora associar estes espacos a,
respectivamente, a recta normal e o plano tangente a S no ponto a.

Consideremos os caminhos 1,2 dados por

71(t) = g(t, 50)
Ya(s) = g(to, s)

(definidos em vizinhangas apropriadas de ¢y e sp, respectivamente). Ambos os caminhos sdo
de classe C' (pois g também ¢é) e, por definicio, as curvas correspondentes pertencem a S
(pois os seus pontos satisfazem a parametrizagdo de S). Ora, um vector tangente a ~; (e,
consequentemente, a S) em a é, precisamente, a primeira coluna de Dg(to, so); identicamente,
um vector tangente a vy, (e, consequentemente, a S) em a é a segunda coluna de Dg(to, so).
Assim sendo, o espaco linear gerado pelas duas colunas de Dg(to, sp) da-nos as direc¢des
tangentes a superficie S em a; designamos abreviadamente esses vectores por 17 e T5.

R”

sy —

S ~—-——-—,§-____a

©

i
'

< *'49

o

Figura 1.4: Direcgdes tangentes a uma superficie.

Por sua vez, o espac¢o linear gerado pelo vector VF'(a) da-nos a direc¢do normal a superficie
S em a. Assim sendo, os pontos x do plano tangente a S em a pode ser dado por

(x—a)-N=0 ou Xx=a+ MT1+ X1y, A, eER

Os pontos da recta normal podem, por sua vez, ser dados por:

—a)- 171 =0
{EX a; Tl 0 ou x=a+ AN,  eR
X—a)- -1y =

1.1.4 Exemplos

@ Considere-se a superficie do paraboldide
P = {(x,y,z) eR3:z=22+4% 2< 1}.

11



CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

Figura 1.5: Paraboldide z = 22 + 2, com z < 1, e coordenadas cilindricas.

Trata-se do conjunto de nivel 0 de F(z,y,2) = z — 2? — y?, sendo que
VF(z,y,2) = (—2z,—2y,1) # 0 V(x,y,z) €S.

Podemos também definir P como o gréfico da fun¢do f(z,y) = 22 +y?; para tal, resolvendo
F(z,y,2)=2z—2>—y?>=2— f(x,y) = 0 em ordem a z:

z = f(x,y), para (z.y) € B1(0,0).

Para obter uma parametrizacio relativamente simples, podemos usar do facto de que o eixo
Oz é um eixo de rotacdo deste paraboldide. Recorrendo assim a coordenadas cilindricas:

x = pcosb
y = psen onde 6 €]0,2x[ e p €]0,1],
2= p?

ou seja, a parametrizac3do é a funcio injectiva de classe C'!

9(p,0) = (pcos b, psenb, p*).

A matriz jacobiana de g,
cosf) —psent
Dg(p,0) = |senf pcosf
2p 0

verifica (por exemplo)

[cos 0 —psenf

_ 2 2p
sen 0 pcos@] = pcos“ O+ psen“ 0 =p #0.

Assim sendo Dg tem caracteristica 2, mas apenas no seu dominio (que n3o inclui a origem).
Isto n3o decorre de qualquer problema com a superficie — de facto, existe plano tangente
ao paraboldide na origem — mas da falta de injectividade das coordenadas cilindricas nos
pontos em que p = 0 (o eixo dos z).

Uma parametriza¢do que evita este problema é

h(z,y) = (x,y,x2 +y2), dadaem B = {(:E,y) eR?: 22+ 4% < 1}

12



1.1. SUPERFICIES EM R3

Trata-se de uma fungdo injectiva e de classe C*t. Além disso,

1 0
Dh(z,y)=[0 1
2 2y

tem caracteristica 2. O paraboléide P é, pois, uma superficie.

Vamos entdo usar esta Ultima parametrizacdo para calcular o plano tangente e a recta
normal a P na origem. Dois vectores tangentes linearmente independentes sdo as colunas
de Dh(0,0):

T, = (1,0,0), T> = (0,1,0),

Um vector normal é
VF(0,0,0) = (0,0,1).

O plano tangente a P na origem é
(r,y,2)-(0,0,1)=0 < 2z=0
e a recta normal a P na origem é
(r,y,2) = A(0,0,1), VAXeR
(ou seja, o eixo dos z).

@ Considere-se a superficie do cone

C = {(m,y,z) eERY:z= 22 +y2 2 < 1}.

Ao contrario do exemplo anterior, C' ndo é superficie em qualquer conjunto que contenha a
origem. Vejamos porqué.

Figura 1.6: Cone z = y/x2 + 32, com z < 1.

Por exemplo, representando C' como o conjunto de nivel 0 da funcdo

F(z,y,2) =2z — Va2 + 2,

13



CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

ou seja, F(z,y,z) = 0. Vé-se facilmente que F' n3o é diferencidvel na origem! Contudo,
podemos evitar a n3o diferenciabilidade da func3o raiz quadrada tomando, no lugar de F’

G(x,y,2) =22 — 22 — o>

Note que C satisfaz 22 — 22 — y? = 0, ou seja, é o conjunto de nivel 0 de G. Esta funcio
é de classe C' em R2. No entanto,

VG = (—2x,-2y,2z) # 0

excepto, precisamente, em (0,0, 0).

Representando como gréfico z = f(z,y) = /22 + y? também n3o resulta (na origem),
pois f n&o é diferencidvel em (0,0).

Quanto a parametrizacdo com coordenadas cilindricas

x = pcosl
y = psenf onde 6§ €]0,27] e p€]0,1],
z2=0p

também a sua matriz jacobiana n3o tem caracteristica 2 na origem.

De facto, o cone C' n3o tem plano tangente ao seu vértice — que é a origem. Isto mostra
que C' s6 é uma superficie se lhe retirarmos o vértice.

@ Consideremos a esfera S C R? definida por 22 4 y? + 22 = 4.

Figura 1.7: Esfera 22 + y? + 22 = 4 e coordenadas esféricas.

Trata-se do conjunto de nivel 0 da func3o de classe C!
F(z,y,2) =2+ 9>+ 22 — 4.

Ora
VF(z,y,2) = (2z,2y,2z) # 0,

pois o gradiente de F' s6 se anula em (0,0,0) ¢ S. Trata-se, pois, de uma superficie.

14



1.1. SUPERFICIES EM R3

Consideremos o ponto (0,0, 2) e calculemos, utilizando apenas F, a recta normal e o plano
tangente a S nesse ponto. Como

VF(0,0,2) = (0,0,4),

um vector normal pode ser N = (0,0,1). Assim, a recta normal a S em (0,0,2) é o eixo
dos zz.
Por outro lado, os dois vectores tangentes devem ser ortogonais a IV, ou seja, devem verificar
T-N =0. Fazendo T = (a, b, ¢):

(a,b,¢)-(0,0,1) =0 < ¢=0-¢e abeR

O em espaco linear gerado pelos vectores tangentes a S em (0,0,2) é constituido pelos
vectores
T =a(1,0,0)+b(0,1,0).
N—— N——
T T
A equagdo (vectorial) do plano tangente a S em (0,0,2) é

(x,y, Z) = (0,0, 2) + )\1(1,0,0) + /\2(0, 1,0) = ()\1, /\2,2), VA1, A2 € R

Trata-se do plano horizontal z = 2.

Uma parametrizacdo de S que costuma ser Util resulta das coordenadas esféricas:

x = 2sen p cos 6
y = 2sen psen 6 onde 0 €]0,27 e ¢ €]0,7.

z=2cos¢
Temos pois g : T — S, com T' = {(6,¢) : 0 €]0,2n[ e p €]0,7[ } e
g(0,p) = (ZSengocose, 2sen psen B, 2 cos <p>.

A matriz jacobiana de g,

—2senpsenf 2cosycosf
Dg(p,0) = | 2senpcosf 2cospsend|
0 —2sen

tem caracteristica 2 (exercicio); note que g(T) = S\ {(z,0,2) : « > 0}. Mas pode-se usar
a mesma férmula para g mas definida (por exemplo) em

To={(0,p):0c]-m,n[epec]0,n|}.

Neste caso, g(T2) = S\ {(%,0,2) : z < 0}.

Note que falta ainda “cobrir” o pdlo norte, (0,0,2) e o pdlo sul, (0,0,—2), da esfera
com parametrizacdes. Porém, alterando apropriadamente a definicdo de 1", podem-se obter
parametriza¢des que funcionem em vizinhangas destes pontos (exercicio).
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CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

1.2 Integral de Superficie

1.2.1 Produto Externo

Sejam a = (a1, az,a3) e b = (b1, ba, b3) dois vectores de R?. O produto externo de a por b,
denotado por a x b, é definido por:

axb = (CLng — agbg, a3b1 — albg, a1b2 — agbl)
_ |a2 a3 _|a1 a3 ap a2
T by by T b b 2 F by byl
|| def
e] ey e3
ay az as
b1 by b3

Este determinante formal é introduzido para facilitar a memorizacdo da férmula que define o
produto externo.

Propriedades Elementares do Produto Externo
a) e} X ey =e€3, €2 X €3 =€) € €3 X €] =ey.
b) bxa=—-axb.

c) Com c = (c1,c2,c3) € R3,

1 C2 C3
(axb)-c: ay a2 ag|.
by b2 b3

d) (axb)-a=0e (axb)-b=0
(ou seja, a e b sdo ambos ortogonais a a X b).

e) llax bl = [|a]|?|[b[* — (a- b)?.

f) Denotando as componentes de a e b por a = (a1, as,a3) e b = (b1, ba, b3):

1/2 a; b
Habu:<detATA) . onde A= l|ay bo. (1.4)
az b3

g) Sendo 0 € [0, [ o dngulo formado pelos vectores a e b, entdo

laxbl| = [la] ] sen®.

Demonstracdo. Deixamos a prova (muito simples!) das alineas a), b) e c) para o aluno. Note
que d) decorre directamente de c). Para provar e) calculamos o primeiro e o segundo membro da
identidade em termos das componentes de a = (a1, a9,a3) e b = (by, by, b3)

|la x bH2 = (agbs — a3b2)2 + (agby — a1b3)2 + (a1by — a2b1)2

lall?|b]|> = (a-b)? = (a}+ a3 +a3)(b? + b3+ b3) — (a1by + agbs + azbs)?;
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1.2. INTEGRAL DE SUPERFICIE

em seguida, o aluno pode verificar (com paciéncia, usando a algebra que aprendeu no Secundario)
que estas expressdes sdo idénticas.
Vejamos agora que f) e g) decorrem directamente de e). Comegando por f):

T a ay ap] | D!
det A*A = det by by b3:| as by
- as bg
q [a-a a-b
= et
_b-a b-b
2
= Ja|?Ib|* - (a-b)" = [axb|>

Quanto a g),
laxb|* = al*|b]* - (a-b)?
= lal* [Ib]* = (fla]l ]| cos6)*
= al* [Ibl* (1 = cos®0) = [la]* [b]*sen® 6.

O

Observemos que ||a x b||? é, precisamente, o quadrado da 4rea do paralelogramo com lados
formados pelos vectores a e b, que é igual a ||a||?||b||?sen? 6 = det AT A (ver figura abaixo).

Figura 1.8: A 4rea de um paralelogramo cujos lados s3o dados pelos vectores vy, vy € R3 é, precisamente,
[villllvallsenf = [lvy x va.

1.2.2 Definicao do Integral de Superficie

Definicio [Area de uma superficie]: Seja S C R3 uma superficie e g : T C R? — R? uma

17



CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

parametrizacdo de S. Ent3o a area de S é dada por:

Vola(S) = /}

= / \/det Dg(t,s)TDg(t, s) dt ds
T

99 99

2% = Ds dt ds

A dltima igualdade decorre da propriedade e) do produto externo — equagdo (1.4).

Esta definicdo estabelece que a drea de S é o limite — quando o didmetro da particio de T’
tende para zero — das somas das areas dos paralelogramos cujos lados s3o os seguintes vectores
tangentes a S no ponto g(¢,s):

Jg dg
a(t, s) At e %(t, s) As.
s 4
T
i =
i
- J}j l}} /‘—'—P‘J
ZV'/
25 %%L
S
(45) At

Figura 1.9: Motivacdo para a definicdo de integral de uma superficie, S, parametrizada por g : T" — S.
Os elementos de drea (um por cada rectingulo da particdo de T') sdo paralelogramos cujos lados s3o os
vectores tangentes a .S. Tomando o limite quando At e As de cada rectdngulo tendem para 0, obtém-se
a area de .S como o limite das somas das dreas dos paralelogramos.

Para definir o integral de superficie de um campo escalar utilizamos a medida da 4rea de uma
superficie, conforme o que acima foi feito.

Integral de superficie: Seja S C R? uma superficie e g : T C R? — R3 uma parametrizacio
de S. Seja ainda ¢ : R? — R um campo escalar. O integral de ¢ em S é:

/5<de - /T¢(g(t,s)) Hggxgz

= /T ?(g(t,s)) \/det Dg(t,s)TDg(t, s) dtds

dt ds
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1.2. INTEGRAL DE SUPERFICIE

Sendo o integral de superficie definido a custa de um integral de Riemann num conjunto
bidimensional 7' C R?, é frequente o uso da seguinte notac3o:

//S¢d5 - //Tgﬁ(g(t,s))’gfxgi

Isto, por si sé, ndo garante que o integral de superficie esteja bem definido. Para o mesmo
existir, no sentido do integral de Riemann, é suficiente que a funcdo integranda seja continua até
a fonteira de T'. Para tal, vamos admitir que g e ¢ s3o regulares até a fronteira de 7.

dt ds.

Definicdo: Seja g : T — S uma parametrizac3o da superficie S. Diz-se que g é de classe C*
em T, g € C1(T), se existe um conjunto aberto U C R? tal que T C U e g admite uma extens3o
de classe Cta U. 3

Se g é de classe C' em T e ¢ é continua em T ent3o o integral

/T ¢(g(t, s)) \/det Dy(t,s)TDg(t,s)dt ds

existe — como integral de Riemann — pois a func3o integranda ¢ (g(t, s))v/det Dg(t, s)T Dg(t, s)
é continua em 7.

No entanto, para a definicdo de integral de superficie ser correcta é ainda necessério que o
valor do integral ndo dependa da parametrizagdo usada. Vejamos que isso ndo constitui problema.

Teorema [Independéncia do Integral de Superficie da Parametrizacdo] Seja S C R?
uma (lnica) superficie parametrizada por duas fungdes injectivas de classe C!

g:T—S e h:U—S

Ent3o:

/T¢(9(t, S))\/deth(taS)TDg(t,s) dtd5:/

U

o (h(u,v)) \/det Dg(u,v)T Dg(t, s) dudv.

Demonstracdo. Tendo em conta que g e h sdo injectivas e de classe C!, existe
a=g loh.
A funcdo a : U — T, que se diz uma reparametrizacdo de S, € injectiva, de classe C! e verifica

h(u,v) = g(a(u,v)) = g(t, s) V(u,v) € U.

3N3o se exige que esta extens3o seja, ela prépria, uma parametrizacio de uma superficie (que iria conter S).
~ 7 s . . HH dg dg
Isso ndo & de todo necessario, pois apenas preten_dgmo.s assegurar a mt.egrabllldade ¢(g(t,s)) |52 x 52| em T.
Em particular, a extensdo de g a U pode n3o ser injectiva; para construir um exemplo simples onde tal acontece,
considere a superficie cilindrica dada por

9(0,2) = (cosb,senb, z), com 60 €]0,2n[, z €]0,1].
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CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

Ora
Dh(u,v)T Dh(u,v) = Da(u,v) Dg(t,s)T Dg(t, s)Da(u,v),

pelo que

det Dh(u,v)T Dh(u,v) = det Da(u,v)? det (Dg(t, s\ T Dy(t, s)) det Da(u,v)

= (detDa(u,v))” det Dg(t, )7 Dy(t, ).

>0

Tomando a raiz quadrada:
1/2 1/2
( det Dg(t,s)T Dy(t, s)) | det Dav(u, v)| = ( det Dh(u,v)T Dh(u, v))

Fazendo a mudan¢a de varidvel (¢,s) = a(u,v) no integral de superficie em termos da para-
metrizagdo g : T — S (e recorrendo a férmula anterior) obtém-se o integral em termos da
parametrizacdo h: U — §:

/Sd)dS = /Tgb(g(t,s))(deth(t,s)TDg(t,s))1/2dtds
= /U¢(g(a(u, v))) (det Dg(a(u,v))! Dg(a(u, v))) 1/2‘ det Dav(u,v)| dudv

= / ¢(h(u,v)) (det Dh(u,v) Dh(u, v)) i dudv
U

1.2.3 Aplicacoes e Exemplos

Eis agumas aplicacdes do integral de superficie

@ Area:
Voly(S) = / ds.
S

@ Massa: Sendo o : S — R a densidade em cada ponto de S

M:/UdS.
S

@ Centro de Massa: As coordenadas do centro de massa (z, ¥, Z) sdo dadas por:

:M/xadS y:M/SyadS, z:/zadS
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1.2. INTEGRAL DE SUPERFICIE

@ Momento de Inércia (relativo a um eixo L):

I5(S) = / od? dS
S

ondedy : S —+ R éadistdnciade x € S a L.

Exemplos
@ Considere-se:
5% = {(m,y,z) ERY:2? + 9P+ 22 = R2}

onde R > 0. Trata-se da esfera centrada na origem com raio R. Pode-se obter uma
parametrizacio de S? utilizando coordenadas esféricas:

g:T— 5% com T = {(9,@) €10, 2x] x ]0,77[} e
9(0,¢0) = (Rsenycosf, Rsenypsenb, Rcosy)
A matriz jacobiana da parametrizacio é

—Rsenpsenf Rcosypcosb
Dg(0,9) = | Rsenpcosf Rcosypsenf
0 —Rsenyp
Tendo em conta que o determinante das duas primeiras linhas é
2 2 2 2 R ™
—R*sen pcospsen” — R”sencos pcos” 0 = —5 sen 2¢ # ( para o # 5

e que, tomando agora ¢ = g pelo menos um dos determinantes

det {—RSeHQ _OPJ — R%send (da 12 e 32 linhas de Dg(6,7/2))
det [chse —OR} = —RZ%cosh (da 22 e 32 linhas de Dg(0,7/2))

é diferente de zero, entdo .S é uma superficie. Note que g parametriza S excepto os pontos
de S no plano y = 0 com =z > 0. Esse pontos formam uma curva em S, pelo que n3o
contribuem para o integral, pois em T o conjunto correspondente (contido nos lados do
rectdngulo T) tem conteddo nulo.

Para calcular o integral, comecamos por calcular o produto externo das colunas de Dg:

o ) (S5 €9 €3
8—2 X £ = |—Rsenpsenf Rsenpcost 0

Rcospcos Rcospsenfl —Rsenp

= —R%sen?pcosfe; — R?sen? psent ey

—(R?sen ¢ cos psen’ 6 + R? sen ¢ cos ¢ cos® ) e3
= —R? < sen? ¢ cos 6, sen? psen 6, sen p cos gp)
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Desta forma:
o o 1/2
99 99— R? ( sen? o cos? 0 + sen? psen? 6 + sen? ¢ cos? 90)
00 Oy
1/2
= R? ( sen® o + sen? o cos? go)

1/2
= R? < sen? ¢ (sen2 © + cos? cp))
= RZ%senyp

A 3rea da esfera é:

Voly(S?) = // s = // R?%sen p dfdy
52 T
21 ™
:/ </ RQSengochp)dH
0 0

= 27TR2/ senpdp = 27TR2[—COSQO}Z = 47R%
0

1.3 Alguns Operadores Diferenciais

Seja f um campo escalar, ou seja, f : A — R de classe C', onde A C R™ é aberto. Recordamos
que o gradiente de f é o operador V que associa a cada f o campo vectorial

v (20,

8.%'1’8.%27 “’81’2

onde x = (x1,2,...,7,). Em R3, pode ser (til a seguinte representacio simbdlica do gradiente:
0

V = e — +e— + e3—, 1.5

' 9z 2 oy 0z (1.5)

onde e, e; e e3 s3o os vectores da base candnica de R3.

Introduzimos agora alguns operadores diferenciais definidos sobre campos vectoriais.

1.3.1 Divergéncia

Definicdo: Seja F': A — R" de classe C'!, onde A C R™ é aberto (e n € N). A divergéncia de
F é o campo escalar div ' : A — R dado por

OF  OF, | OF,

ox1 0x9 Oxy, 7

onde x = (z1,22,...,%,) € A e F(x) = (Fi(x), F2(x),...,Fy(x)). Em R?, e tendo em conta
(1.5), pode-se representar este operador por

divF =

0o o0 0

wF=v.F= (2,29
div v <6w’8y’8z

) - (Fy, Fy, F3).

Alguns casos especiais (e respectiva nota¢do):
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1.3. ALGUNS OPERADORES DIFERENCIAIS

e n=1: F é uma funcio real de varidvel real e div ' = F”.

e n=2 F(r,y)= (F1(937y),F2(13ay)) e

e n=3 F(z,y,2) = (Fl(x,y,z),Fg(x,y,z),Fg(a:,y,z)) e

oF) O0F, O0OF;3

divF = .
v 8w+8y+dz

Note que em todos os casos (para x € R", com n € N)
div F(x) = tr DF(x),

ou seja, a divergéncia de F' é o traco da matriz jacobiana de F

Embora o calculo integral sobre campos vectoriais possa ser estudado em R", iremos sobretudo
estudar o caso n = 3.

Exemplos importantes:

@ Calcule a divergéncia de x = (z1, 22, ..., Ty).
3%1 81‘2 8xn
divx = — + —= — =n.
x= a:El + 81‘2 Tt dl‘n "

No caso x = r = (z,y, 2) € R3, temos ent3o:

. ox Oy 0z
ler—%—f—aiy—FE—?)

@ Mostre que a divergéncia de uF, onde u é um campo escalar de classe C'!' definido num
aberto AC R®e F = (Fy, Fy, F3) um campo vectorial de classe C' também definido em

. div(uF) = udivF + Vu - F. (1.6)
div(uF) = 8(251) + 3(252) N 0(253)
_ u<8£+8813 aF3> (257?;7$>.(F17F2,F3)

= udivF+Vu-F

Note que pode facilmente refazer o calculo anterior para campos em R, pelo que a férmula
(1.6) é valida para campos em R".
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1.3.2 Rotacional

Definicdo: Seja F': A — R? de classe C!, onde A C R? é aberto. O rotacional de F é o campo
vectorial rot £ : A — R dado por

ip _ (OFs OF 0R 0F OF, OF
© N oy 0z 0Oz ox’ Oz oy

= (D3Fs — D3Fy, D3Fy — D1 F3, D1 Fy — Dy FY)

Campo irrotacional

Se F' é um campo fechado entdo rot F' = 0. Neste caso diz-se que F' é um campo irrotacional.

Podemos recordar mais facilmente a férmula que define o rotacional recorrendo ao seguinte
produto externo (e determinante) formais:

e ey e3

_ o) el 0
rot ' = VxF % oy s

F F, Fj

Nos seguintes exemplos, ' e G s3o campos vectoriais definidos num aberto A C R? e u um
campo escalar também definido em A. Admite-se também que estas fun¢des sdo (pelo menos)
de classe C!.

@ Mostre que

rot(uF) = wurotF + (Vu)xF = wurota— F x (Vu).

€] €2 €3

0 0 0
’LLF1 UFQ ’LLF3

e ey e3

:urotF—i-%%%

F F, F
= wurotFF + (Vu)xF = wurotF — F x(Vu)
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1.4. TEOREMA DA DIVERGENCIA

@ Mostre que
div(F x G) = G-rot F — F - rot G,

ou seja,
V- (FxG) = (VxF)-G—(VxGQ)-F

(exercicio).
@ Admitindo adicionalmente que u é de classe C, define-se o operador laplaciano por:

def . 82u 82u 6211,

Uma outra notacdo para o laplaciano obtém-se escrevendo:

Vi v (Vu) = div(Va).

@ Se u e F sdo de classe C?, entdo (exercicio):
div(rot F) = 0
rot(Vu) = 0.

1.4 Teorema da Divergéncia

1.4.1 Fluxo de um Campo Vectorial

O fluxo de um campo vectorial F : R? — R? através de uma superficie S C R3 é o integral de

superficie
/F-I/dS = /F(g(t s “
s T

Para cada (z,y, 2) na superficie S, o vector v = v(z,y, z) representa uma normal unitaria (ou
seja, ||v|| = 1) na direcgdo em que se pretende medir o fluxo. O fluxo estd bem definido sempre
que F' e v s3o continuas em S.

dtds.

— >

(+s)

Figura 1.10: O fluxo do campo vectorial F' ao longo de S é o integral de superficie da componente normal
de F, F-v, onde v é um vector normal a superficie S.
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Note que 99 7(t,s) e g(t, s) sdo dois vectores tangentes a S em g(t, s) — que, de facto, geram

o plano tangente a S em g(t,s). Sendo assim, um vector normal unitdrio a S em g(¢,s) é dado
por

J(o(tr5)) = % (¢, s) x %9(t, )

" o< e

Se a normal dada por (1.7) for continua e limitada, o integral de superficie é

/SF~de = /TF(g(t,s)) : @g 3;’) dtds

Os casos em que (1.7) ndo é continua correspondem a superficies ndo orientdveis, para os quais
o conceito de fluxo nunca poderd estar bem definido. Voltaremos este assunto — bem como a
determinagdo do sentido da normal dada por (1.7) — na secgdo seguinte, sobre o teorema de
Stokes.

(1.7)

Para uma analogia fisica ao conceito matematico de fluxo, podemos pensar em F' como sendo
a velocidade de um fluido. Ent3o ||F|| representa o nimero de particulas que atravessam um
elemento de superficie (planar) perpendicular a F, por unidade de tempo e de drea (do elemento
de superficie).

Se F' ndo for perpendicular a superficie plana, entdo a componente normal de F' é ortogonal a
superficie pelo que, neste caso mais geral, F'-v é o nimero de particulas que atravessa a superficie
plana S, por unidade de tempo e de area. O sinal de F' - v dependerad do sentido de F' e de v:
positivo se o sentido do fluxo coincide com v e negativo caso contdrio.

P A
P PLER
37" >
v

Figura 1.11: Fluxo através de uma superficie, no caso em que F' é constante e S é plana. A esquerda no
caso em que F' é ortogonal e 3 S e a direita o caso geral. Como ¢é evidente, a componente tangente a S
de F origina fluxo nulo através de S.

No caso de F' ser constante e S uma superficie plana, o fluxo através de S é, pois, dado por
O(x,y,z) = F - vVola(5)

Como o integral de superficie foi definido por aproximacdo da superficie S por paralelogramos
(que sdo superficies planas) entdo o fluxo através de uma superficie S é

O(x,y, 2 /F vdS

*A menos de um sinal de negativo, consoante o sentido de v que se obtém em (1.7). Para v for continua em
S, é sempre possivel escolher uma parametrizagdo para a qual o sinal negativo n3o seja necessario.
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1.4.2 Teorema da Divergéncia (ou de Gauss)

Diz-se que D C R? é um dominio regular se D é aberto e limitado e a sua fronteira, 9D, é uma
superficie. Se 9D for uma unido finita de superficies com fecho compacto,

0D =51USy---U--- 5y,

entdo D diz-se um dominio quase-regular.
Para definir a fronteira de um dominio quase-regular, cada uma das sub-superficies de dD,
S1,...,Sm, é dada por uma parametrizacio

g:Ti—»R i=1,2...n

de classe C'' em Tj, onde os T; s3o abertos e os contradominios das funcdes g; intersectam-se
quanto muito em ¢;(97;). Pensemos nisto como uma “pavimentag¢do” de 9D, onde se usam como
“ladrilhos” as superficies g;(T;), coladas umas as outras pelos respectivos bordos, g;(97;). Como
na definicdo do integral de superficie, admite-se ainda que cada uma das g; admite uma extensdo
de classe C! a um dominio aberto A O Tj. Isto evita problemas com a nocio de diferenciabilidade
na fronteira de T;; em particular, garante-nos que

e Dig x Dsg existe e é continua até a fronteira de Tj;
e |D1g x Dagl| tem um minimo positivo em T; °.

Isto é importante porque garante que a férmula (1.7) define uma normal unitaria continua (e
limitada) em cada 7;.

Exemplos:

@ Considere a bola
D= {(m,y,z) eR3 22+ 2 +22 < 1}.
Entdo a fronteira de D é a esfera
oD = {(x,y,z) eR: 22+ 2+ 22 = 1}
que, como ja sabemos, é uma superficie. A bola, D, é um dominio regular.

@ Para um exemplo de um dominio quase-regular, considere o cone

C:{(m,y,z) eR3: Va2 +y2 <z < 1}

-

Figura 1.12: Cone /22 +¢y2 <z < L.

99 — 99
ou e DQQ — ov”

®Se g = g(u,v) entdo Dig =
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A fronteira de C é

0C = {(my,2): 2=Vl T2 Az <1} U {(z,,2) 2 + 92 <1Az=1)}

Como vimos na subsec¢do 1.1.4, parametrizamos a folha do cone por g; : T) — R? definida
por
01(p.0) = (pcosb, psend, p?)  com (p,0) € Ty = [0,1] x [0, 2],

Quanto ao topo do cone, podemos usar go : 75 — R? dada por
92(z,y) = (x,9,1) com (z,y) € Th = {(z,y) : 2° +y? < 1}.
A fronteira de C, que é
oC = gi(Th) U g2(T3)

é regular excepto no vértice do cone, V = (0,0,0), e na aresta A = {(z,y,1) : 22+y* = 1}.
Note tanto o vértice como a aresta do cone estdo contidos em g1 (971) U g2(97T3).

A normal unitdria exterior em x = (x,y, z) € 0D, denotada por v(x), é o Unico vector normal
em x € 0D que verifica
x+tv €R3\ D se t€]0,¢

x+tveD se t € ]—¢,0]

E ficil determinar a normal unitaria exterior se 0D for descrita por uma equacdo do tipo da
do exemplo anterior. Mas concretamente, se numa vizinhan¢a de x € 9D, ou seja, em 0D N B,
onde B é uma bola contendo x, se tem

(a) D é uma superficie descrita por H(x) = 0 (note que VH (x) # 0 Vx € D),
(b) DNB={xeR®: H(x) <0},
(c) DYNB={xeR3: H(x) >0},

entdo n(x) = VH(z) é uma normal exterior a D em x, pelo que

ooy - THE)

IVH (%)
é a normal unitaria exterior a D em x.

Embora o teorema da divergéncia possa ser enunciado em R", iremos apenas estudar o caso
n = 3.

Teorema da Divergéncia. Seja D C R? um dominio simples. Com A aberto contendo D,
seja F': A — R3 de classe C! e v(x) a normal unitdria exterior em x € &D. Entio:

/dideV :/ F-vdS. (1.8)
D

oD
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E também frequente escrever (1.8) usando a notacdo:

/// divF dxdydz = // F-vdS.
D oD

Um dominio simples, D C R3 (também designado de sélido simples), é uma unido finita de

dominios elementares:
D=F i UFEyU---UE,,.

A nogdo de dominio elementar compreende-se mais facilmente no contexto da prova de (1.8). Por
isso, serd enuncida na subseccdo seguinte.

Desde j4, e para motivar a demonstracao do teorema da divergéncia, vamos prova-lo no caso
em que D é um prisma rectangular cujas faces s3o paralelas aos planos coordenados:

D = {(x,y,z)eR3:a1<z<b1,a2<y<b2,a3<z<b3}

D‘
e
paLl

(»D'
7
1/ X
e ’<9
il \l
J-_i("
o
Ys.‘
A

Figura 1.13: Prisma rectangular usado para ilustrar a prova do teorema da divergéncia.

Comecemos por calcular o fluxo do campo (F1,0,0) através das duas faces de D contidas nos

planos

T =a (cuja normal exterior é v = —ey)

T =b (cuja normal exterior é v = e1)

Pelo teorema de Fubini e pelo teorema fundamental do célculo dos integrais simples:

o= LT = [ (L))
_ /ba (/b2 (Fl(bl,y,z) —Fl(al,y,z))dy) dz

a2

// (FL0.0)vds + [[ (FL0.0)vis.
zbl Sz= al
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Nas outras faces de D, (F1,0,0)-v =0, pelo que

///Ddiv(Fl,O,O)dV = /aD(Fl’O’O)'VdS (1.9)

Identicamente (alids, basta tocar o nome das varidveis para obter estes resultados a partir do

anterior):
///D div(0, F2,0)dV = //BD(Q,FQ,()).VC[& (1.10)
/// div(0,0, F3)dV = //8[) (0,0, F3) - vdS. (1.11)

Somando ambos os membros das equag¢des (1.9), (1.10) e (1.11) obtém-se:

J[[awrav = [[ Fovas

Interpretacao fisica de div F'

Aproveitemos desde ja o caso especial do teorema da divergéncia, acima provado, para enten-
dermos o significado fisico do operador div.

Assumimos que F é de classe C' num dominio aberto, A C R3. Consideremos um cubo
centrado num ponto arbitrdrio x = (zg, 30, 20) € A, cujas arestas tém comprimento h > 0 t3o
pequeno que o cubo estd contido em A; tais cubos sdo vizinhangas de (x¢, Yo, 20), que designamos
por C(h).

Dado que F é de classe C*!, div F' é uma func3o continua, ou seja:

lim div F(z,y,z) — div F(zo,y0,20) = 0

(z,y,2)€C(h)
h—0

B(z,y,2)
Dito de outra forma, div F(z,y, z) = div F(x0, Y0, 20) + d(z,y, z) onde
0(x,y,z) =0 quando h — 0.

Assim sendo:

/ div F(z,y,z)dV = / div F'(xo, Yo, 20) dV + / d(z,y,2)dV
C(h) C(h) c(n)

= / div F(xo, o, 20) dV + o(h?).
ch)

Recordamos que o(h™) representa uma fun¢do g(h) tal que

lim g(h)

=0.
h—0 h™
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Ent3o, pelo teorema da divergéncia aplicado aos cubos C'(h):

/ F-vdS
8C(h)

/ div F(x,y,z)dV

c(h)

= / div F(JI(), Yo, Z()) dV + O(hB)
C(h)

= diVF(.CC(),yo,Zo)/ dV + O(hB) = diVF(Z‘(),yo,Z()) h3 + O(hg).
C(h)

Concluimos que

1
div F(x0, Y0, 20) = fl?)/ac(h)F-VdS—i—E(h)

onde lim E(h) = 0. Como
h—0

13/ F-vdS
h* Jacmn)

é o fluxo de F através da fronteira do cubo C'(h) por unidade de volume, entdo div F' (g, yo, 20)
mede a fonte ou sumidouro de F' (por unidade de volume) num, digamos que, “cubo infinitesimal”
centrado em (g, Yo, 20). Dito com mais rigor:

1
div F'(zo, y0,20) = }g%)fﬁ/fw(h)F'de'

Fluido Incompressivel

Se F : D — R3 representar a velocidade em cada ponto de um fluido, admitamos que
div F'(x) = 0 para todo o x € D. Como vimos, neste caso ndo hd nem acumulagdo nem deplegdo
de fluido em cada “cubo infinitesimal”, pelo que o fluido se diz incompressivel. Veremos mais
adiante que esta conclusdo vale para qualquer subconjunto de D a que seja aplicdvel o teorema
da divergéncia.

1.4.3 Demonstracao do Teorema da Divergéncia

Vamos provar o teorema da divergéncia, mas apenas para dominios simples. Pensemos num sélido
D obtido a custa de uma uni3o finita de sdlidos elementares — com forma cilindrica — nos quais
se pode provar o teorema da divergéncia de forma analoga ao que foi aqui feito para prismas
rectangulares.

Particao de D em D U D,

Designa-se D1, Do C R3 uma particio de um aberto D C R? se
e D; e Dy sdo abertos;

e D=DiUDy e DinNDy=40.
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Dada uma tal parti¢do, seja S = 0D1 N 0Dy, S1 = 0D1 \ S e So = 0D2 \ S. Designamos a
normal exterior a D; por v; e a normal exterior a Dy por v2. Note que em S (que estd contida
tanto em 0D1 como em ANs) 1a = —14

Figura 1.14: Particio de D C R3 em D; U D,. Note que 0D = S, US e 0Dy = S, U S.

Vamos admitir que D1 e Dy sdo conjuntos elementares, nos quais conseguimos provar o teorema
da divergéncia, e vejamos como podemos, facilmente, deduzir a validade do resultado para D:

/dideV = / dideV+/ div FFdV
D D1y Do

= /F-V1d5+/F-V1dS+/ F'VQdS-I-/F'(—I/l)dS
S1 S So S
S

— [ F-vidS

= / F-vdS
oD

A ideia intuitiva que estd na base deste resultado é que o fluxo de F' que sai de [ou entra em] Dy
por S (a parte comum da fronteira de Dy e D3) é igual ao fluxo de F' que entra em [ou sai de]
Dy por S.

Por inducdo a partir do resultado anterior, obtém-se a mesma conclusao para a decomposicao
de D em um nidmero finito de conjuntos abertos e disjuntos:

D=D1UDyU---UD,, com p € N|

D;ND; =1 para i # j.

Prova para um sélido elementar cilindrico

Dado um dominio aberto D C R2, consideremos
E = {(xvyaz) € Rg : (ﬂf,y) €ePe fl(xvy) <z< f2($7y)}
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A ) NE. 3
- (: 2:33 r/‘
D
| Se
] E l—
9 = ("}/] i QZ; 03
—t -
\f_.\oi et
H;Aﬁi AAF_S'l :?Z:,f,\(jr’\j )
o2

X

Figura 1.15: Sélido elementar cilindrico E.

Podemos pensar em E como o sélido cilindrico compreendido entre as superficies
S1 = {(z,y.2): (x,y) € Pez = fi(z,y)} e Sy = {(x,9,2): (z,y) € Pez= folz,y)},

onde P a projeccdo de F no plano coordenado z = 0. Resulta assim que E é a interseccao de D
com a translagdo de P segundo a direccdo do eixo dos z. O “topo”, Si, e a “base”, S, de
sdo, simplesmente, os graficos das fungbes f1: P —+Re fo: P — R.

Recuperamos agora a ideia da prova do teorema para prismas rectangulares, descrita na sub-
seccao anterior. Usando o teorema fundamental do célculo:

f2(zy) gy
di B)dV = %3 02)dA
/E iv(0,0, F3) dV /P(/f = z)

1($)y)

- A(Fs(x,y,fz(x,y)) —Fg(x,y,fl(a:,y))>d,4'

Calculemos agora o fluxo de (0,0, F3) através de OF.
O “topo” do cilindro E — a superficie So — pode ser dado pela equacdo

G(z,y,z) =z — fa(z,y) = 0.

Assim, um vector normal a cada ponto de S5 é
0 0
VG = <_fz _9f 1) .

Note que VG tem o sentido correcto, logo é uma normal exterior a E, e

o= () -G )" o= ()

Como vimos, uma parametrizagdo de Sy é g(x,y) = (m,y, fg(:v,y)), para (z,y) € P. Ora

1 0 0f2\2  Of2 0

1+ (%2 8f2 5/

Dg = [0 1 Dg"Dg = 8;3;) o ;}' ,
2 2 2

8z oo e 1+ (3
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pelo que "
(det (DgTDg)>1/2 = <(%J;2>2+ (%J;y+l) : = |VG].

Calculando entdo o integral de superficie em Ss:

1

/ (0,0,F3) - vdS = / By(z,y, fo(2,9) ——=  |IVG| dA
So P HVG” S~~~

Vv 1 1

! (det DgT Dg)2

comp. z de v
= / F3($7y7f2(1’7y)) dA
P
O fluxo através da "base” do cilindro, S1, é calculado de forma andloga. Aqui S é dada por

G(xvyaz) =z fl(xay) = 01

e um vector normal em cada ponto de S é

Porém, tratando-se de uma normal interior a E (note que a componente z é positiva), no caso

de S| obtém-se que:
b VG ( 1 )
VG| T IVGH)

O restante cdlculo é similar, resultando que

/(0,0,Fg)-VdS = —/Fg(x,y,fl(x,y)) dA
S1 P

Resta calcular o fluxo através da parede lateral do cilindro, S;,. Mas como a normal exterior
a St é paralela ao plano z = 0, a sua componente z é nula, pelo que

(0,0, F3) - v = 0.

Desta forma
/(o,o,Fg)-yds Y
St

Podemos ent3o concluir que

/d1V<070>F3)dV:/ (Fg(x,y,fg(as,y))—Fg(:v,y,fl(x,y)))dA
" i (1.12)

:/ (0,0, Fy) - v dS
OF

Repetindo este raciocinio para um sélidos elementares cilindricos E gerados pela translagdo:

(b) da sua projec¢do no plano y = 0 (translagdo na direcgdo do eixo dos ¥)

/div(O,Fg,O)dV _ / (0, F3,0) - v dS; (1.13)
E OF
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(c) da sua projec¢do no plano 2z = 0 (translagdo na direccdo do eixo dos z)

/div(Fl,0,0)dV :/ (F1,0,0) - v dS. (1.14)
E OF

Somando ambos os membros das equagdes (1.14), (1.13) e (1.12), obtém-se:

/diVFdV :/ F-vdS.
D oD

Definicao de sélido simples. D C R" diz-se um sdlido simples se pode ser decomposto
numa unido finita de sélido elementares disjuntos. Diz-se que um sélido E C R3 é elementar se
for simultaneamente dos trés tipos seguintes.

(1) Gerado por translagdo de P (contido no plano z = 0) na direcgdo do eixo dos z:
{(J:,y,z) eR?: (z,y) €Pe fi(z,y) <z< fg(sc,y)}
onde P C R? é aberto é fi, fo : P — R s3o de classe C'.
(2) Gerado por translagdo de P (contido no plano y = 0) na direc¢do do eixo dos y:
{(x,y,z) eER?:(z,2) EPegir,2)<y< gg(:z:,z)}

onde P C R? é aberto é g1, g2 : P — R s3o de classe C!.

(3) Gerado por translagdo de P (contido no plano x = 0) na direcgdo do eixo dos x:
{(2.9.2) € R (g,2) € Pe iy, 2) < 2 < haly, 2)}

onde P C R? é aberto é hy, hy : P — R s3o de classe C'.

O teorema da divergéncia foi provado para sélidos simples. O

1.4.4 Exemplos

O teorema da divergéncia é frequentemente usado para calcular o fluxo de um campo vectorial F'
através da fronteira de um sélido, especialmente nos casos em que é mais vantajoso — do ponto
de vista computacional — o célculo do integral triplo de div F.

@ Consideremos a bola centrada na origem de raio R:
B = {(m,y,z) eR: 2?2+ 2 +2% < RQ}.

Calculemos o fluxo de F(x,y, z) = (z,y, z) através de 0B. Pelo teorema da divergéncia:

4
/ F.-vdV = /dideV = /3dV = 3<7rR3> = 47R3.
OB B B 3
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@ Vamos repetir o calculo anterior (com o mesmo F') para o elipsoide

2 2 2
3 TZ Yy z }

- R IR |
D {(m,y,z)eR a2+b2+02< ,

onde a,b,c € RT. Como no exemplo 1:

/ F.vdV = /dideV = /SdV = S/dV
D D D D

Usando a mudanga de coordenadas
(x,y,2) = g(u,v,w) = (au, bv, cw),

entao
22 y2 52

2 2 2
?+b72+c72<1 & u” 4+ v+ w <1,

ou seja, g transforma o elipsoide E na bola B = {(u,v,w) € R?: ||(u,v,w)| < 1}. Tendo
em conta que

a
det Dg = det |0
0

o o O

0
0| = abe
c

entao:

4
/ F.-vdS = 3/ v = 3/ |det Dg| dV = 3abc (71’) = 4mabc.
8D D B~~—— 3

"
abc

@ F : D — R3 um campo vectorial de classe C'' definido tal que div F' = 0. Por exemplo,
pode ser F' constante, F' = (y2,z,z), etc. Seja A C D um sélido simples. Ent3o, pelo

teorema da divergéncia:
/ F-I/dS:/dideV:().
0A A

Em particular, este resultado diz-nos que se F' representa a velocidade de um fluido incom-
pressivel em cada x € D, o fluxo total de particulas através da fronteira de qualquer sélido
simples A C D é nulo.

1.5 Teorema de Stokes

1.56.1 Superficies Orientaveis

Definicio. Uma superficie S C R? diz-se orientdvel se existir um campo vectorial continuo
v: S — R3 tal que, para todo o x € S, v é uma normal unitdria em x. Neste caso diz-se que v
define uma orientacdo em §S.

Exemplos de Superficies Orientaveis
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@ Seja S uma superficie dada por F(x,y,2) = 0, onde F': A — R é de classe C' e A é um
subconjunto aberto de R3. Entdo VF(z,y,z) # (0,0,0) em S e

” IVEF(z,y, 2|
é uma fung3o continua em S. Isto porque VF e || -|| sdo fungdes continuas e, pela defini¢do

de superficie, |VF|| # 0. Além disso, como vimos anteriormente, v(z,y, z) é uma normal
unitdria em cada ponto (z,y,2) € S. Podemos pois concluir que S é orientavel.

@ Seja S uma superficie dada por z = f(z,y), onde (z,y) € P, e P C R? é aberto e f é de
classe C*. Como vimos, uma parametrizagcdo de S é

g(z,y) = (z,y, f(z,y))  para (z,y) € P.

As colunas de Dg sdo os dois vectores tangentes (linearmente independentes):

o) 0
T = <17077§> e Ty = <0,1,7£>.

Ent3o, como vimos anteriormente,

of of
T1 XT2 <_%’_87y’1>

Vx,y,z = e
@92 = ml ~ TE Vi@

é uma normal unitdria em (z,y,z) € S. Além disso, v é uma fun¢do continua em S.

@ Seja S uma superficie dada por uma parametrizacdo de classe C!, g : T — R3?, onde
T C R2. Entdo °:

_ _Digx Dag
[D1g x Dagl|

define uma normal unitdria em cada ponto (z,y,z) € S. Note que D1g e D2g sao linear-
mente independentes, pelo que v estd bem definida e é continua.

v(z,y,z)

Consideremos agora os exemplos anteriores mas tomando S como sendo uma superficie com-
pacta: definida por uma parametrizacdo g : 7' — S, onde T é compacto. Para uma superficie
compacta estar bem definida, admite-se adicionalmente que existe uma extensdo de S a uma
superficie aberta, no sentido em que g tem uma extensao a uma parametrizacao definida num
aberto A O T (em particular, Dg devera existir e ter caracteristica 2 em A). Neste caso, dos
célculos dos exemplos anteriores resulta uma normal unitdria, v, bem definida e continua até a
fronteira de S.

Banda de Mabius

Um exemplo relativamente simples de uma superficie n3o orientavel é a banda de Mobius :

®Recordamos que sendo g = g(t,s), entdo Dig = g—‘t’ (ou seja, Dig é a derivada parcial de g em relagdo a

primeira varidvel, neste caso t) e Dag = % (ou seja, Dag é a derivada parcial em relagdo a segunda varidvel, neste
caso s).

"Banda de Mdbius feita com uma tira de papel e fita adesiva. By David Benbennick — Own work, CC BY-SA
3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=50359.
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ﬁ,.:r
|

4

|

Figura 1.16: Banda de Mobius, criada a partir de uma tira de papel a que se deu meia volta e se colou as
extremidades.

Topologicamente, pode-se pensar numa banda de Mobius como sendo o seguinte rectangulo,
onde o lado [AB] foi identificado com o lado [A. Bl.

B A

A B

Figura 1.17: Para construir (fisicamente!) uma banda de Mdbius, colar o segmento de recta [AB] com
[AB], com A colado a A e B colado a B. Depois da colagem, as setas devem apontar na mesma direc¢3o.

Uma possivel parametrizacdo da banda de Mobius é:

g(t,s) = (a:(t, s),y(t,s), z(t, s)),

com0<t<2m, —-1<s<1le

z(t,s) = (1+ 5cost)cost
y(t,s) = (14 5 cos §) sent
z(t,s) = Ssen i

1.5.2 Bordo de uma Superficie

O conceito de bordo de uma superficie pretende capturar a ideia de uma curva que, num certo
sentido, “limita” ou é “fronteira” de uma superficie.

Definicdo de Superficie Elementar. Consideramos uma superficie orientdvel S C R? dada
por uma Unica parametrizagao
g:T—S

onde T é um subconjunto aberto e limitado de R? e g é injectiva em T e de classe C' em T 8.
Adicionalmente, admite-se que existe um caminho de Jordan seccionalmente regular v : [a,b] — T

8Note que aqui se estd a tomar uma parametrizacdo com propriedades adicionais, pois assume-se que g est3
definida, € injectiva e de classe C' até a fronteira, isto é, definida no conjunto fechado 7" = T'U 9T. Recordamos
que g é de classe C' em T, se existe um conjunto aberto U C R? tal que T C U e g admite uma extensdo de
classe C' a U.
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tal que 0T é a curva ¥([a,b]) e g oy é também um caminho simples, fechado e seccionalmente
regular (ver figura 1.18). Neste caso, diz-se que S é uma superficie elementar.

J
R g -~

R
. S / 7
T 4‘“@1\ P
ST a0 ) / S=g¢T) /
R, TE JEE :g(’d"l‘):gi‘éi@fsi?
Ly —

Figura 1.18: Bordo de uma superficie elementar. A definicdo assegura que o sentido de 9.5 é compativel
com a orientagdo de S induzida por g.

Definicdao de Bordo (ou Fronteira) de uma Superficie Elementar.

O bordo de uma superficie elementar S descrita por uma tnica parametrizacio g : T — S, com
v :0T — S, é a curva descrita pelo caminho g o~y : [a,b] — R3:

0S =g(0T) =go fy([a, b])

Sentido do Bordo de uma Superficie Elementar Compativel com a Orientacao.

Considerando a orientacdo de S induzida pela parametrizacio, dada por

2,y 2) = D1g x Dag
e |D1g x Dagl|

diz-se que o sentido do caminho g oy — que define um sentido para o bordo 9.5 — é compativel
com a orientagdo de S se 7y descreve 9T no sentido directo (ou positivo).

Exemplos:

@ Considere que S é o disco
S = {(x,y,z)€R3:x2+y2<R2ez:c} (1.15)

comceReR>0.
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Figura 1.19: Sentido do bordo compativel com a orientagio de um disco em R3 (exemplo 1).

Uma parametrizacdo para S é g: B — R3, B = Bg(0,0), dada por
9(z,y) = (2,9, ¢).
O bordo de S é
0S = ¢g(0B) = {(:c,y,z) cER¥: 22+’ =R%ez :c}.

Ora
Drg(z,y) x Da(x,y) = (1,0,0) x (0,1,0) = (0,0, 1)

ja tem norma um, pelo que a orientacdo de S é constante e igual a
v=1(0,0,1).
Tomando uma parametrizacdo de 0B no sentido directo
v(t) = (Rcost, Rsent), com t € [0, 2], (1.16)

ent3o a parametrizacdo do bordo 0.5 compativel com v é

(gov)(t) =g(y(t)) = (Rcost, Rsent,c).

@ Seja S o mesmo disco do exemplo @ dado por (1.15) mas, agora, parametrizado por
h: B — R? dada por
hz,y) = (x,—y,c).
O bordo de S é também 95 = {(z,y,2) € R? : 2? + y?> = R?}. Porém, neste caso a
normal unitdria tem a mesma direccdo mas o sentido oposto ao do exemplo @:

v = Dig(z,y) X Da(x,y) = (1,0,0) x (0,—1,0) = (0,0, —1).

Utilizando a mesma parametrizagdo de 0B, (1.16), entdo a parametrizagdo do bordo 0S5
compativel com v é

(go7)(t) = g(7(t)) = (Rcost,—Rsent,c) = (Rcos(—t), Rsen(—t),c).
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Figura 1.20: Sentido do bordo compativel com a orientagio de um disco em R3 (exemplo 2).

Note que, neste caso, o bordo 9S é percorrido no sentido oposto ao do exemplo @ 9.
@ Consideremos agora a superficie cilindrica
S = {(:Jc,y,z) ER?: 2?42 =1com0<z< 1}
Consideramos também duas parametrizacoes g : 17 — S e h : T, — S, onde
I {(9,2):0§9§27re0§z§1},
T, = {(9,2):—7r§9§7re0§z§1},

dadas por

9(0,z) = (cos@, sen ), z)
h(f,z) = (cos@, senf, z)

|
:*
<
B
&P

Figura 1.21: O que poderd ser o bordo de uma superficie cilindrica, que é ndo elementar?

°h = pog, onde p(z,y, z) = (z, —y, 2), ou seja, p: R* — R? é a reflexdo segundo o plano coordenado y = 0.

A aplicacdo de p faz 95 trocar de sentido (em relagdo ao exemplo @)
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Temos assim que (ver figura 1.21)
go~(Ty) = FOUN+UF1 UN™

Identicamente,

ho¥(Ty) = ToUMTUT; UM~

De facto, os caminhos M+ e M~ correspondem ao segmento de recta M percorrido para
cima ou para baixo. O mesmo se passa com N—, NT, que sio o segmento N percorrido
em sentidos contrarios. Assim, esta superficie ndo é elementar, pois g oy (e também go )
n3o é uma curva simples!

De facto, o bordo de S ndo poderia ser g o v(T1) pois os pontos de N sdo interiores
3 superficie 9. Também g o (T») n3o serve para definir S pois os pontos de M s3o
interiores a S. Voltaremos, mais tarde, a questdo da definicio do bordo de uma superficie
nao elementar, como é este cilindro. A ideia base serd a de remover do bordo a parte do
caminho g o« que ¢ interior a S, ou seja, N. Note que do ponto de vista do célculo de
integrais de linha, N™ e N~ cancelam, pois s30 a mesma curva percorrida em sentidos
contrarios.

Figura 1.22: Vizinhancas de pontos de .S, na topologia de S: x é um ponto interior e y um ponto fronteiro
(de S). Notequey € 9S = y ¢S = y ¢ B.(y) NS, para qualquer ¢ > 0. Apenas estes pontos
fronteiros deverdo pertencer ao bordo de S.

Regra da Mao Direita

Na prética, é muitas vezes usada a regra da m3o direita para determinar o sentido do bordo
compativel com a orientacdo induzida por uma dada parametrizacdo.

Consideremos agora uma particdo de uma superficie orientdvel S em pequenas superficies
quase planas, tal como é feito para definir o integral de superficie (ver figura 1.9). Do ponto
de vista local, um pequeno elemento da particio de S é aproximadamente um paralelogramo.

Fazendo OT' ser percorrido no sentido directo, entdo 0S é percorrido no sentido de % (e no

. ag
sentido oposto a 57)

0Se p € S, uma vizinhanca de p na topologia de S (n&o na de R3) é um conjunto BN S, onde B C R® é uma
bola centrada em p. p estd no interior de S pois existe uma vizinhan¢a de p (na topologia de S) contida em S.
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1.5. TEOREMA DE STOKES

Shtkset) T

Figura 1.23: Sentido do bordo compativel com a orienta¢do (do ponto de vista local). O sendo do bordo

05 (indicado a vermelho) é o sentido de % e oposto a %. Por outro lado, v tem o sentido de % X %.

Assim sendo, o sentido induzido por g é dado pela bem conhecida regra da mio direita !

Figura 1.24: Regra da m3o direita: se a orientagdo de v tem o sentido do polegar, o bordo é percorrido no
sentido indicado pelos (restantes) dedos.

1.5.3 Teorema de Stokes para Superficies Elementares
O teorema de Stokes estabelece uma relacdo entre
e A circulacdo de um campo F, ou seja, o trabalho de F' ao longo de um caminho fechado.

e O fluxo do rotacional de F' através de uma superficie orientavel cujo bordo é esse caminho
(admitindo que essa orientagdo é compativel com o sentido do caminho).

Teorema de Stokes (para superficies elementares). Seja F': A — R? de classe C, onde
A C R3 é aberto e S uma superficie elementar (orientavel) tal que SUAS C A. Entdo

//rotF'VdS = / F-dy
S as

onde v € um caminho seccionalmente regular simples que parametriza 3.5 com sentido compativel
com a orientacdo de S.

"pyblic domain, via Wikimedia Commons, Link.
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CAPITULO 1. TEOREMAS DA DIVERGENCIA E DE STOKES

Demonstracdo. Provamos apenas o teorema no caso em que a parametrizacdo de S é de
classe C2. Seja pois g : D — R® dada por

g(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v))

uma parametrizacdo para a superficie elementar S, de classe C? em D, que induz a orientac3o

(S3] ey e3

dg 9y

_ - 99 Y% _ oz Oy 9z

vo= (Vl’y27V3) - ou X ov — |Oou  Odu Oul’
dz Oy 0z
v Ov Ov

ou seja,
Oy 0z 0z Oy

Y1 = Budv ou Ov
0z Oz oz 0z (117)

V2 = Buov ou Ov
Oz Oy Jdy Ox

V3 = Budv Ou Jv
Admitamos que

y(t) = (u(t), v(t))

€ um caminho que parametriza a curva 9D percorrida no sentido directo. Entdo o bordo 0S5 é
parametrizado por:

gor(t) = (m(w(t)), y(1 (1)), Z(v(ﬂ))-

2. 9D:K([Q,k])

R
J (upr)
D
¥
lr”‘, ‘
o I

Figura 1.25: Prova do teorema de Stokes no caso em que S é elementar, descrita por uma parametrizacdo
g; 0S tem o sentido definido por v o g, compativel com a orientacdo de 95 induzida por g.

Designando as componentes de F' por F' = (P,Q, R), vamos em primeiro lugar provar o
resultado para o campo (P,0,0). Notando que apenas a primeira componente é n3o nula, o seu
trabalho é

b
Pdr — / 9 vty + P2y at = / P gt P9 q,  (118)
a ou v P

a8 D a’U, 81}
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1.5. TEOREMA DE STOKES

neste cdlculo usou-se o termo relevante da derivada da parametrizacdo g o vy, que é:

T(2w)) = 22wt + 22/

Aplicando o teorema de Green ao integral de trabalho (1.18) ao longo do caminho v (que para-

metriza 9D):
x a xr
/ Pdx // 50 (P50 = 50 (Pgu)) dudv.

D (u,v)

Calculando a fungdo integranda, ®(u,v), utilizando o teorema de Schwarz e, posteriormente, os
valores das componentes vy e v3 da orientagdo induzida por g (equagdes (1.17)):

0 ox 02 0 ox 02
o - Zp gr Pﬁz—P 9r _ p
(u,v) 3u[ (x,y,z)] Ov + uOv av[ (x,y,z)] ou vou
_ 0P d OP dy d OP dz d OP d, OP dy d OP dz d
= GEaar LAl P  ad Lok FLw

_ oP(dyde _dydz) | OP(deds _ dzds
Oy \ dudv dv du 0z \ du dv dv du
—_—— —_———

b o

— om+Lwm—9u = (0,9E,-9) v = rot(P0,0)- (% x §2)

Resulta assim que:

/ Pdx // rot(P,0,0) @x@ dudv = //rot(P,0,0)-udS,
ou v S

que é o resultado pretendido.
ldenticamente,

Qdy //rotOQO -vdS e /Rdz = //rot(0,0,R)-udS.
oS S

Somando ambos os membros das igualdades acima, concluimos que
/ F-dv = / Pdx + Qdy + Rdz
oS oS

- //S (rot(P, 0,0) + rot (0, Q, 0) + rot(0, 0, R)) vdS

= // rot F'- v dS.
S
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1.5.4 Teorema de Stokes Generalizado

Num caso mais geral vamos considerar uma superficie S que se decompde numa unido finita de
superficies elementares:
S=5USU---US,,, com méeN, (1.19)

Figura 1.26: Uma decomposicdo de uma superficie S em seis superficies elementares, S1,S5s,...,5. O
bordo é indicado a verde, e a orientagdo, v, a azul.

As superficies S1, So, ... Sm, que designamos por elementos (de S), encontram-se justapostas
pelos seus bordos, sendo que a parte do bordo partilhado por dois elementos contiguos é percorrida
em sentidos contrdrios. O bordo de S, denotado por 05, é a concatenacdo dos caminhos, dos
bordos dos elementos, que estdo contidos em apenas um dos elementos (a verde, na figura 1.26);
o sentido de OS é o sentido desta concatenacdo. A normal v, consistente com a orientacdo de
08, é dada pela normal de cada um dos elementos.

Pode-se provar que se S for orientavel, entdo existe uma decomposi¢do (1.19) com as pro-
priedades acima descritas. Aplicando o teorema de Stokes a cada um dos elementos S;, i =
1,2,...,m, verifica-se que os caminhos dos 0.5; que n3o pertencem ao bordo de S n3o aparecem
no resultado final, pois os respectivos integrais cancelam. Como os caminhos interiores apare-
cem percorridos em ambos os sentidos, cancelando os integrais de linha ao longo dos caminhos
percorridos nos dois sentidos contrarios, obtém-se:

//rotF-udS = / F - dy. (1.20)
S oS

Na formula (1.20) o bordo de S, 95, é uma colec¢do de caminhos de onde se removeram todos
os pares de caminhos constituidos pela mesma curva percorrida em sentidos opostos. A coleccao
de caminhos que constitui 05 designa-se uma cadeia.
1.5.5 Exemplos
Nos exemplos seguintes calculamos o fluxo do rotacional do campo
2
F(.ﬁU,y,Z) = ( -y, e® sen(w =+ y))

através das superficies:
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1.5. TEOREMA DE STOKES

@ S = {(m,y,z) ER} 2?24+ +22=1lez> O}, escolhendo uma orientacdo de S tal que
v(0,0,1) tem componente z positiva.

S é o hemisfério norte da esfera centrada na origem de raio 1. Esta semi-esfera é-nos
descrita como o conjunto de nivel 0 da fun¢do
G(z,y,2) = 22 +y>+22—1
que é orientavel, pois
VG = (2z,2y,2z) = 2(z,y,2) # 0 em S.

Assim sendo, a orienta¢do pretendida para S (de acordo com o enunciado deve ter compo-

nente z positiva) é
VG

v =-—— = (z,v,2).
vy = @v?)

0,1)

{

JETEARNCATED

Figura 1.27: Sentido de .S compativel com a orientacdo da semi-esfera S.

Por outro lado, o bordo
9S = {(z,y,0): 2> +y* =1}

é a circunferéncia no plano Oy (ou seja, o plano z = 0) centrada na origem e de raio 1.
Entdo
v(t) = (cost, sent, 0) com 0 <t <2m

é um caminho com sentido compativel com a orientacdo de S.

Pelo teorema de Stokes, o fluxo do rotacional de F através de S (com orientagdo de baixo
para cima) é:

//rotF-de = /F-d7
S oS

2
= / (—Sent, cost,-u)'(—sent, cost, O)dt
0

27
= / (Sen2 t + cos? t) dt = 2.
0
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@ S={(z,y,2) eR*: 2>+ y* =1e0 < z < 1}, escolhendo a normal que “aponta para
fora” (no sentido em que, quando somada a um ponto do cilindro, aumenta a sua norma).

Trata-se da superficie do exemplo 3 da seccdo 1.5.2, onde vimos que S ndo era elementar.
Podemos, contudo, pensar em S como a unido das duas superficies elementares: as metades
do cilindro, S7 e S, dadas pelas parametrizacbes g1 : 11 — S e go : T — S, onde

T = {(9,2):O§9§We0§z§1},

T, — {(0,2):7r§9§27re0§z§1},
e, como anteriormente,

91(0,2) = ¢200,2) = (cos@, sen 0, z)

Note que g1 e g2 sdo as restringdes de g : [0,27] x [0,1] — S a T} e T3, respectivamente,
onde g é dada por g(f,z) = (cos@,senb, z).

y
)

&
X

Figura 1.28: Bordo e orientacdo da superficie cilindrica S compativel com o sentido de 05.

Tanto M como N ndo pertencem ao bordo de S mas sim ao interior da superficie cilindrica,
sendo que os correspondentes caminhos cancelam. Desta forma, o bordo de S é

0S = TI'yuTly.

Vejamos agora qual é a orientagdo de S induzida por g; e go. Calculando as derivadas

parciais
gg = (—sen@,cos@,())
Jg
3 = (0,0,1)

48



1.5. TEOREMA DE STOKES

o seu produto externo é

(s3] €9 €3
gg X gg = |—senf cosf 0],

i 0 0 1
Hggxgz Vecos?f + cos?6 = 1.

Ent3o, a orientagdo induzida por g1 € g2 é

v = (cosH,senH,O).

Quanto ao bordo de S (ver figura 1.30),

oS = Tgulhy,
F0 = {(xay70):$2+y2:1}7
iy = {(z,y1):2*+y° =1},

as parametrizacles das duas curvas que forma 95, I'g e I'1, podem ser facilmente dadas
por go~yy € g 071, com

(@) = (6,0), 6¢€]0,2n]
n@) = (27—-10,1), 0€]l0,2n]

A
z %
1 |— =

= > -
0 X, an @

Figura 1.29: Os caminhos g e 71, a partir dos quais se obtém o bordo de S.

A circunferéncia inferior do bordo, I'y, é dada por
g(vO(G)) =g(0,0) = (cosH,senG,O), 0 € [0, 2],
e a circunferéncia superior do bordo, I'7, é dada por
g(m(0)) = g(2mr—0,1) = (cos(2m — 0),sen(2m — 0),1) = (cosf, —send, 1), 6 € [0,2n].
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Figura 1.30: Bordo e orientacdo da superficie cilindrica S compativel com o sentido de 05.

Pelo teorema de Stokes:

//rotS-udS = /F-d’y = /F-d’yo—i— F-dvy
S oS o I

27
= / (—senﬁ, cos@,-~-)-(—sen9, cos 0, O)dﬁ
0

27
+/ (sen@, cosG,--‘)-(—seHG,—cose, O)d@
0
27 21
= / (Sen29+00529)dt+/ (—senQH—COSQG)dH = 0.
0 0

1.5.6 Potencial Vectorial

O teorema de Stokes tem a desvantagem de sé ser aplicdvel a campos vectoriais que sdo da
forma rot F'. Embora isso ndo constitua problema em algumas aplica¢des (por exemplo, as leis de
Maxwell, do electromagnetismo, que mencionam explicitamente os rotacionais do campo eléctrico
e do campo magnético), pode noutros casos n3o ser assim.

Dado um campo vectorial F':  — R? de classe C' (onde © C R? é aberto) consideremos
pois o problema da determinacdo de um outro campo vectorial A : Q — R3 tal que

F = rotA (em Q).
A é designado de potencial vectorial de F. Se tal potencial vectorial de F' existir, ele permite-nos

o célculo do fluxo de F' através de uma superficie por aplicacdo do teorema de Stokes. Em que
condicdes é entdo possivel a sua determinacio?

Para deduzir uma condicdo necessdria, admitamos que existe A tal que
F = rot A.
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1.5. TEOREMA DE STOKES

Ent3o (verifique as duas dltimas igualdades):

o 0 9
Jor Oy 0z

divF = div(rot4) = 8% 8% % = 0.
A1 Ay Az

Condicdo necesséria para a existéncia de um potencial vectorial Seja F': Q) ¢ R? — R3
de classe C! em ). Se existe um potencial vectorial para I entdo div F' = 0. Esta condicdo é
necessdria mas n3o suficiente.

Para caso de um conjunto 2 C R? em estrela podemos considerar, sem perda de generalidade,
que a origem é o centro da estrela. Admitindo ent3o que div F' = 0 em (2, seja A : Q — R? dado
por

1
Az, y,z) = /F(t:n,ty,tz)x(tx,ty,tz)dt
0

Para verificar que A é um potencial vectorial de F, usamos a nota¢do P = (z,y,z2), F =
(Fy, Fy, F3) e A= (Aq, Ag; A3). As componentes de A s3o dadas por:

A = /0 1t(zF2(tP)—yF3(tP)> dt
Ay = /0 1t<3:F3(tP)—zF1(tP)> dt
Ay = /0 1t<yF1(tP) —xFQ(tP)> dt.

Pela regra de Leibniz,

0As DA, ! OF, OF, ., OF; OF,
—_——— = t| Fi(tP t —t — Fy(tP tz—— | dt
oy - /0 (1( I i i HZaz)

onde todas as derivadas parciais que aparecem acima sao calculadas em tP. Tendo em atencao

que leF— %Fxl _|_ aFQ + 8F3 _0

DAz 0A, ! ) OF, OFj3 , OFy ., OF
_—— = 2tFy (tP t _ = — t7y t°z dt
oy 02 /0< (P) + a2y 6z>+ Yoy TV,
N———
ox
1 OF, OF, OF
= 2 F (tP) + t2x t2y 221
/0 ( AR L ML

_ /;;i(ﬁFl(tP))dt
= I(P) = Fi(xy,2).
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Identicamente:

8A1 8A3

18 R T2 2 E(zayz).

LS = Brye) e 3(@..2)
Concluimos assim que:

F = rotA em Q.

Isto mostra o seguinte teorema.

Teorema. Seja 2 C R3 aberto em estrela e F' :  — R3 de classe C! tal que div F' = 0.
Entdo existe A : Q — R3 tal que rot A = F em . Se a origem for um centro para a estrela €,
entdo é vélida a férmula:

1
A(z,y,z) = /0F(ta:,ty,tz)x(tm,ty,tz)dt. (1.21)

Se F = rot A entdo A+ V¢, para um campo escalar ¢ : Q — R de classe C?, também é um
potencial vectorial de F', pois

rot(A+V¢) = rot A+rot(Vgp) =rot A=F
——

I
0

(Verifique que rot(V¢) = 0). Isto mostra, em particular, que o problema da determinagdo de um
potencial vectorial tem uma infinidade de solucdes.
Podemos também usar o facto anterior para simplificar os cédlculos. Por exemplo, tomando

QZS(SL',:U,Z) = /OZA3(‘T7y’t)dt

entao 5
£ = _Ad(qja Y, Z)
pelo que a terceira componente de A+ V¢ é
0
As(z,y,2z) + (% =0.

Isto significa que existe pelo menos um potencial vectorial de F' da forma A = (A5, A2,0). Sendo
que tal A satisfaz

(S5} ey e3

I'OtA = F = % a@y 592 - (F17F27F3)
Ay Ay O
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o que é equivalente a

0As
B R

0z !
0A;
o4 _ p 1.22
o p (1.22)
0A, 0A;
R N 0N

ox oy 3

Exemplo. Considere F'(x,y,z) = (0,x,0).

(a) Calcular um potencial vectorial de F' em R3.

Podemos obviamente utilizar a equagdo (1.21):

1
Alz,y,2) = /0F(t:c,ty,tz)x(ta;,ty,tz)dt

1|€1 €2 eg
= / 0 tx 0O|dt
O lte ty tz

1
= / (t29:z, 0, —t2x2) dt
0

= <%azz, 0, —%xz).

Alternativamente, podemos determinar um potencial vectorial da forma A = (A5, A2,0)
resolvendo (1.22):

0As
s 0 2 2(7,9)
88‘41 — N Ay = x2 + Ki(2,y)
z
04y oA _ 9K, 0Ky _
or oy dr Oy

Para determinar uma solugdo, basta tomar K (z,y) = Ka(z,y) = 0 para todos os (z,y) €
R2. Obtém-se assim
A(z,y,2) = (22, 0,0). (1.23)

(b) Determinar o fluxo de F' através de
S = {(m,y,z) eR?:z=2+y% com z < 1}.

com a normal escolhida de forma a que v, < 0.

Vamos utilizar o potencial vectorial (1.23). O bordo de S é
08 = {(:c,y,l) ER: 22 442 = 1}.
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Figura 1.31: Sentido de 0.S compativel com a orientagdo do paraboldide S. Como v aponta para baixo,
0S deve ter o sentido positivo quando vista de baixo (e o sentido hordrio quando vista de cima).

Escolhemos uma parametrizacdo de 9SS cujo sentido é compativel com a orientacdo dada:
v(t) = (cost,—sent, 1)

Ent3o, pelo teorema de Stokes:

/F-de = /rotA~de = / A-dy
S S a8

2w
= / (cost, 0, O)-(—sent,—cost, O)dt
0

2T o
1.2
= / —sentcost dt = 5cos”t
0 0

Il
o

o4
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