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Resolucao abreviada

1. Considere o conjunto
D:{(x,y,z)ER3:0§z§1—\/x2+y2;0§y§x}.

[3 val ] (a) Escreva uma expressdo para o volume de D como integrais iterados da

forma [ ([ ([ dz) dx) dy.

Resolugao:
O conjunto D é dado de forma equivalente por

D:{(x,y,z)€R3:0§z§1—\/x2+y2;(x,y)€R},

onde R é a regiao planar:

R:{(X,Y)ERziogygx;\/mgl}'

ou seja, analisando os cortes y igual constante de R:

2
R={(X,y)€R2:Oﬁyg%_;yﬁxéx/l—yz}-

Assim obtem-se a expressao para o volume de D:

[ ( I ( [ 1dz) dx) "

[3 val ] (b) Calcule a massa do sélido descrito por D, com densidade de massa dada
por o(x,y,z) = z.
Resolugao:
O sdlido D tem simetria cilindrica a volta do eixo Oz, motivando uma
mudanca de coordenadas para coordenadas cilindricas o, 6, z. O inter-
valo para 0 é: 0 < ¢ < 7. Os cortes 0 igual constante ndo dependem



[3 val ]

[2 val ]

de 0 e sdo dados por: 0 < p<1;0<z<1—p. Assima massa é dada

por:
T 1 1-p0
///O’ = / // zodzdodO
D

= / / (1—0)*0dodf
¢ 20 ¢ m
= — - — do = —.
/0 {2 3 * 4}0 96

2. Considere o campo vectorial G(x,y) = (—y + x>, x + y°) + Vi(x, y) onde
Y(x,y) = cos (™). Calcule o trabalho de G ao longo da fronteira do
quadrado {(x,y) € R?: |x| < 1;|y| < 1} percorrida no sentido anti-hordrio.

N~

Resolucao:

Pelo teorema fundamental dos integrais de trabalho, o trabalho do termo
Vi(x,y) é nulo, porque a fronteira C do quadrado é uma linha fechada.
Para calcular o trabalho do campo (—y + x3, x + y®), aplicamos o teorema
de Green ao quadrado Q. Assim o trabalho de G ao longo de C é dado por:

/G-dg = /( y+x3, x+y)'dg
c

A
_ //Q2_2voI2(Q) 8.

3. Sejam F(x,y,z) = (x,y,z+ 1),

5:{(X,y,z)€R3:z:l—x2—y2;y>0;z>0}
e seja n = (ny, np, n3) a normal a S, unitdria, tal que n; > 0.
(a) Calcule a area de S.
Resolugao: Seja g:]0,1[x]0, 7[— S a parametrizagdo dada por

g(0,0) = (ocosf, psend,1 — o).

Temos
9 9 €1 € €3
ai ag cosf)  sen —2¢ | = (20%cost,2¢°send), o) ,

—osenfl pcost) 0



ag

oo [ ([ Vi)

vo|2(5):/ <
o \Jo
(4 13/2 —1
:7r/ Q\/4Q2+1dQ:W[%} :5\/52 T
0 0
g ~

[3 val] (b) Calcule o fluxo [[ F - n pela definicdo.
%€ ¢

Resolugao: Note-se que a terceira componente da normal g_gg X 5%
positiva pelo que g é compativel com a orientacdo dada por n. Assim,

T 1 ag ag
[roa= ([ Fetoo: (5« %) ac) a
s 1
:/ (/ (ocosB, psend,2 — %) - (20° cos 0, 2¢0” sen b, o) dg) dé
0 0
T 1 1
:/ (/ (2Q3+2Q—Q3)dg)d9:77/ (0*+20) do
0 0 0

A 1
0 2 1 5w
WL‘—’_Q]O W<4+) 4

[3 val ] (c) Calcule o fluxo [ F - n usando o Teorema da Divergéncia.
Resolucao: Sejam T, e T, as seguintes superficies planas:

Ty:{(X,y,Z)E]R:y:O, 0<z<1—x2},
T.={(xy.2):2=0,y>0x+y* <1}
e seja D o sélido limitado por S, T, e T,. A normal untdria exterior a D

coincide com n nos pontos de S, pelo que a designamos também por n.

Aplicando oTeorema da Divergéncia, obtemos

/SF-n—i—/T F-n+/T F-n:/Ddiv(F):/D3
= ( [ ( / de) d9> @0

1 1— 02)21t
- 37r/ (1 - 0®)odo = —3r [ﬂ} _3
. 4 4

0



[3 val ]

Ora,

/TF.n:/T,E.(O,_LO):_/Ty:O
/ZF.n:/ZF.(o,o,—l)z—/z(z+1):—vo|2(rz):_g

portanto, concluimos que

3 5
/F-n:/div(F)—/ F-n—/ F.n:_ﬂ+f:_ﬂ_
s D T, a 4 2 4

y

4. Sejam D C R? um dominio regular e

f: D — R uma func3o de classe C?.Considere a superficie S C R* dada por
S={(x.y.z2) eR*: z=f(x,y); (x,y) € D}.

Prove o Teorema de Stokes para a superficie S e para um campo vectorial de
classe C!, F, da forma F = (Fy, F,0).

Sugestao: Use o Teorema de Green.

Resolucao: Uma vez que S é o grificode f: D — R, afungdo g: D — S
dada por

g(x.y) = (x,y, f(x,y))
€ uma parametrizacdo para S.

Da mesma forma, se v: | — R? é uma parametrizacio para 9D, a funcio

a: | = R3 dada por
a(t) = (v(t), F((t))

é uma parametrizagdo para 0S.

Temos
0F, OFy OF, 0F
t(F1, F2,0) = | — -
rot(F1, F2,0) < 0z "' 0z "' Ox 8)/)
O 0g | g oar|_(_of o
ox ~ Oy R ox' dy' ")’
0 1 &
y
: og ., dg||-1 (08 ., 98 4
Note-se que a terceira componente da normal n = [|7% x 3£ || . (a_i X 3—5> é

positiva. Portanto, percorrendo S do lado indicado por n, de forma a que S

4



fique a esquerda, a projecgcdo no plano z = 0 percorre a curva dD no plano
xQy de forma a que D fique a esquerda.

Assim,

//5 rot(Fi, F5,0) - n

// 0 OF OF OR\ (_Of 0f
D 0z' 0z Ox Oy ox' 0Oy’
[ (far onor or on
N 0z Ox 0z dy  Ox dy
0

— [ 55 by o) = 5 (il flx )
— Ry, fxy))de+ Falxyf(x,y)db,

aD

onde a ultima igualdade resulta da aplicacdo do Teorema de Green e 0D é
percorrido de forma a que D fique a esquerda.

Seja agora v: | — 0D uma parametrizacdo que percorre 0D de forma a que
D fique a esquerda e seja a: | — 9S como acima. Das observa¢Ges anteriores
acerca relacao entre os sentidos de v e «, concluimos que « tem a orientacao
induzida por n e

§ 7 da= [Fate): (20040, ot + So5) o
_ / (F(a(E)7i(t) + Fa(al£))r4(1)) dt
= ng Fi(x,y, f(x,y))dx + Fa(x,y, f(x,y))dy,

onde 0D é percorrido de forma a que D fique a esquerda.

// rot(Fy, F,0) - n:% F - da.
s os

Portanto ,



