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CAPITULO 1

Introducao

O objectivo destas notas é agrupar num tnico texto toda a matéria dada na cadeira de Combinatdria
e Teoria de Cddigos. O livro A Fisrt Course in Coding Theory de R. Hill [2] continua a ser uma
referéncia para esta cadeira, embora nao cubra todo o programa. A bibliografia minimal apresentada
no final destas notas permite cobrir o programa completo (e muito mais!) assim como rever algumas
nocoes de Algebra necessarias, que os alunos ja terao aprendido.

1. Primeiros exemplos e definicoes

Consideremos a seguinte situacao: fulano X estd perdido no meio de uma floresta mas estd em
contacto com fulano Y que consegue saber onde estd X e qual o caminho que este deve tomar. A
mensagem que Y gostaria de transmitir a X consiste numa sequéncia dos simbolos N (Norte), S
(Sul), E (Este) e W (Oeste), no entanto o canal de transmissao entre Y e X apenas permite usar
dois simbolos. Trata-se portanto de codificar os quatro pontos cardeais através de um cdédigo bindrio.
Podemos escolher varios tipos de cédigo.

Exemplo 1.1. Seja C7 = {0,1,00,11} e consideremos a correspondéncia
N —0 S—1 E — 00 W —11 (1.1)

O conjunto Cy diz-se um cddigo bindrio (em dois simbolos) e a aplicagao entre {N,S, E, W} e Cy
definida por (1.1) diz-se uma funcao de codifica¢do. Neste exemplo o cédigo nao é unicamente
decifrdvel pois a mensagem 00 tanto pode significar NN ou F.

Exemplo 1.2. Consideremos agora o cédigo Co = {0,01,011,0111} e a correspondéncia
N —0 S — 01 E — 011 W — 0111 (1.2)

Neste caso o cédigo é unicamente decifravel, mas nao é instantdneo pois é preciso esperar pela
préxima palavra, ou pelo fim da mensagem, para se conseguir interpretar cada palavra.

Exemplo 1.3. Consideremos ainda um terceiro cédigo Cs = {0, 10,110, 1110} e a correspondéncia
N =0 S — 10 E — 110 W — 1110 (1.3)

Neste caso o cédigo é unicamente decifravel e instantdneo — uma palavra acaba quando se recebe o
simbolo 0.

Exemplo 1.4. Consideremos ainda um quarto cédigo Cy = {00,01, 10,11} e a correspondéncia
N — 00 S — 01 E — 10 W —11 (1.4)

Trata-se de um cédigo unicamente decifravel e instantaneo, pois todas as palavras tém o mesmo
comprimento. Neste caso Cy diz-se um cddigo uniforme.
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2 1. Introducao

Exemplo 1.5. Para finalizar estes exemplos, consideremos o ultimo cédigo C5 = {000,011, 101, 110}
e a correspondeéncia
N — 000 S — 011 E — 101 W — 110 (1.5)

Tal como no exemplo anterior, C5 é um cédigo uniforme.

Nesta cadeira iremos considerar apenas cédigos uniformes, como os dos Exemplos 1.4 e 1.5. Entre
estes, qual o melhor cédigo, Cy ou C5?7 A resposta depende naturalmente do sentido que se der a
“melhor”. Mas, mesmo sem especificar esse sentido, ja podemos comparar Cy e C5 nos seguintes
aspectos:

e (y é um codigo de comprimento menor do que C5, portanto é mais rapido transmitir uma
mensagem usando Cjy.

e C4 é o conjunto de todas as palavras bindrias de comprimento 2 (i.e., Cy = (Z2)?), portanto
qualquer palavra recebida é uma palavra de cédigo e, por isso, Cy nao permite detectar erros
que ocorram durante a transmissdo. Por outro lado, C5 # (Z2)? e portanto Cs vai permitir
detectar alguns erros. Mas serd possivel corrigi-los?

A situagao geral considerada em Teoria de Codigos pode ser esquematizada na seguinte figura:

canal de
mensagem | codificagao mensagem | transmissao _| mensagem descodificagao mensagem
original codificada recebida descodificada

As mensagens codificada e recebida sdo ambas formadas por sequéncias de simbolos do mesmo
alfabeto. O canal de transmissao podera ter ruido, de modo que a mensagem recebida podera
conter erros ou simbolos apagados e nao sera igual a mensagem enviada. O objectivo é estudar
codigos tendo em conta certas caracteristicas como a rapidez de transmissao, facilidade e eficiéncia
de codificar e descodificar, capacidades detectoras e correctoras de erros, etc.

Comecemos entao por definir os termos ja usados na discussao anterior.

Definicao 1.6. e Um alfabeto é um conjunto finito de simbolos A, = {a1,...,aq}.
e Uma palavra é uma sequéncia finita de elementos do alfabeto A,.
e Um cddigo q-drio é um conjunto finito de palavras sobre um alfabeto de g elementos.
e Se todas as palavras do cédigo C' tém o mesmo comprimento n, i.e. se C C Ay, entao C diz-se
um cddigo uniforme.

Notacao 1.7. Um cédigo (n, M), significa um cédigo uniforme g-ario com M palavras de com-
primento n. Também usamos (n, M) para denotar o mesmo tipo de c6digos quando o nimero de
simbolos ¢ esta subentendido.

Defini¢ao 1.8. Um esquema de codificagio é um par (C, f) onde
e (' é um cédigo,
e f:S — (C é uma aplicacao injectiva, chamada funcao de codificacdo,
e S diz-se o alfabeto fonte.

O alfabeto fonte pode ou nao ser o mesmo do cédigo C. Em todos os exemplos anteriores, o conjunto
{N,S,E,W} é o alfabeto fonte e o alfabeto do cédigo é {0,1}. As correspondéncias (1.1) a (1.5)
definem fungoes de codificacao.

Um alfabeto pode ser qualquer conjunto finito de simbolos & nossa escolha. O conjunto das le-
tras {a,b,c,...,x,y, 2} é naturalmente um alfabeto, e o conjunto de todas as palavras portuguesas
formam um cédigo que nao é uniforme.

Os anéis Zy, = Z/{m) (com m > 2 um numero inteiro) sdo também alfabetos. No caso particular
de Zy = {0,1}, o cédigo diz-se bindrio, e se o alfabeto é Zs = {0,1,2}, o cédigo diz-se ternario.
Note-se que Zg e Zz tém uma estrutura de corpo. Os cédigos lineares (Capitulo 4) sdo uma classe
de cédigos cujos alfabetos sao corpos finitos (estes serdo definidos/revistos no Capitulo 3).
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A partir de agora, iremos condiderar apenas c6digos uniformes, assim “cédigo” significard sempre
“codigo uniforme”.

Exemplo 1.9. Fixemos um alfabeto .4, de ¢ elementos, por exemplo, A, = Z,. O cddigo de
repeticao q-drio de comprimento n é o conjunto formado por ¢ palavras em que os simbolos de
cada palavra sao todos iguais. Concretamente, {0000,1111} é o cédigo de repeticao bindrio de
comprimento 4 e tem parametros (4, 2), {000, 111,222, 333,444} é o c6digo de repeticao quinquendrio
de comprimento 3 e tem parametros (3,5), etc. Em geral, os pardametros (ver Notagao 1.7) de um
codigo de repeticao g-drio de comprimento n séo (n,q).

Exemplo 1.10. Os parametros de um c6digo nao o definem univocamente. Seja C; = {0000,1111}
o cbdigo de repeticao bindrio e seja Cy = {1010,0101}. Estes dois c6digos tém parametros (4, 2),
mas C1 # Cs.

2. Canal de transmissao

Definigao 1.11. Um canal de transmissao consiste num alfabeto A, = {a1,as, ..., a4} € nas proba-
bilidades de canal P(recebido a; | enviado a;), parai,j € {1,...,q}, verificando a seguinte condi¢ao

P(recebido a; | enviado a;) =1 , para cada i fixo.

q
=1

J

Para simplificar a notacao, por vezes escrevemos P(a;|a;) para denotar a probabilidade condicionada
P(recebido a; | enviado a;), e indicamos as probabilidades do canal através de um grafo onde cada
seta representa uma das probabilidades condicionais da definicao

P(ajlai)

a; —————> 0y
Vamos agora considerar varios exemplos.

Um canal de transmissao bindrio (¢ = 2) é definido pelos dois valores pg = P(1|0) (a probabilidade
de troca do simbolo 0) e p; = P(0|1) (a probabilidade de troca do simbolo 1), e pode ser representado
pelo seguinte esquema

1= =

1-p1
onde o nuiimero em cada seta é a probabilidade do simbolo da ponta da seta ser recebido dado que
o simbolo da cauda da seta foi enviado. Portanto, neste exemplo, P(0|0) = 1 — po, P(1]0) = po,
P(O1) = py e P(1]1) = 1 —p1.
Se pg = p1, obtém-se um canal bindrio simétrico, um caso particular que iremos usar bastante no
resto destas notas. Neste caso, o nimero p := pg = p1 diz-se a probabilidade de troca de simbolos.

Para ¢ = 3, temos o caso particular de um canal simetrico terndrio com probabilidade de troca
p €]0, 1] definido pelo esquema

1-2p
0 5 0
p
1 1
2 2 2

onde as setas diagonais tém todas probabilidade p e, portanto, as setas horizontais tém probabilidade
1 — 2p (a figura acima esta incompleta), ou seja, P(ajla;) = p se j # i, e P(a;la;) =1 — 2p.
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Observacao 1.12. Uma vez que, para cada simbolo a; € A, enviado, se tem 23:1 P(ajla;) = 1,
basta definir as probabilidades P(a;|a;) para i # j. Ou seja, na representacao esquemadtica, basta
definir as probabilidades das setas diagonais.

Outro exemplo interessante é o canal bindrio de apagamento definido por
0 1-po—qo 0

q0

q1

1
l1-pi—q1

i.e., para além de cada simbolo do alfabeto Ay = {0,1} poder ser trocado durante a transmissao,
pode ainda ser apagado, o que corresponde a ser enviado para o novo simbolo ‘7. E equivalente a
usar o alfabeto {0, 1,7} em que o simbolo de apagamento ‘?” nao é usado em nenhuma palavra de
codigo.

Observagao 1.13. Nestas notas assumimos sempre que o canal de transmissao é sem memoria.
Por definicao, isto quer dizer que a transmissao de cada simbolo ¢ independente das transmissoes
anteriores, de modo a se verificar a seguinte igualdade

n
P(recebido y | enviado z) = H P(yi|zi) , (1.6)
i=1
onde z = (z1,x2,...,2,) € C é uma palavra de codigo e y = (y1,Y2,...,Yn) € Ay é uma palavra
arbitraria.

3. Descodificacao

Fixemos um cddigo g-drio C' de comprimento n, isto é, C C Ay onde A, é um alfabeto com ¢
simbolos.

Um meétodo de descodificagio é uma correspondéncia entre palavras de Ay (vistas como as palavras
recebidas) e palavras do cédigo C. Caso esta correspondéncia nao esteja definida em todas as
palavras de Ay, a descodificagao diz-se incompleta. Nesta secgao vamos considerar dois métodos de
descodificacao.

Definigao 1.14. Descodificagao por mdzima verosimilhanga: recebido y € Ay, procurar ' € C tal
que
P(recebido y | enviado 2) = maéc{P(recebido y | enviado )} .
xe

Como C é finito, o conjunto {P(recebido y|enviado ) : = € C'} também é finito e, portanto, o
maximo na definicdo anterior existe sempre, embora possa nao ser tinico.

Exemplo 1.15. Seja C' = {110, 111} e considere-se um canal bindrio simétrico com probabilidade de
troca p = 0,03. Suponhamos que recebemos a palavra 011. Como 011 ¢ C', sabemos que ocorreram
erros durante a transmissao. Vamos usar o método de descodificagao por maxima verosimilhanca.

P(011 recebida | 110 enviada) = P(0|1)P(1|1)P(1]0)

=p(1 —p)p = (0,03)% x 0,97 = 0,000873
P(011 recebida | 111 enviada) = P(0| 1)P(1|0)?

=p(1—p)2=0,03 x (0,97)% = 0,028227

Como a ultima probabilidade é maior, concluimos que 111 é a palavra de cédigo que provavelmente
foi enviada, portanto descodificamos 011 por 111. Note-se que, no primeiro passo no calculo de cada
uma das probabilidades, usou-se a igualdade (1.6).
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Exemplo 1.16. Consideremos a mesma situacdo do exemplo anterior, mudando apenas o cédigo
para C' = {010,111}. Continuamos a ter um canal simétrico bindrio e a mesma palavra recebida
011.

P(011 recebida | 010 enviada) = P(0|0)P(1]|1)P(1]0)
=(1-p)%p
P(011 recebida | 111 enviada) = P(0|1)P(1|1)?

= p(1 —p)*

Como as duas probabilidades sao iguais (e nem dependem do valor de p), o método de descodificagao
por maxima verosimilhanca nao nos permite tirar conclustes acerca de qual a palavra enviada
com maior probabilidade. Temos entao duas alternativas. Ou optamos por uma descodificagao
incompleta, o que quer dizer que nao descoficamos a palavra recebida 011; ou escolhemos uma
das palavra de cédigo para descodificar 011 sempre que esta seja recebida. Neste ultimo caso, se
decidirmos descodificar 011 por 010, por exemplo, da proxima vez que 011 for recebida, teremos que
descodificd-la novamente pela mesma palavra 010 € C.

Ha esquemas de decisao ou descodificagao que nao envolvem probabilidades, mas usam uma nocao
de proximidade.

Definicao 1.17. Sejam z,y € Aj. Define-se a distancia de Hamming entre as palavras x e y por
d(z,y) = #{i : i #yi} .

Ou seja, d(z,y) é o nimero de coordenadas em que z e y diferem, ou ainda, d(z,y) é o nimero
minimo de trocas de simbolos necessdrias para obter y a partir de z. Por exemplo, d(00,01) =1 e
d(111000,112012) = 3.

Exemplo 1.18. Considere-se o alfabeto Ay = {1,2,3,4} e sejam x = 1234, y = 2341 e z = 1243.
Entao

Definicao 1.19. Seja C' um cédigo contendo pelo menos duas palavras. Define-se a distancia

minima de C por
d(C) = min{d(z,y) : z,y € C,x #y} .

Este parametro d(C) vai ter bastante importancia quando discutirmos as capacidades de detecgao
e correcgao de um cédigo C.

Notagao 1.20. Se C' é um cédigo g-ario com M palavras de comprimento n e distancia minima
d(C) = d, dizemos que C é um cédigo (n, M, d),. Os ntimeros n, M e d dizem-se os pardmetros de

C.

Exemplo 1.21. Consideremos o cédigo C5 = {000,011,101,110} definido no Exemplo 1.5. A
distancia entre 000 € C5 e qualquer outra palavra (de comprimento 3, claro) é o nimero de simbolos
nao nulos nessa palavra, portanto d(000, z) = 2 para qualquer x € C'\ {000}. Calculando a distancia
entre os restantes pares de palavras de cédigo:

d(011,101) = 2, d(011,110) = 2, d(101,110) = 2,
conclui-se que d(C5) = 2 e portanto (3,4, 2)2 sdo os parametros deste cédigo.

Exemplo 1.22. A distancia mimina de um cédigo de repetigao g-ario C' (definido no Exemplo 1.9)
¢ o comprimento n das palavras, portanto (n,q,n), sdo os parametros de C.

Proposicao 1.23. A distancia de Hamming é uma métrica, i.e., verifica as sequintes propriedades:

(i) d(z,y) >0 Vz,yec Ay,
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(it) d(z,y) =0 &z =y,
(iii) simetria: d(z,y) = d(y,z) Vz,y € Ay,
(iv) desigualdade triangular: d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) Va,y,2 € A}.

Estas propriedades sao consequéncia directa da definicao de distancia de Hamming, por isso deixa-
mos a sua demonstragdo como exercicio.

Definigao 1.24. Descodificagio por distancia minima: recebida a palavra y € Ay, procurar el
tal que

d(2',y) = min{d(z,y) : x € C} ,
ou seja, descodificamos y pela palavra de cédigo mais proxima.

Tal como no caso da descodifica¢ao por maxima verosimilhanga, por C' ser finito, o conjunto {d(z,y) :
x € C'} também é finito e 0 minimo na definigao anterior existe sempre, embora possa nao ser inico.

Exemplo 1.25. Consideremos o cédigo bindrio C' = {0010,0101,1010,1110} e suponhamos que
recebemos a palavra 0100. Como

d(0100,0010) = 2 ,
d(0100,0101) = 1 ,
d(0100, 1010) = 3

d(0100,1110) = 3,

usando o método de descodificagao por distancia minima, descodificamos 0100 por 0101.

)

Exemplo 1.26. Seja C' = {0000, 1111} o cédigo de repetigao de comprimento 4 e consideremos um
canal de transmissao binario simétrico com propabilidade de troca p = i. Pretende-se descodificar
a palavra recebida y = 0010 pelo dois métodos definidos.

Descodificagao por maxima verosimilhanca: Temos de calcular as probabilidades condicionadas
P(recebido y | enviado z) para x € C. Otém-se

P(recebido y | enviado 0000) = (1 — p)3p =
P(recebido y | enviado 1111) = p3(1 — p) =

3 e (1.7)
=

3

41, descodificamos

pois y difere de 0000 em apenas um simbolo e difere de 1111 em trés. Como i—i >
y por 0000.

Descodificacao por distancia minima: Temos de calcular as distdncias entre y e cada uma das
palavras do codigo C'. Obtém-se

d(y,0000) =1 e d(y,1111) =3,

portanto descodificamos y por 0000, a mesma que se obteve pelo outro método. Nao se trata de
uma coincidéncia uma vez que as probabilidades calculadas em (1.7) apenas dependem no nimero
de coordenadas em que x e y diferem, i.e., da distancia d(z,y).

Teorema 1.27. Para um canal simétrico bindrio com probabilidade de troca p < % 0s esquemas de
descodificacdo por mdxima verosimilhanca e por distancia minima coincidem.

4. Correccao e deteccao de erros

Seja C' = {000,111} o cédigo de repeticao binario de comprimento 3. Se usarmos a descodificagao
por distancia minima, cada palavra em A3 é descodificada de acordo com a seguinte tabela

recebido ‘ descodificado por

000 000
100,010, 001 000
011,101,110 111

111 111
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Caso 1: Se 000 (ou 111) é a palavra enviada e ocorrem erros de transmissao em uma ou duas
coordenadas, a palavra recebida y contém exactamente um ou dois simbolos 1. Embora nao tenhamos
informagao para corrigir o erro (admitindo que nao conhecemos a palavra enviada), podemos ainda
concluir que ocorreram erros pois y nao pertence ao cédigo. Dizemos que C' detecta até dois erros.

Caso 2: Se a palavra enviada foi 000 e ocorreu um erro na transmissao de um dos simbolos, a
palavra recebida foi uma das da segunda linha da tabela, portanto é descodificada correctamente
por ela prépria. Ou seja, o erro foi corrigido. Analogamente para o caso de ocorrer um erro numa
das coordenadas de 111. Caso ocorram dois erros na transmissao de 000, a palavra recebida é
descodificada por 111 (terceira linha da tabela). Dizemos que C' corrige um erro, mas nao corrige
dois.

Definigao 1.28. Seja C' um cbédigo e sejam s e t niimeros inteiros positivos.

e Diz-se que C detecta s erros se e s6 se, quando ocorrem S erros ou menos, a palavra obtida nao
pertence ao codigo C.

e Diz-se que C corrige t erros se e s6 se o método de descodificagao por distancia minima corrige
t, ou menos, erros.

Em particular, “corrigir” quer dizer que hé unicidade de minimo na definicao de descodificacao, i.e.,
esta-se a usar um método de descodificacao incompleta em que nao se descodifica a palavra recebida
em caso de “empate”.

Teorema 1.29. Seja C um cddigo com distancia minima d(C). Entao

(a) C detecta s erros se e sé se d(C) > s+ 1;
(b) C corrige t erros se e sé se d(C') > 2t + 1.

Dem. (a) Suponhamos que d(C) > s+ 1. Seja x € C a palavra enviada e suponhamos que ocorrem
no maximo § erros na transmissao e y # x é a palavra recebida. Portanto 0 < d(z,y) < s. Como
0 <d(z,y) < d(C), conclui-se que y & C e os s erros sao detectados.

Reciprocamente, se d(C') < s, entao existem palavras x,y € C tais que d(z,y) = d(C) < s. Logo é
possivel x ser a palavra enviada, ocorrerem d(C) erros e recebermos a palavra y. Como y € C, estes
erros nao sao detectados.

(b)(«+=) Suponhamos que d(C) > 2t + 1. Seja x € C' a palavra enviada e suponhamos que ocorrem
t erros na transmissao e y # x é a palavra recebida. Portanto 0 < d(z,y) < t. Para qualquer ¢ € C,
com ¢ # x, temos

d(z,¢) < d(z,y) + d(y, )
logo
d(y,c) > d(z,c) —d(z,y) >d(C) —t>2t+1—-t=t+1>d(z,y) ,
e assim, usando o método de descodificagao por distancia minima, y é descodificada correctamente
por .

(b)(=>) Seja C um c6digo que corrige t erros e suponhamos que d(C) < 2¢. Entao existem z, 2’ € C
tais que d(z,2’) = d(C) < 2t. Seja x a palavra enviada e seja y a palavra recebida com ¢ erros, ou
menos, durante a transmissao. Queremos ver que ou y é descodificada erradamente por 2/, ou existe
outra palavra de cédigo z € C, z # x, tal que d(y,z) = d(y, z) (i.e. ndo hé unicidade de minimo).

Se d(z,2’) < t + 1, entdo podiamos ter y = 2’ pois ocorreriam ¢ erros no maximo, e estes erros nem
seriam detectados porque x’ € C. Isto contradiz a hipdtese de C' corrigir ¢ erros, portanto podemos
assumir que d(z,z') >t + 1.

Sem perda de generalidade, podemos também assumir que x e x’ diferem precisamente nas primeiras
d = d(C) coordenadas, com t + 1 < d < 2¢t. Seja

Y=L TyTepl o TdTdel o Tn -
N——

como z’ como z como z e z’
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Entao as trés chavetas contém ¢, d —t e n — d coordenadas, repectivamente, e
d(y,2')=d -t <t=d(y,x) .

H4 dois casos a considerar. Ou d(y,2’') < d(y,z) e y é descodificada incorrectamente por z’. Ou
d(y,z") = d(y, ) e ndo podemos decidir entre x e 2’ na descodifica¢ao por distancia minima. O

Corolério 1.30. Seja C um cédigo de distancia minima d(C) = d. Entao C detecta precisamente

d — 1 erros, ou corrige precisamente {2J erros.

Uma vez que a distancia de Hamming ¢ uma métrica, podemos definir bolas em Aj. A bola de
centro x e raio t é o conjunto

By(x) ={y € Ay : d(y,x) <t} C A7 .

No Teorema 1.29 provdmos que, se d(C) = 2t + 1, entdo quaisquer duas bolas de raio ¢ e centro
em palavras de codigo sao disjuntas duas a duas. Assim, se soubermos que ocorrem no maximo
t erros de transmissdo e y é a palavra recebida, entao existe um tdnico z € C tal que y € By(z),
nomeadamente, a palavra enviada.

Iremos voltar a usar esta nocao de bola no Capitulo 2.

5. Probabilidade de descodificacao (in)correcta

A probabilidade de erro na descodificacao associada a um cédigo C, de parametros (n, M, d),, é
definida por

P...(C) = Z P(erro | ¢ enviado) P(c enviado) . (1.8)
ceC

Naturalmente, precisamos das probabilidades P(c enviado). Estas probabilidades definem a dis-
tribuicao de entrada e ndo dependem de C', mas sim da situag@o concreta em que o cédigo é usado.

A probabilidade condicionada P(erro |c enviado) que ocorre na definigdo (1.8) denota a probabili-
dade da palavra enviada c ser descodificada com erro, ou seja, descodificada por uma outra palavra
de cédigo qualquer diferente de c. Estas probabilidades condicionadas dependem do canal de trans-
missao usado e também podem depender da palavra ¢ € C.

Exemplo 1.31. Consideremos novamente o codigo bindrio de repeticao de comprimento trés, C' =
{000,111}, e um canal de transmissao simétrico bindrio com probabilidade de troca p. Para uma
distribuicao de entrada qualquer, sabemos apenas que

P(000 enviado) + P(111 enviado) =1 .

Calculemos agora as probabilidades de erro condicionadas. Se 000 é a palavra enviada, a descodi-
ficagao € incorrecta se ocorrerem erros de transmissao em pelo menos dois simbolos, portanto

P(erro | 000 enviado) = P(recebido 110,101,110 ou 111|000 enviado)
=3p°(1—p)+p° .
Analogamente
P(erro | 111 enviado) = P(recebido 001,010,100 ou 000|111 enviado)
=3p*(1-p) +p°.

Neste caso (e nao é por acaso) as probabilidades P(erro | ¢ enviado) nao dependem de ¢ € C. A
probabilidade de descodificagao incorrecta é entao dada por

P (C) = (3p%(1 — p) +p3)(P(000 enviado) + P(111 enviado)) = 3p%(1 —p) +p° =3p* — 2p° .
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Quando P(erro | ¢ enviado) nao depende de ¢ € C, independentemente da distribuigao de entrada,
a férmula (1.8) simplifica-se para

P.,.(C) = P(erro | ¢ enviado)
escolhendo uma palavra de cédigo ¢ qualquer. No ambito desta cadeira, assumir esta condi¢ao nao é

uma grande restri¢ao, pois os c6digos lineares satisfazem-na e sao estes os cédigos que iremos estudar
a partir do Capitulo 4.

A probabilidade de descodificagao correcta é o “complementar” de P.,.-(C), ou seja,
PCOT’I‘(C) =1- Per’r(c) .
Esta probabilidade também pode ser definida directamente (e por analogia com (1.8)) por
P.orr(C) = Z P(descodificagao correcta | ¢ enviado) P(c enviado) . (1.9)
ceC

Exemplo 1.32. Considere a mesma situagao do Exemplo 1.31: c6digo de repeticao C' = {000,111}
e canal de transmissdo bindrio simétrico com probabilidade de troca p. Vamos calcular P,..(C)
calculando primeiro P, (C) através de (1.9).

Se 000 é a palavra enviada, a descodificagao é correcta se ocorrer no maximo um erro de transmissao,
portanto

P(descodificagao correcta | 000 enviado) = P(recebido 100,010,001 ou 000 | 000 enviado)
=3p(1—p)*+ (1 —p)°.
Analogamente
P(descodificagao correcta | 111 enviado) = P(recebido 110,101,011 ou 111|111 enviado)
=3p(1—p)*+(1—p)°.
A probabilidade de descodificacdo correcta é entao dada por
Peorr(C) = (3p(1 — p)* + (1 — p)®) (P(000 enviado) + P(111 enviado))
=3p(1-p)’+(1—-p)°=01-p°2p+1),
e portanto
Perr(C) =1 = Peorr(C) = 1= (1= p)*(2p + 1) = 3p” — 2p° ,
que coincide com o resultado obtido no Exemplo 1.31.

Exercicios

1.1. Na palavra binaria
011110000007001110000700110011001010111000000000701110

codificou-se uma data. O sistema utilizado consistiu em escrevé-la primeiro na forma de 6
digitos decimais seguidos (por exemplo, 290296 quer dizer 29 de Fevereiro de 1996) e passar
esse nimero para a base 2 (no exemplo acima 290296 transforma-se em 1000110110111111000)
e em seguida codificar de acordo com a regra

{0,1}> — € € {0,1}°
00 +— 000000
01 — 001110
10 — 111000
11— 110011

Na palavra recebida ha 3 bits que nao se conhecem (foram apagados) e possivelmente outros
que estao trocados.
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1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

(a) Encontre os 3 bits apagados.

(b) Quantos bits e em que posigoes estao errados?

(c) De que data se trata?

(d) Repetir o problema trocando os bits das posi¢oes 15 e 16, comegando a contar da esquerda.
(Nota: “trocar um bit na posigao i” quer dizer “subtituir um 1 por um 0, e vice-versa, na
posigao i”.)

Considere o cédigo bindrio C' = {01101,00011,10110,11000}. Usando descodificagao por dis-

tancia minima, descodifique as seguintes palavras recebidas:

(a) 00000;

(b) 01111;

(c) 01101;

(d) 11001.

Considere um canal bindrio com probabilidades de troca de simbolos
P(recebido 1| enviado 0) =0, 3 e P(recebido 1| enviado 0) = 0,2 .

Se for usado o cédigo binario {000,100,111} para enviar uma mensagem através desse canal,
descodifique, usando maxima verosimilhancga, as palavras recebidas:

(a) 010;

(b) 011;

(c) 001.

Prove o Teorema 1.27, ou seja, prove que, para um canal de transmissao binédrio e simétrico,
com probabilidade de troca p < %, os métodos de descodificagao por distancia minima e por
maxima verosimilhanca coincidem.

Quais as capacidades de correcgao e deteccao simultaneas de erros de um cédigo de distancia
minima d? Dé exemplos ilustrativos.

O que se podera fazer e dizer quanto as capacidades correctoras de erros de apagamento e
de erros de troca e de apagamento simultaneamente de um codigo de distancia minima d?
Estabeleca conjecturas e teoremas, experimente-os e demonstre-os. Dé exemplos ilustrativos.

(Um Cédigo de HAMMING) Codifica-se um vector mensagem de 4 componentes binarias
m = mimomamy, com m; € {0,1}, numa palavra de cédigo com 7 componentes binérias
¢ = cicacscacsceer, com ¢ € {0, 1}, definidas por
€3 =m1 Cs =Mm2 Ce =m3 Cr =My

e as restantes componentes escolhidas

c4 tal que o = ¢4 + ¢5 + ¢cg + ¢7 seja par

co tal que B = co + c3 + cg + c7 seja par

c1 tal que v = ¢ + ¢3 + ¢5 + ¢7 seja par.
Verifique que com este esquema de codificagdo se constréi um cédigo que permite corrigir um

erro em qualquer posigao.
Recebido um vector x = z1x0x324252627, calculam-se

=14+ x5+ T+ X7
B =1z2+ 23+ 16 + 7 mod 2 ;
Y=x1+x3+ x5+ T7
a7y representa em bindrio a componente j onde se deu o erro. Se afy = 000 assume-se que

nao ha erro.
Estude este exemplo com cuidado.



CAPITULO 2

O Problema Principal
da Teoria de Cdédigos

1. Enunciado do problema e alguns resultados

Seja C' um cédigo g-ario (n, M, d). Define-se taza de transmissao de C por

e = )

e define-se taza de correc¢ao de erros' por

Exemplo 2.1. Dois casos extremos.

e Para o c6digo bindrio de repetigdo de comprimento n, que tem parametros (n,2,n),

R(e)_ @ 1

n n
Se n =2t + 1, o cédigo corrige t erros (pelo Teorema 1.29) e

t t 1
(0)=—=—— — = dot — .
(C) el Yo 5 quando 00

(2.1)

Por palavras, com n grande, C corrige “quase” metade dos erros. No entanto, a taxa de
) M )

transmissao é muito baixa — C' apenas contém duas plavaras!

e Com C = Z%, um cbdigo de parametros (n,2",1),

log, (2™ n
R(C):an( >:n:1

¢ a maxima taxa de transmiss@o possivel mas, como d = 1, §(C) = 0 é minimal

Os trés parametros n, M e d de um cédigo estao relacinados. Nao é possivel ter um codigo “ideal”
com M grande (mais mensagens) e d grande (correcgdo de mais erros) e n pequeno (taxas de

transmissao maiores).

lEsta é uma nocao que varia de autor para autor. Nestas notas optou-se por esta defini¢cdo, mas serd muito pouco usada.
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Problema Principal na Teoria de Cdédigos: Para g, n e d fixos, determinar
Aq(n,d) :=max{M : 3 cddigo ¢-ario (n,M,d)} .

Ou seja, trata-se de determinar o maior nimero de palavras possivel que um cédigo
g-ario de comprimento n e distdncia minima d pode conter.

Na continuacao do exemplo anterior, podemos deduzir o seguinte resultado.

Proposigao 2.2. Para n > 1 verifica-se
o Ay(n,1) =q",
o Ay(n,n)=qe
o Ay(n,d) <q" para 1 <d<n.

Dem. No primeiro caso, como d = 1, todas as palavras sao diferentes. O cédigo C = Ay tem
¢" palavras e distancia minima 1, logo A4(n,1) > ¢". Qualquer outro cédigo de comprimento n é
subconjunto deste, logo A,4(n,1) < ¢".

No segundo caso, como d = n, cada palavra tem um simbolo diferente em cada posi¢ao (ou coorde-
nada) fixa, logo Aq(n,n) < #A, = ¢q. Por outro lado, o cédigo de repeti¢ao g-ario de comprimento
n tem ¢ palavars, logo Aq(n,n) > q.

No terceiro caso, basta notar que qualquer cédigo C' de comprimento n contendo pelo menos duas
palavras? tem distancia minima 1 < d < n e é subconjunto de Aj. Portanto #C < ¢", tal como no
primeiro caso. O

Para parametros n e d arbitrarios, determinar A,(n,d) é um problema extremamente dificil, e
conhecem-se poucos resultados concretos. Para sistematizar a procura e construgao de codigos,
introduz-se uma nocao de equivaléncia.

Definigao 2.3. Seja C' um cédigo g-drio (n, M,d). C" diz-se um cddigo equivalente a C se é obtido
de C' através da aplicacao sucessiva das seguintes operagoes:

(i) permutar a ordem das coordenadas de todas as palavros do cddigo, i.e., substituir todo o
c=c1y+ - Cp € C POT Cy(1)Cq(2) " * " Co(n), ONde 0 € uma permutacao dos indices {1,2,...,n};

(ii) permutar os simbolos de todas as palavras na coordenada i (fixa), mais precisamente, substituir
todo 0 ¢ = cica-- - ¢, € C por wi(c1)ma(c2) - Tn(cy), onde mq, o, ..., T, sdo permutagoes do
alfabeto A,.

Recorde que uma permutagao de um conjunto finito X é apenas uma aplicacao bijectiva de X em

X. Assim, as permutagoes o e 71, ..., T, na definicao anterior sao aplicacoes bijectivas da forma
o:{l,....,n} —{1,...,n} ou it Ag — Aq .
No caso de uma permutacao o do conjunto {1,2,...,n}, também escremos

(1 2 ... n
7T \e) 0@ o a(n)
Por exemplo, o = denota a permutagao definida por o(1) = 2, 0(2) = 3,

03)=1,0(4)=4,0(5)=6e

Exemplo 2.4. Os c6digos bindrios C, = {000,111}, Cy = {001,110} e C3 = {100,011} s@o todos
equivalentes porque:

4 5 6
4 6 5
0(6) =5 — consultar [1] para uma revisao mais aprofundada.

e (U5 é obtido de (' trocando os simbolos 0 e 1 do alfabeto na terceira coordenada, i.e., na notagao
da Definigao 2.3, aplicou-se a operacao (ii) com 73 dada por m3(0) =1 e m3(1) = 0;

2Recorde que a distancia minima de um cédigo C s6 foi definida se #C > 2.
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e (3 é obtido de Cs trocando a primeira e a terceira coordenadas das palavras de cédigo, i.e.,

aplicou-se a operacao (i) da Definicao 2.3 com o = (; 3 i))

Lema 2.5. (a) Qualquer cédigo de comprimento n com alfabeto Zq € equivalente a um cédigo con-
tendo a palavra 0 =00---0 € Ly -

(b) Dados dois cddigos C e C' de parametros (n,M,d)q e (n',M',d")y, respectivamente, se C e C’
sao equivalentes, entao ¢ =¢, n=n', M =M ed=d'.

Dem. (a) Aplicar permutagoes de simbolos de modo a uma palavra do cédigo inicial previamente
fixa se transformar em 0. Rigorosamente, fixar ¢ = cico - - - ¢, € C. Escolher permutagoes 71, ..., T,
do alfabeto Z, tais que m;(c;) = 0. Definir C' = {m1(z1) -+ mp(xp) : 21z, € C}. Portanto C’ é
equivalente a C' e, por construcao, 0 = 7 (c1) - - - m,(cn) € C'.
(b) Directamente da Defini¢ao 2.3, tem-se ¢ = ¢', n =n' e M = M’. Sé falta ver que d = d'.
Trocar a ordem das coordenadas (operacgao (i)) ndo altera a distancia entre palavras. Analisemos
agora a operagao (ii). Sejam x =z -+ -z, ey = y1 - - - Y, duas palavras do cédigo C. Se x; = y; entao
mi(x;) = mi(y;) e se x; # y; entao m;(x;) # mi(y;), porque 7; é uma aplicagao bijectiva. Portanto
d(il}, y) - d(T(l(.’IJl) o '7T'fl<xn)7 Wl(yl) T Wn(yn))
e conclui-se que d = d'. O
Exemplo 2.6. Vamos provar que A2(5,3) = 4. (Em [2] prova-se também que, a menos de
equivaléncia, existe um dnico cédigo binario (5,4, 3).)
1° passo: Mostrar que As(4,3) = 2.
Seja C' um c6digo (4, M, 3) bindrio. Sem perda de generalidade, como consequéncia do Lema 2.5,
podemos assumir que 0 € C. Como d(C) = 3 entdo d(x,0) > 3 para todo o z € C \ {0}, ou
seja, qualquer palavra de cdédigo x nao nula tem pelo menos trés simbolos 1, ou seja, x € X =
{1110,1101,1011,0111,1111}. Para quaisquer duas palavras distintas y, z € X, tem-se
1, sey= Touz=1
d = ’ - S
(v, 2) {2, sey#lez#1
em ambos os casos verifica-se que d(y, z) < 3 = d(C), portanto C' contém no méximo uma palavra

de X, ou seja, C' tem no maximo duas palavras. Como C' é um cédigo (4, M, 3)9 arbitrario, provou-se
que As(4,3) < 2.

Por outro lado C' = {0000, 1110} é um c6digo binério de parametros (4,2, 3).
2° passo: Mostar que As(5,3) = 4.
Seja C um cédigo binério (5, M, 3). Seja’
Cy={z=xzox3x424 € C : 21 =1} e Cp={r=x120030404 €C : 1 =0} .
O cédigo Cp tem parametros (5, Mo, dp), com distancia minima dy = d(Cp) > d(C) = 3 e My <
min{A2(4,3), A2(4,4)} = 2 (justifique). Por simetria, também temos M; < 2. Como C' = C; U Cy

e C1NCy = @, ou seja, C1 e Cy formam uma particao de C, entdo M = My + Ms e, portanto,
Ay (5,3) < 4.

Por outro lado, C' = {00000,01101,10110, 11011} ¢ um cédigo bindrio (5,4, 3).

No resto desta sec¢ao, vamos considerar apenas cédigos bindrios, ou seja, o alfabeto é Zy = {0, 1}.
Este conjunto tem uma estrutura de corpo com as operacoes definidas pelas seguintes tabelas:

+10 1 x |10 1
0(0 1 e 0(0 O
111 0 110 1

SEstes codigos C1 e Cp dizem-se secgdes de C.
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Z5 tem entao uma estrutura de espago vectorial sobre Zsg, com a soma de vectores e produto por
um escalar em Zo definidos da maneira habitual, coordenada a coordenada. Nomeadamente, se
x = (z1,22,...,2,) €ZY, y = (Y1,Y2,-..,Yn) € Z§ € X € Zy, entao

r+y=(r1+y,x2+y2,...,Tn+Yn) e Ax = (Az1, Axa, ..., Axzy) . (2.2)
Note que, uma vez que —1 = 1 em Zs, se verifica x — y = = + y para quaisquer vectores x,y € Z5.
Definicao 2.7. Para z,y € Z}, define-se

o interseccao: v Ny = (T1y1,T2Y2, - - -, TnlYn) € LY
e peso: w(zx) =#{i : x; #0} € Ny

onde x; e y; sao as coordenadas de x e y, respectivamente.

Por exemplo, se z = (0,1,1,0,1) e y = (0,0,1,1,0) ou, abreviadamente, x = 01101 e y = 00110, a
intersecgao é o vector zNy = 00100 e os pesos destes vectores sao w(z) = 3, w(y) =2 e w(zNy) = 1.
Note que x Ny = y Nz, pois a multiplicagdo em Zy é uma operagdao comutativa.

A nocao de peso faz sentido para Z, com ¢ arbitrario e iremos considerar também estes casos mais
tarde. Note-se que, para o alfabeto binario Zs, o peso de um vector z é também igual ao niimero
de coordenadas iguais a 1.

Directamente das defini¢oes, vemos que
d(x,0) = w(z) Vo eZy e (2.3)
wzny)=#{i: x =y =1} Va,y e Zy .
Para a ultima igualdade, convém observar que ab =1 em Zo sse a = b = 1.

Proposicao 2.8. Para quaisquer vectores x,y € Zy

(i) d(z,y) = w(z —y),
(ii) d(z,y) = w(x) + w(y) — 2w(z Ny).

Deixa-se a demonstracao desta proposigao como exercicio. Apenas se observa que a igualdade (ii) é
falsa caso usdssemos um outro alfabeto Z, com g # 2.

Teorema 2.9. Seja d um niumero inteiro positivo impar.

Eziste um cddigo bindrio (n, M,d) se e sé se existe um cddigo bindrio (n+ 1, M,d + 1).

Dem. (=) Seja C' um cédigo bindrio (n, M, d) e, para cada palavra de cédigo x = z1x9 - - Ty,
defina-se
S { x1---xp0 se w(x) é par

| z1---zpl se w(x) é impar
Seja C = {Z : # € C}. Por construcdo, C é um cédigo (n+ 1, M,d) com d < d < d+ 1 — justifique!
Além disso w(Z) é sempre par, por defini¢ao de T, e, portanto, d(Z,y) também é par para qualquer

z,y € C - nesta tltima aﬁrmagao aplicou-se a igualdade (ii) da Propos&gao 2.8. Donde se conclui
que a distancia minima d(C) =dé par. Atendendo a que d < d<d+1comd impar e d par,
concluimos finalmente que d=d+1.
(«<=) Seja agora C um c6digo (n + 1, M,d + 1) e fixemos Z,7 € C tais que d(Z,7) = d + 1 = d(C).
Como esta distancia é positiva, podemos escolher uma coordenada ¢ tal que &; # ¥;. Seja C o c6digo
obtido apagando a coordenada i a todas as palavras de 6, ou seja,

C={31 %1841 %n : 2€C} .

Deixamos como exercicio justificar que o cdédigo C' contém exactamente M palavras. Quanto a
distancia minima d(C'), basta observar que as palavras de C' obtidas de T e ¥ estdo a uma distancia
d e usar a definicao de d(C) e d(C). O



2. Estimativas 15

As construgoes de cédigos usadas na demonstracdo anterior sdo importantes. A primeira é um
caso particular de uma extensdo de cddigos chamada extensdo por paridade, a segunda chama-se
pontuacdo — no Capitulo 5 iremos estudar estas e outras construgoes.

Corolério 2.10. Para d impar, As(n,d) = As(n+ 1,d + 1) ou, equivalentemente, para d > 0 par,
As(n,d) = As(n —1,d — 1) ou, equivalentemente, para t € Ny,
AQ(TL, 2t + 1) = Ag(n =+ 1, 2t + 2) .

2. Estimativas

Nesta secgao apresentamos algumas desigualdades envolvendo A4 (n, d) que, recordando da defini¢ao
dada na pagina 12, designa o nimero maximo de palavras que um cédigo g-ario de comprimento n
e distancia minima d pode ter. O alfabeto dos cédigos serd sempre um conjunto arbitrario A, de g
elementos, sem qualquer estrutura adicional.

2.1. Estimativa de Singleton

Proposigao 2.11. Para g,n e d > 1 fizos, tem-se
Aqy(n,d) < grt

Dem. Fixemos um cédigo arbitrario C' de parametros (n,M,d),. Queremos mostar que M <
¢"~ 1. Apagando as tltimas d — 1 coordenadas (ou outras d — 1 coordenadas fixas & nossa escolha)
de todas as palavras de C, obtém-se um cédigo C’ com M palavras de comprimento n —d + 1 todas
distintas entre si porque d — 1 < d = d(C). Portanto M < ¢"~4+! = #(Aq)”_d+1, pois C’ é um
subconjunto de AZ~4!, O

Os cddigos (n, M, d), que satisfazem a igualdade M = ¢~ dizem-se cddigos de distincia mdzima
de separa¢ao (ou simplesmente cédigos MDS) e iremos estudar alguns exemplos mais tarde.

2.2. Empacotamento de esferas
Recorde que, usando a distancia de Hamming d, se ¢ € Ay e r ¢ um inteiro nao negativo, a bola (ou
esfera) de centro c e raio 7 é o subconjunto de Ay definido por
By(c) ={zx € A} : d(z,c) <r}.
Sendo A; um conjunto finito, Ay e qualquer seu subconjunto também o sdo. Define-se volume de
um subconjunto S de Ay por
vol(S) = #S

ou seja, o volume de S é o seu cardinal.
Lema 2.12. O volume da bola B,(c) é
T n J
vol(Br(c)) = (@ —1)7,
=0 N
onde 0 <r<n ecE.Ag.

Dem. A bola B,(c) é a unido disjunta dos conjuntos {z € Ay : d(z,c) = j} com j = 0,1,...,7.
Portanto

vol(B;(c)) = Z#{m c Ay d(z,c) =4} .
=0
Como

e d(z,c) = j se e s6 se x e ¢ diferem exactamente em j coordenadas,

. (7;) é o numero de maneiras diferentes de escolher j coordenadas em n e
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e ¢—1 é o numero de simbolos em A, \ {¢;}, i.e., o nimero de escolhas para a coordenada z; # ¢;,

conclui-se que

#oedy ) =ih= (") .

Caso r > n, tem-se obviamente que B;(c) = .AZ, cujo volume é ¢".
Exemplo 2.13. Fixemos Ay = Zo = {0,1}. Em Z3, a bola B4(001) tem volume 8, pois o raio é
r=4>3=mn, donde B4(001) = Z3.
A bola de raio 1 e centro na origem em Z3 é o conjunto
B;(000) = {000, 001,010,100} ,

sendo 000 o tnico vector a distancia 0 do centro da bola, claro!, e sendo os restantes trés elementos
001, 010 e 100 os vectores de Z3 & distancia 1 do centro. Portanto vol(B;(000)) = 4. Também
podemos aplicar o Lema 2.12 para o cédlculo do volume.

Exemplo 2.14. Calcular o volume de B3(1100) C Zj3. Aplicando directamente o lema anterior e
notando que ¢ — 1 = 1 neste caso, fica

vol(Bs3(1100)) = (3) + (T) + (g) + <§) =1+4+6+4=15.

Teorema 2.15 (Estimativa de Gilbert-Varshamov ou Minorante de Cobertura de Esferas). Para
qg>2el<d<n, temos

qn
A d) > ——m—-—|. 2.
o) 2 B ) (25)
Dem. Seja C' um cédigo (n, M, d), com M = Ag(n,d). Vamos primeiro provar que
Vee Ay JeeC talque d(z,c)<d-1. (2.6)

Suponhamos que nao. Nesse caso seja y € .Ag tal que d(y,c) > d para todo o ¢ € C. Em particular
y € C. Entao o conjunto C' = C' U {y} é um cddigo (n, M + 1,d) [justifique que d(C’) = d] o que
contradiz a hipétese M = Ay(n,d). Provdamos assim (2.6).

Em termos de conjuntos, (2.6) pode-se escrever na forma

Ay = Ba-i(o) -
Como vol(Ay) = ¢" e vol(.cc Ba-1(c)) < M vol(Bg-1(c)) [porque é que nao se tem necessarimante
a igualdade?], obtém-se a desigualdade do enunciado do teorema. O

Teorema 2.16 (Estimativa de Hamming ou Majorante de Empacotamento de Esferas). Para ¢ > 2
e2t+1<d<n, temos

n

Ag(n,d) < —1

~ vol(By(c)) 2.7)

Dem. Seja C' um cédigo (n, M, d), com M = Ag(n,d) e d > 2t + 1. Entao, pelo Teorema 1.29,
Bi(c)NBy(d)=@ Ve, d €C, comc#c .
Ou seja, as M bolas de raio t e centro nas M palavras do cdédigo C' sao disjuntas duas a duas, donde

vol ( U Bt(c)> =3 " vol(Bi(e) = Mvol(By(e)) , (2.8)

ceC ceC

uma vez que as bolas com o mesmo raio tém volumes iguais. Como vol(A7) = ¢", a igualdade (2.8)
implica que M vol(By(c)) < ¢". O
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Exemplo 2.17. Serd que existe um c6digo binario (8,29,3)7

A Estimativa de Singleton dé
As(8,3) < 28731 =64 |

vol(Bs(c)) = @ + (f) + @ =1+8+28=37,

o0 Minorante de Cobertura de Gilbert-Varshamov da
28 256

A2(8,3)2m:?:6,9...

logo A3(8,3) > 7. Também é inconclusivo.

E inconclusivo.

Como

O Majorante de Empacotamento de Hamming da

28 256
As(8.3) < — = — """ _98 4. ..
2(8, )_Vol(Bl(c)) 9 ’

logo A2(8,3) < 28 e, portanto, nao existem cédigos (8,29, 3)s.

E o que é que acontece quando se verifica a igualdade nas estimativas de Gilbert-Varshamov ou de
Hamming?
Seja C' um codigo g-ario de comprimento n qualquer. Define-se raio de empacotamento por
pe(C) :=max{r € Ny : B.(c)NB,(d) =2 Ve, €C, com c# '}
e raio de cobertura por
pe(C) :==min{r € Ng : | J Br(c) = A7} .
ceC
Assim, o raio de empacotamento p(C') é o maior raio possivel de modo a todas as bolas de centro em
palavras do cédigo serem disjuntas duas a duas. Como nao ha sobreposicoes, é possivel “empacotar”

estas bolas no espaco Aj. E o raio de cobertura p.(C) é o menor raio 7 de modo as bolas de raio r
e centro nas palavras de cédigo formarem uma cobertura do espago Ay

Na demonstragao do Teorema 2.15 provou-se que p.(C) < d—1=d(C) — 1 e na do Teorema 2.16
d(@) -

1
5 J . Compare também com o Teorema 1.29 ou o Corolario 1.30.

Definicao 2.18. Um cédigo C' de parametros (n, M, 2t + 1), diz-se perfeito sse p.(C) = p.(C).

provou-se que p.(C) >t = {

Isto é, as bolas de raio p = p.(C) = pe(C) e centro em ¢ € C sao disjuntas duas as duas e formam
uma cobertura de Aj. Diz-se também que estas bolas constituem um empacotamento perfeito, sem
“sobreposigoes” nem “espacos vazios”.
Exemplo 2.19. Seja C' = {000,111}. Uma vez que

B;1(000) = {000, 100,010,001} e B;(111) ={111,011,010, 110} ,
verifica-se directamente que

Z3 = B1(000) U By(111) e  By(000) N By(111) = @,

donde se conclui que p.(C) = p(C) =1 e, portanto, C' é um cédigo perfeito.
Exemplo 2.20. Cédigos perfeitos triviais:

(a) Seja C' um cédigo contendo uma palavra apenas, de comprimento n. Neste caso, a distancia
minima d(C') nao foi definida, mas como C' corrige n erros, convencionamos que d(C) = 2n + 1.
Deste modo, os parametros de C sdo (n,1,2n + 1), e C verifica a igualdade na Estimativa de
Hamming (2.7) sendo, portanto, um cédigo perfeito.

(b) C = A}, com parametros (n,q", 1)y, ¢ um cddigo perfeito, porque o raio de empacotamento
pe(C) e o raio de cobertura p.(C) sdo ambos zero.
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(¢) Os cédigo de repeticao bindrios de comprimento n impar também sao perfeitos.

Alguns exemplos de cédigos perfeitos ndo triviais, a ver mais tarde, sdo os cédigos de Hamming e
os codigos de Golay.

Exemplo 2.21. Serd que existe um c6digo perfeito binario de parametros (7,16, 3)7

Como
qn 27 27 27

vl(Bi(e)) () + (1) 1+7 28
os parametros (7,16, 3) satisfazem a igualdade na Estimativa de Hamming. Daqui apenas se pode
concluir que pode existir um tal c6digo, mas neste caso existe mesmo: o cédigo do Exercicio 17, que
é um exemplo de cédigo de Hamming bindrio, tem parametros (7,16,3). Deixamos como exercicio

verificar que a distancia minima deste cédigo é de facto 3.

=2=M

2.3. Estimativas de Plotkin

Terminamos esta seccao com as estimativas de Plotkin, primeiro enunciadas no caso bindrio no
Teorema 2.22, depois generalizadas para o caso ¢-drio, com ¢ arbitrario, no Teorema 2.23. As
demonstracoes sao deixadas como exercicio.

Teorema 2.22. Seja C' um cddigo bindrio (n, M,d) com n < 2d. Entao
2d

< 2d28” se M € par
2d—n_1 se M € impar
. g—1 . d
Teorema 2.23. Seja § = ——. Se d > On, entdo Ay(n,d) < o
q —0n

Note que, pondo ¢ = 2 no Teorema 2.23, obtém-se uma estimativa mais fraca do que no Teorema
2.22 no caso de M impar.

Exercicios

2.1. Mostre que A4(n,d) < Ag+1(n,d).

2.2. Mostre que, a menos de equivaléncia, ha precisamente n cédigos binarios de comprimento n
contendo duas palavras.

2.3. Mostre que A2(5,4) =2 e A2(8,5) = 4.
2.4. (a) Demonstre a Proposicao 2.8.

(b) Através de um contra-exemplo, mostre que a segunda alinea da Proposi¢do 2.8 nao é
verdadeira para vectores em Zy, n > 1.

2.5. Usando o Lema 2.12, verifique que o volume das bolas de raio n em Ay é de facto ¢".

2.6. Mostre que, se existe um cédigo perfeito C' de parametros (n, M, d),, entdao Ayz(n,d) = M e
verifica-se a igualdade na Estimativa de Hamming,.

2.7. Justifique as afirmagoes do Exemplo 2.20 resolvendo as seguintes alineas:
(a) Verifique que um cédigo contendo apenas uma palavra satisfaz a igualdade na Estimativa
de Hamming.
(b) Para o cédigo C' = Ay, calcule os raios de empacotamento p.(C) e de cobertura p.(C).
Verifique também que C satisfaz a igualdade na Estimativa de Hamming.
(c) Repita a alinea anterior para os cédigo de repeticao binédrios de comprimento impar.

2.8. Mostre que nao é necesséario assumir que a distancia minima é impar na Definicao 2.18 de codigo
perfeito. Ou seja, mostre que, se C' é um c6digo de distancia minima par, entao pe(C) < p.(C).
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2.9. Estimativas de Plotkin binaria e g-aria: demonstre os Teoremas 2.22 e 2.23.

2.10. (a)

Dados dois vectores u = (ug,...,u,) € v = (v1,..., V), define-se
(U, v) = (Uly v ey Upy U1y e, Upy)
Sejam C e Cy cédigos bindrios de parametros (n, My, dy) e (n, Ma, ds), respectivamente. A
Construcao de Plotkin dos cédigos C1 e Cy é o cdédigo dado por
C1%Cy ={(u,u+v) : ueCpvel}.

Mostre que os paramteros de Cy x Co sao (2n, M1 Ms,d), onde d = min{2d;,ds}.
A importante familia de Codigos de Reed-Muller binarios pode ser obtida por recorréncia
do seguinte modo:

RM(0,m) ={0,1} o cédigo de repeticao binario de comprimento 2

RM(m,m) = (Z2)*"

RM(r,m) =RM(rym—1)«RM((r—1,m—-1), 0<r<m
para qualquer r,m € Ny, onde C7 *x Cy designa a Construcao de Plotkin obtida dos cédigos
Cl (§ CQ.

Estude esta familia de c6digos, mostrando que RM (r,m) tem parametros: n = 2™ M =
20rm) onde §(r,m) =31, (1), d =2m"".

i






CAPITULO 3

Corpos Finitos e
Espacos Vectoriais

1. Corpos finitos

Nesta seccao comecamos por rever a definicdo e algumas propriedades dos anéis Z,, e também de
anéis quocientes de polindémios. Depois introduzimos uma construcao dos corpos finitos. Os anéis
quocientes de polinémios sao uteis quer na construcao de corpos finitos, que faremos de seguida,
quer na descricao de codigos ciclicos no Capitulo 8. Alguns dos resultados nao serdo demonstrados,
ou porque os alunos ja estudaram as demonstracoes numa cadeira de algebra anterior, ou porque
nao fazem parte do ambito desta cadeira. Mas, para os alunos interessados, sugere-se a consulta do
livro [1].

Seja m um numero positivo (bastava assumir que m # 0, mas com m > 0 nao precisamos de
nos preocupar tanto com os sinais). No anel dos nimero inteiros Z, temos a seguinte relagdo de
congruéncia:

a=d (modm) <= a—d =km paraalgumk€Z

i.e. a,a’ € Z dizem-se congruentes médulo m se e s6 se a — a’ é divisivel por m.

Note-se que, como caso particular, qualquer inteiro a é congruente com o resto r da sua divisao por
m. Recorde ainda que, para cada a € Z, o algoritmo da divisao em Z garante que o resto r e o
quociente ¢ sao os unicos inteiros tais que

a=gm+r com re{0,...,m—1}.

Podemos entao identificar as classes de equivaléncia da relagdo de congruéncia com os restos da
divisao por m. Assim, cada ntimero inteiro pertence exactamente a uma unica classe de equivaléncia
e denotamos o conjunto de todas elas por Z,,. Por abuso de linguagem, nem sempre distinguimos
entre a classe de equivaléncia (um conjunto) e os seus representantes (os elementos do conjunto) e
€sCrevemos

Zp ={0,1,...,m—1} .
Assim, por exemplo, se m = 3
7=4=-2=1 (mod3),

o resto da divisao de 7, 4, —2 e 1 por 3 é sempre 1, e estes inteiros pertencem todos & mesma classe
de equivaléncia médulo 3. A sua classe de equivaléncia é o conjunto

{143k :kezZ}=1{...,—5-2,1,4,7,11,...} .
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Com m = 3, ha mais duas classes de equivaléncia, nomeadamente
{0+3k : keZ}=4{...,-6,-3,0,3,6,12,...} e
{243k : keZ}y={...,-7,—4,-1,2,58,...} ,
e identificamos Zg com {0, 1, 2}.
No caso de m = 2, ha duas classes de equivaléncia, uma formada pelos niimeros pares, a outra pelos
fmpares, que identificamos com os restos 0 e 1, respectivamente, e escrevemos Zs = {0, 1}, como ja
temos feito nos capitulos anteriores.
Proposigao 3.1. Sea =d' (mod m) eb=1b (mod m), entdo
(i) a+b=d +b (mod m) e
(i1) ab = a'b’ (mod m).

A proposicao anterior permite definir as operacoes soma e produto em Z,, & custa das operacoes
respectivas em Z.

Teorema 3.2. O conjunto Z,, com a soma e produto definidos pelo Proposicao 3.1 é um anel
comutativo com identidade, i.e., satisfaz as sequintes propriedades:

(i) a+b=>b+a e ab=ba (comutatividade da soma e produto)
(i) (a+b)+c=a+ (b+c) e (ab)ec = a(be) (associatividade da soma e do produto)
(iii) (a + b)c = ac + be (distributividade da soma em relagao ao produto)
(iv) a+ 0 = a (existéncia de elemento neutro da soma, ou zero)
(v) a-1=a (existéncia de elemento neutro do produto, ou identidade)
(vi)Va € Zy, I —a€Zy tal que a-+ (—a)=0 (existéncia de simétrico)
para quaisquer a,b, ¢ € Luy,.
Definigao 3.3. Um corpo F é um anel comutativo com identidade 1 # 0 que satisfaz a seguinte
condicio: Va € F\ {0} Ja'€F talque a-(a"!)=1 (existéncia de inverso).
Exemplo 3.4. e Q, R e C sao corpos.
e 7 é um anel, mas nao é um corpo.

e O conjunto das matrizes 2 x 2 de entradas reais, Ma(R), é um anel com identidade mas nao é
comutativo.

e < 2 >:= {inteiros pares} é um anel comutativo sem identidade.
Um corpo verifica ainda as seguintes propriedades.
Proposicao 3.5. Seja F um corpo. Entdo
(1) a-0=0 para qualquer a € I,
(2)a-b=0 = a=0 ou b=0 (lei do corte).

Exemplo 3.6. e Zy = {0,1} é um corpo. O tunico elemento nao nulo, o 1, é o seu préprio
inverso.

e Z3 ={0,1,2} é um corpo e tem as seguintes tabelas de operacoes (ou tabuadas)

e 74 =1{0,1,2,3} ndo é um corpo porque nao satisfaz a lei do corte, pois 2 x 2 =0 (mod 4) mas
2# 0 (mod 4). Em particular, 2 ndo ¢ invertivel. No entanto 3 é invertivel e o seu inverso, em
Zy, é o préprio 3 pois

3x3=9=142x4=1 (mod4).
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Teorema 3.7. Z,, € um corpo se € S6 se m € um numero primo.

Nesta seccao iremos ver que, embora 4 nao seja um nimero primo, existe um corpo com quatro
elementos. E outro com 8, e outro com 9, e muitos mais. Mas nao existe nenhum corpo com 6
elementos, nem com 10.

Definicao 3.8. Seja F um corpo finito.
e A ordem de F é o seu cardinal, que passamos a denotar por |F|:
|F| = #F = ordem do corpo F .

e Dizemos que a € F\ {0} tem ordem n > 0, que denotamos por |a| = n ou ord(a) =n, se a™ =1
e a* # 1 para 0 < k < n ou, equivalentemente,
la| =min{n e N : " =1} .

e A caracteristica’ de F é definida por

n
car(F) =min{n e N : n-1 :zleO} ,
i=1
se este minimo existe, ou car(F) = 0 caso contrario.

e o € IF diz-se um elemento primitivo? se
F\ {0} ={a' : i >0} .
Notagao 3.9. F, ou GF(q) (de “Galois Field”) designa um corpo de ordem g.
Exemplo 3.10. Os corpos Q, R e C tém caracteristica zero.

Exemplo 3.11. Consideremos o corpo Zs = {0,1}, ou Fy. Obviamente tem-se que a sua ordem é
|Zo| = #Zo = 2. Quando a caracteristica, como 1 #0e2-1 =1+ 1= 0 em Zg, conclui-se que
car(Zy) = 2. Neste caso s6 existe um elemento nao nulo, a identidade, que é também um elemento
primitivo de Zo.

Exemplo 3.12. Consideremos o corpo Zz = {0, 1,2}, ou F3. Tal como no exemplo anterior, |Zs| = 3.
Também temos que car(Zsz) = 3, pois
140, 21=141=2#0 e 3-1=1+14+41=3=0 emZs.
Como
22=4=1 (mod 3),
entdo Zg \ {0} = {1,2} = {2, 2%}, donde se conclui que 2 é um elemento primitivo de Zs.
Exemplo 3.13. Seja p um numero primo. Pelo Teorema 3.7 sabemos que Z, ¢ um corpo. Da

construcao de Z, tem-se directamente que a sua ordem é |Z,| = p. Por isso também escrevemos F,
para designar este corpo.

Vamos agora calcular a caracteristica de Z,. Seja n um inteiro tal que 0 < n < p. Identificando n
com a sua classe que equivaléncia médulo p, ou seja, pondo Z, = {0,1,2...,p—1} como temos feito
para p = 2,3, tem-se que

l1=1+.--4+1= 0 d
; +o41=n#0 (modp),

n vezes

p
Yl=lt o tl=p=0 (modp),
=1 p vezes

logo car(Zy,) = p.

lEsta definigao faz sentido para qualquer corpo F, ndo necessariamente finito.
2Também existe a nogao de elemento primitivo para corpos nao necessarimente finitos, mas a definigdo aqui apresentada
apenas se aplica ao caso finito.
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Teorema 3.14. Seja F um corpo qualquer. Entao ou car(F) = 0 ou car(F) = p para algum nimero
Primo p.

Dem. Suponhamos que car(F) = n # 0. Suponhamos também que n nao é um nimero primo.
Entao existem inteiros a e b tais que n = ab e 1 < a,b < n. Da definicdo de caracteristica, tem-se

n

0=>) 1=n-1=(ab)-1=(a-1)(b-1)

i=1
em F. Pela Lei do Corte, conclui-se que a-1 =0 ou b-1 = 0, o que contradiz o facto de n ser o
menor inteiro positivo tal que n -1 = 0. O

Nao é dificil de ver que, se car(F) = 0, entao F é um corpo infinito. Portanto, pelo teorema anterior,
a caracteristica de qualquer corpo finito é um nimero primo.

A seguinte proposicao é bastante til para averiguar se um dado elemento é primitivo ou nao, sem
calcular todas as suas poténcias.

Proposicao 3.15. Seja F um corpo finito de ordem q. Entao

(i) para todo o a € F, a? = a,
(ii) para todo o a € F\ {0}, |a| divide ¢ — 1,
(iii) a € F\ {0} € um elemento primitivo de F sse |a| = q — 1.

Dem. (i) O resultado é trivial se a = 0. Seja entdo a # 0, e sejam by, . .., by,—1 0s elementos nao nulos
de F, i.e., seja F\ {0} = {b1,...,b4—1}. Como a # 0, também temos que F\ {0} = {ab,...,abs—1}.
Assim, multiplicando todos os elementos nao nulos de F, fica

by--by1 = (aby) - (aby_1)
ou ainda
b+ byt = (@) (b by
donde se obtém a?7! = 1.

(ii) Fixemos a € F \ {0} e seja m um intero positivo tal que a™ = 1. Sejam r, s inteiros tais que
m=lals+re0<r <|a| (ie., aplicimos o algoritmo da divisdo aos inteiros m e |a|). Entao

1=qg"m = a\a|s+r _ (a|a\)sar =a",

portanto r = 0, por defini¢do de |a|, ou seja, |a| divide m. O resultado agora segue da alinea (i),
pois podemos escolher m = q — 1.
(iii) Deixamos como exercicio justificar que a € F \ {0} tem ordem ¢ — 1 se e s6 se a,a?,...,a9" "

sao todos distintos. O

Exemplo 3.16. Consideremos o corpo Z7; = {0,1,2,3,4,5,6}, ou F7. Vamos determinar todos os
seus elementos primitivos, calculando primeiro a ordem dos seus elementos nao nulos.

Como |Z7| = 7 e, pela Proposigao 3.15(iii), |a| divide |Z7| —1 = 6, ent@o a ordem de qualquer a € Zr,
com a # 0, é 1,2,3 ou 6. Portanto basta calcular as poténcia a? e a® para decidir se a é primitivo ou
nao (porqué?). E basta fazé-lo para a # 1, uma vez que a identidade tem sempre ordem 1. Assim,
temos

22=4, 22=8=1 — 12| =3
32=9=2, 33=32.3=2.3=6 — 13| =6
42=(-32=32=2, #=(3°=-6=1 — 4] =3
52=(-2%=4, 53=(-23=-1=6 — 5/ =6
62=(-12=1 — 6] =2

donde se conclui que os elementos primitivos de Z7 sao precisamente o 3 e o 5.
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Como se viu no exemplo anterior, pode nao haver unicidade de elemento primitivo num corpo F,.
A existéncia é consequéncia do préximo lema e das propriedades anteriores.

Lema 3.17. Sejam a,b € F, \ {0} tais que MDC(|al, |b]) = 1. Entao |ab| = |al - |b|.

Dem. Seja r = |a| - |b]. Como |a| e |b| dividem r, por definicdo de ordem de um elemento, tem-se
que a" =1 e b" = 1. Portanto (ar)” = a"b" = 1, donde se conclui que

|ab] <7 = |al - [b] .

Seja s = |ab|. Entao

1= (ab)’lel = (ala\)sbS\al = pelal
logo |b| divide s|a| e, portanto, |b| divide s, pois MDC(]al, |b|) = 1 por hipétese. Analogamente se
prova que |a| divide s. Como |a| e |b| sao coprimos e ambos dividem s, conclui-se que

la| - [b] < s =|ab| . O

Teorema 3.18. Qualquer corpo finito Fy contém um elemento primitivo.

Dem. Seja m o minimo multiplo comum da ordem de todos os ¢ — 1 elementos nao nulos em F,.
Considere a factorizagdo de m em poténcias de ntimeros primos

_ el e
m_pl ...prr,

onde pi,...,p, sdo primos distintos e ey, ..., e, sdo inteiros positivos. Como p;* é um dos factores

de m, entao p;’| ord(a;) para algum a; € Fy\ {0} e a?rd(ai)/ P tem ordem p;'. Ou seja, provamos que

exite b; € Fy\ {0} com ordem p;*, para cada i = 1,...,7. Pelo lema anterior, temos que b = by - - - b,
tem ordem m e, pela alinea (ii) da Proposigao 3.15, m|(q — 1).

Seja a € Fy \ {0} um elemento nao nulo qualquer. Portanto a™ = 1, por definicao de m, ou seja, a
é raiz do polinémio t™ — 1 e, portanto,

m = gran(t™ — 1) > g — 1 = #(F, \ {0}) -

Como m|(q — 1) e m > q — 1, tem-se necessariamente que m = ¢ — 1, donde se conclui que b é um
elemento primitivo de F,, pela alinea (iii) da Proposicao 3.15. O

Note que, embora este teorema garanta a existéncia de um elemento primitivo, a sua demonstracao
nao nos diz nada acerca de como determiné-lo.

De seguida vamos construir corpos finitos de ordem uma poténcia de um primo.

Exemplo 3.19. Z4 nao é um corpo porque 4 nao é um nimero primo. Mas serd que existe um
corpo de ordem 47

Vamos considerar um conjunto de 4 elementos, Fy = {0,1, a,b}, com 0 o zero e 1 a identidade de Fy,
e tentemos escrever as tabelas para a soma e para o produto de modo a satisfazer as propriedade de
corpo.

As propriedades dos elementos zero e identidade forcam a primeira linha da tabela da soma e as
duas primeiras linhas da tabela do produto e, por comutatividade das operacoes, as correspondentes
colunas também ficam preenchidas. A lei do corte para o produto forca as restantes 4 entradas da
tabela do produto. Portanto ja se calculou:

+]0 1 a b x|0 1 a b
0[0 1 a b 0[0 000
1|1 e 1[0 1 a b
a|a a0 a b 1
b|b b0 b 1 a

A lei do corte para a soma implica que 1 +a =0 ou 1 + a = b. Suponhamos que 1 4+ a = 0. Entéo,
multiplicando por b obtém-se b+ 1 = 0 e, comparando com 1 + a = 0 novamente, ficava a = b o
que é falso. Logo tem de ser 1 4+ a = b. Esta condicao, juntamente com as propriedade de corpo e
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com o produto ja definido, permite completar o resto da tabela da soma. Obtém-se, finalmente!, as
seguintes tabuadas

+]0 1 a b x|0 1 a b
00 1 a b 0/0 0 0 O
111 0 b a e 110 1 a b (3.1)
ala b 0 1 a0 a b 1
b|b a 1 0 b0 b 1 a

Estas tabelas definem de facto uma estrutura de corpo em Fy. Além disso, da tabela da soma,
conclui-se que a F4 tem caracteristica 2 e, da tabela do produto, conclui-se que a e b sao elementos
primitivos.

Como se viu neste ultimo exemplo, determinar as tabuadas apenas com base nas propriedades de
corpo nao é tarefa simples, mesmo se ja soubermos que existe um corpo de determinada ordem.
Os alunos que ja estudaram um pouco de teoria de grupos podiam ter chegado mais rapidamente
a tabuada da soma, uma vez que (F4,+) é um grupo abeliano e apenas hé dois grupos com 4
elementos: a outra escolha para a soma leva as operacoes de Z4. Mesmo assim, estas observagoes
nada simplificam no caso de corpos finitos de ordens maiores. Interessa portanto construir os corpos
F, de uma maneira mais eficiente. Para isso, precisamos de rever primeiro algumas definicoes e
propriedades dos anéis de polinémios.

Seja F um corpo qualquer. Seja F[t] o conjunto dos polinémios com coeficientes em F, i.e.
F[t] := {a(t) = ao + art + agt® +--- + aut™ : n € No, a; € F} .

Este conjunto com a soma e produto usuais de polinémios é um anel comutativo com identidade.

Define-se o grau de um polinémio a(t) por

grau(a(t)) = {_OO se a(t) é o polinémio nulo,

max{i € Ny : a; # 0} caso contrario.

A semelhanga de Z, o anel F[t] também tem definido um algoritmo de divisao, ou seja,
Va(t),b(t) € F[t], b(t) #0 Fq(t),r(t) € F[t] tais que a(t) = q(t)b(t) + r(¢)

onde grau(r(t)) < grau(b(t)). Naturalmente chamamos quociente a ¢(t) e resto a r(t).

Fixemos f(t) € F[t] \ {0}. Analogamente a Z, definimos uma relagdo de congruéncia em F|t] por
a(t)=d(t) (mod f(t)) = a(t) —d' (t) = k(t)f(t) para algum k(t) € F[t] .

e definimos ainda o quociente F[t]/(f(t)), ou F[t]/f(t), como o conjunto das classes de equivaléncia
que, continuando com a analogia a Z, identificamos com os restos r(t) da divisao por f(t):

F[t]/{(f(t)) = conjunto dos restos da divisao por f(t) € F[t]

= conjunto dos polinémios em F[t] de grau estritamente menor que grau(f(t)) .

Tal como fizemos para Z,,, sempre que nao haja ambiguidades, nao distinguimos uma classe de
equivaléncia dos seus representantes. E é isso que fizemos nas igualdades anteriores.

Proposigao 3.20. Seja f(t) € F[t] um polinémio ndo nulo. O quociente F[t]/{f(t)), com a soma e o
produto definidos modulo f(t), € um anel comutativo com identidade. Os elementos zero e identidade
sao representados pelo polindmio nulo 0 € F[t] e pelo polindmio constante 1 € F[t], respectivamente.

Exemplo 3.21. Consideremos o anel dos polinémios com coeficientes em Fo, Fa[t], e seja f(t) =
t2 4+t +1. Como f(t) tem grau 2, temos

Folt]/(f(t)) = {a+bt : a,beFo} ={0,1,¢,t+1} .
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Deixamos como exercicio verificar que as tabelas da soma e produto deste anel sao

+ [0 1 tt+1 x |0 1 t t+1
0 [ 0 1 t o t+1 0 [0 0 0 0
1 10 t+1 ¢ e 1 (o 1 t o t+1
t t t+1 0 1 t {0t t+1 1
t+1)t+1 ¢ 10 t+1]0 t+1 1 t

Portanto, Fa[t]/(t? +t + 1) é um corpo. [Compare com as tabelas (3.1) do Exemplo 3.19.]

Exemplo 3.22. Seja f(t) = t?> + 1 € F[t]. Tal como no exemplo anterior, tem-se que

Folt]/(t? +1) = {0,1,t,t + 1},

porque grau(f(t)) = 2. Mas as operagoes soma e produto sdo agora dadas pelas tabelas
+ [ 0 1 tt+1 x |0 1 t o t+1
0 0 1 t t+1 0 (0 O 0 0
1 1 0 t+1 ¢ e 1 ]0 1 t t+4+1
t t t+1 0 1 t 0 t 1 t+1
t+1|t+1 t 1 0 t+1]0 t+1 t+1 O

Em particular, como (t 4+ 1)(t +1) =2 + 2t +1=1t>+1=0 (mod ¢?> + 1), ndo se verifica a lei do
corte e, portanto, Fa[t]/{t? + 1) ndo é um corpo.

Pergunta: Quando é que o quociente F[t]/(f(t)) é um corpo?

Definigao 3.23. Dizemos que f(t) € F[t|] é um polindmio redutivel se é possivel escrever f(t) =

a(t)b(t), em F[t], com grau(a(t)) < grau(f(t)) e grau(b(t)) < grau(f(t)). Caso contrério, dizemos

que f(t) é irredutivel.

Exemplo 3.24. (a) Como t? +1 = (¢t + 1)(t + 1) em Fy[t], o polinémio #? + 1 é redutivel em Fy[t].

(b) t2 +1 é irredutivel em F3[t]. Porqué?

(c) 2 +t+1 é irredutivel em Fyt]. Porqué?

(d) f(t) =t*+t2+1 é redutivel em Fs[t] porque f(t) = (t* + ¢+ 1)?, mas note que f(t) ndo possui
raizes em Fo: f(0) = f(1) =1#0.

Teorema 3.25. Seja F um corpo e seja f(t) € F[t] um polindmio nao nulo. Entdao o quociente
F[t]/(f(t)) € um corpo se e sé se f(t) é irredutivel em F[t].

Portanto
e Se F é um corpo finito de ordem ¢ e f(t) € F[t] é um polinémio irredutivel de grau m > 0,
entao o quociente F[t]/(f(t)) é um corpo de ordem ¢™.
e O Teorema A.16 do Apéndice A implica que, para qualquer inteiro positivo m e para qualquer

primo p, existe um polinémio irredutivel em F,[t] de grau m.

E fica assim justificado que exitem corpos de ordem p™. (O Exercicio 3.6 permite concluir que
qualquer corpo finito tem ordem p™ para algum m > 1 e primo p.) O resultado geral acerca da
existéncia de corpos finitos é o seguinte:

Teorema 3.26. (i) Eziste um corpo de ordem q se e sé se ¢ = p" para algum primo p e algum
intetro m > 1.

(i) Se E e F sao corpos finitos com a mesma ordem, entio E e F sao isomorfos.

A segunda alinea deste teorema quer dizer que s6 hd um corpo de ordem ¢, a menos de “mudar os
nomes dos seus elementos”.

Observagao 3.27. ATENGAO! Se p é um nimero primo, tem-se que F), = Z,. Mas Fym % Zym, se
m > 1, porque Z,» nao é um corpo.
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Seja f(t) um polinémio de grau m, irredutivel em Fy[t]. Seja o uma raiz de f(¢). Entéo o corpo
Fgm = Fy[t]/(f(t)) também pode ser representado por

Fyla] = {ap +ara+ -+ am_10™ " 1 a; €F,} . (3.2)
Se, além disso, a for também um elemento primitivo de Fym, entao
Fym = {0,a,0%, ..., 07 71} . (3.3)

A descrigao (3.2) é mais tutil para determinar a soma de elementos, a descrigao (3.3) é mais til para
calcular o produto de elementos no corpo Fym.

Terminamos esta secgao enunciando algumas propriedades teis sobre polindmios (ir)redutiveis.

Proposicao 3.28. Seja F um corpo e fizemos f(t) € F[t]. Entao

(a) t —a divide f(t) se e so se f(a) =0 (i.e., sea € raiz de f),

(b) se f(t) tem grau 2 ou 3, entao f(t) € irredutivel se e s se nao tem raizes em F.

Dem. (a) Se t — a divide f(t), entao f(t) = (t — a)g(t) para algum polinémio ¢(t) € F[t]. Pondo

t =a fica f(a) =0.

Reciprocamente, o algoritmo de divisdo implica que exitem polinémios ¢(t),r(t) € F[t] tais que

f(t) =q(t)(t—a)+r(t) com grau(r(t)) < grau(t —a) = 1, ou seja, o resto é um polinémio constante

r(t) = r. Como ¢(a)(a —a) +r = f(a) =0, obtém-se r = 0.

(b) f(t) é redutivel sse f(t) = a(t)b(t) com grau(a(t)) = 1 e grau(b(t)) = 1 ou 2, porque grau(f(t)) =
(

2 ou 3. Logo temos a(t) =t — a para algum a € F e, pela alinea (a), a é raiz de f(t). O

A alinea (b) deste teorema permite responder as questoes deixadas no Exemplo 3.24 sem recorrer a
factorizagoes de polinémios.

2. Espacos vectoriais sobre corpos finitos

Seja F, um corpo finito. A nocao de espaco vectorial sobre F, ¢ em tudo andloga a estudada na
cadeira de Algebra Linear no caso do corpo dos escalares ser R e nao depende do corpo dos escalares
ser finito. Mas precisamente, um espaco vectorial sobre um corpo F' é um conjunto V' # & com uma
operacao de adicao + : V x V — V e uma multiplicagdo por escalares F' x V — V satisfazendo os
seguintes axiomas®:

(i) x+ (y+ 2) = (z + y) + z (associatividade da soma),

(ii) z+y =y + x (comutatividade da soma),

(iii) 30 e V. Vz eV x4+ 0=z (existéncia de vector nulo),

(iv) Ve eV J —zeV talque z+ (—z)=0 (existéncia de simétrico),

(v) a(z +y) = ax + ay,

(vi) (a+b)x = ax + bz,
(vii) (ab)x = a(bx),
(viii) 1z =z, onde 1 é a identidade de F,
para quaisquer z,y,z € V e a,b € F. Em particular, nao é dificil verificar que o conjunto (F,)"
é um espago vectorial com a soma de vectores e produto por um escalar definidos coordenada a
coordenada, respectivamente, por

Z4+y=(x14+ vy, ., Tn+yn) e aZ = (axy,...,ax,)

onde ¥ = (71,...,%n) € ¥ = (Y1, ..,Yn) sa0 vectores em F e a € F; é um escalar.

O espago vectorial Fy também costuma ser denotado por V(n,q). Os vectores em [y serao denotados
por &, ¥, etc., ou simplesmente por x, y, etc.

30s axiomas (i) a (iv) dizem-nos que (V,+) é um grupo abeliano.
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Se V' é um espaco vectorial, um subespago vectorial de V é um subconjunto W C V', nao vazio, tal
que W ¢ ele proprio um espago vectorial. Quase todos os espagos vectoriais que iremos considerar
nesta cadeira serao subespagos de algum Fp.

Tal como se verifica para espacos vectoriais reais, também temos o seguinte resultado quando o
corpo dos esclares é F, (ou mesmo qualquer corpo, finito ou infinito).

Teorema 3.29. Seja V um espago vectorial e W CV com W # @&. Entdo, W € um subespaco de
V se e s6 se W € fechado para a soma e para o produto por um escalar.

A demonstracao é consequéncia directa dos axiomas de espago vectorial.

Exemplo 3.30. Os seguintes conjuntos sao espagos vectoriais:

(a) {6} e IFy

(b) Vi ={(a,a,...,a) : a € Fg} CFy

(c) Vo ={(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} C F3

(d) V5 ={(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)} C F3

De seguida iremos ver algumas defini¢oes e resultados para espagos vectoriais sobre o corpo finito

F,. Muitos deles sao completamente andlogos aos ja estudados na cadeira de Algebra Linear, e as
demonstracoes serao omitidas, mas, por vezes, o caso finito tem um comportamento diferente.

Definicao 3.31. Seja V um espaco vectorial sobre [F,.

e Uma combinacdo linear dos vectores vy, ...,v, € V é um vector da forma aiv1+---+a,v,. € V,
coma; € Fg,i=1,...,7.

e Um conjunto de vectores {v1,...,v,} CV diz-se linearmente independente se

avi+ - 4av,=0 = a=a=--=a=0.

e Diz-se que {v1,...,v,} CV éum conjunto gerador de V se qualquer vector em V' é combinacao
linear de vy, ..., v,.

e O espago gerado pelo conjunto {vy,...,v.} CV é

<U1,...,UT> :{a1v1+-~+arvr La; GFq} s

portanto é o menor subespago de V' que contém os vectores vy, ..., vp.

e Uma base de V é um conjunto gerador linearmente independente.

Exemplo 3.32. Continuando o Exemplo 3.30:
e Qualquer conjunto que contém o vector nulo 0 é linearmente dependente.

O espaco {0} nao contém nenhuma base.
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é uma base de IF;l a que chamamos base candnica.
{(1,1,...,1)} é uma base para o espago V; do Exemplo 3.30(b).

{(1,0,1,0),(0,1,0,1)} é uma base para o espago Vo do Exemplo 3.30(c) e {(1,0,1,0),(1,1,1,1)}
é uma outra base para o0 mesmo espago.

e {(0,1,2)} é uma base para o espago V3 do Exemplo 3.30(d).

Teorema 3.33. Seja V # {6} um espago vectorial finito sobre Fy. Entao qualquer conjunto gerador
de V' contém uma base.

Dem. Seja X = {x1,...,2,} C V um conjunto finito gerador de V' (pode-se tomar X = V). Se
X ¢ linearmente independente, entao X ¢ uma base. Caso contrario, existem ay,...,a, € F4, nao
todos nulos, tais que

airx1+ -+ apx, =0.
Sem perda de genralidade, suponhamos que a,, # 0. Entao

LTy = *agl(alxl +--+ anfllinfl)
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e, portanto, X := {z1,...,2,_1} é um conjunto gerador de V. Repita-se iterativamente o argumento
com X; em vez de X, etc. Como X é finito e V' # {0}, o precesso termina ao fim de i passos com
X; um conjunto linearmente independente e gerador de V. O

Como consequéncia directa, tem-se que qualquer subespago V' # {6} de F tem uma base.
Exemplo 3.34. Seja V C Fj o espaco gerado pelo conjunto {(0,1,2,1),(1,0,2,2),(1,2,0,1)}. Va-
mos determinar uma base para V.

Uma vez que F3 é um corpo tal como R, o método de eleminacao de Gauss continua a ser valido.
Aplicando entao o método de eleminacao de Gauss & matriz (de entradas em F3) cujas linhas sao os
vectores do conjunto dado, fica

1 0 2 2 1 0 2 2 1 0 2 2
1201 —1|0 2 1 2| —1[0 2 1 2
01 21 01 21 0 000

portanto, olhando para a ultima matriz, conclui-se que (0,1,2,1) é combinagao linear de (1,0, 2, 2)
e (1,2,0,1). Conclui-se ainda que {(1,0,2,2),(1,2,0,1)} é uma base para V.

Teorema 3.35. Seja V # {6} um espago vectorial finito sobre . Entdo

(i) Fizada uma base B = {v1,...,v.} de V, qualquer vector v € V se escreve de maneira unica
como combinacdo linear dos vectores da base B, i.e.,
VoeV ai,...,a, €Fy tais que v =a1v1+---+ a,v, .

(i) Qualquer base de V' tem o mesmo nimero de elementos.

Definigao 3.36. A dimensdo do espago vectorial V' C Fy é o ntmero de elementos de uma base de
V,se V # {0}, e dim(V) =0 se V é o espaco nulo.

Note que o Teorema 3.35 garante que a definicao anterior nao depende da base escolhida para V.

Exemplo 3.37. Consideremos novamente os espacos V7, V2 e V3 do Exemplo 3.30. Entao, pelo que
foi dito no Exemplo 3.32, dim(V;) = 1, dim(V2) = 2 e dim(V3) = 1.

Tratando-se de um espago vectorial finito, ndo é sempre necessario determinar uma base para para
calcular a sua dimenséo.

Seja V' # {6} um subespago vectorial de Fy e seja k a sua dimensao, que queremos determinar.
Também sabemos que V possui uma base com k vectores, e designemos por v1, ...,V 0s vectores
dessa base. Quantos elementos é que V contém? Como qualquer v € V se escreve de maneira
unica como uma combinagao linear de vy, ..., v, (pelo Teorema 3.35 (i)), entao escolhas diferentes
de coeficientes escalares dao origem a vectores distintos de V, i.e,

a1vy + -+ apvg = bjvy + - + bpug

com ai,...,ak,bi,..., by € Fy, se e sése a; =0b; parai=1,...,k Ouseja V contém exactamente
q" vectores, onde k = dim V. Assim, provdmos que o nimero de elementos em V é uma poténcia
de ¢ = |F,| e que a sua dimensao é

dim V' = log, (#V) | . (3.4)

Ja agora repare que a férmula (3.4) também é vélida quando V é o espago nulo.
Definigao 3.38. Sejam u,v € Fy, de coordenadas u = (u1,...,nn) e v = (v1,..., ).

(i) O produto interno euclideano dos vectores u e v é o escalar u - v = ujvy + - - - + upvy, € Fy.

(ii) Dizemos que u é ortogonal a v, e escrevemos u L v, se e sé se u-v = 0.
Proposigao 3.39. Para quaisquer vectores u,v,w € Fy e escalares a,b € Fy, verifica-se

(i) w-v=wv-u (simetria)

(ii) (au+bv) - w = a(u-w)+ b(v-w) (linearidade)
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(i4) u - v = 0 para todo o u € Fy se e s6 se v =0 (ndo degenerescéncia)

Dem. As alineas (i) e (ii) provam-se aplicando directamente a definigao de produto interno e usando
as propriedades de comutatividade e distributividade do corpo F,.

Na alinea (iii), se v = 0 entao, usando outra vez a definicdo de produto interno, tem-se claramente
que u-v = 0. Reciprocamente, suponhamos que v # 0. Entéo existe uma coordenada i tal que v; # 0.
Seja u o vector com todas as coordenadas nulas excepto u; = 1. Entdo u - v = w;v; = v; # 0. U

ATENCAO! Nao é verdade, em geral, que v - v = 0 apenas para o vector nulo v = 0. Por exemplo,
em Fi se v =(1,0,2,1) entdo v-v =124+0+22+12=1+0+1+1 = 0 (as operacdes sio feitas
em [F3). Este comportamento “estranho” deve-se ao facto dos corpos finitos [F, terem caracteristica
nao nula.

H4 outros produtos internos com interesse na Teoria de Cédigos (ver o Exercicio 3.14 para um
exemplo), por isso damos aqui a definigdo geral.
Definigao 3.40. Um produto interno em Fy é uma aplicacio (-,-) : Fy x Fy — F, tal que

o (u+v,w) = (u,w)+ (v,w),

o (u,v+w) = (u,v) + (u,w),

e (u,v) =0 VuelF;seesésev=0e

0
o (u,v) =0 VUEFZ}seeséseu:G,

para quaisquer vectores u, v, w € Fg.

Mas, por defeito, usaremos o produto interno euclideano.

Definigao 3.41. Seja V um subespago vectorial de Fy. O complemento ortogonal de V' é o conjunto
Vi={welF} :w-v=0 YveV}

Note que, tal como no caso dos subespacos de R™, na definicdo de V1 basta verificar a condicao de
ortogonalidade para os vectores v numa base de V', porque o produto interno euclideano ¢ linear.

Teorema 3.42. Seja V' um subespago de Fy. FEntio o complemeto ortognal VL ¢ também um
subespago de Fy e

dimV +dimV+t =n . (3.5)

Dem. Se V é o espaco nulo, entdo V* = [ e o teorema ¢é vdlido. Suponhamos agora que V' # {6}
Seja k = dim V e seja {vy,...,v;} uma base de V. Como o produto interno é linear, se z,y € V1 e
a,b € IFy, entao

(ax +by) -v;i =a(z - v;) + by - v;) =0, para i=1,...,k,

donde se conclui que ax + by € V1, logo V1 é um subespaco vectorial de Fy-

Se escrevermos as igualdades vy -2 = - -- = ;-2 = 0 em notacdo matricial, ficamos com V+ = A(A),
onde A é a matriz k X n cuja linha ¢ é formada pelas coordenadas do vector v;:
T
—
A= :
Y L
Uk kxn

(vT designa o transposto? de v;.)

Portanto, a dimensao de V* é o nimero de varigveis livres no sistemas de equacoes Az = 0, que é
igual & diferenca entre o nimero de colunas de A e o nimero de linhas linearmente independentes.
Neste caso fica dimV+ =n—k =n—dimV. (]

1Em notagao matricial, identificamos vectores com matrizes colunas. Assim, se v é um vector ou uma coluna, o seu transposto

T é uma linha.
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ATENGAO! Contrariamente ao que estamos habituados no caso real, nio é verdade que V@Vt = Fy
para todo o subespago V' C Fy.

Recorde que a soma de dois subespagos V, W C Fy ¢é definida por
V+W={v+twel; :veVweW} (3.6)
e ¢ um subespago de Fy. Quando se verifica que VN W = {6}, dizemos que o espago soma € a

soma directa de V e W e escrevemos V @& W. Assim, Fy =V @ W se e s6 se Fjy =V + W e ainda

VNnww= {6} Recorde ainda que a interseccao V N W dos subespacos V' e W é sempre um espaco
vectorial.

Exemplo 3.43. {(_)'}L = F” e, neste caso, tem-se trivialmente a decomposicao em soma directa

q
{0} ® {0}+ =TF7.
Exemplo 3.44. Seja V = ((1,1,1,1)) C F3. Entdo V* = {z € F} : w(z) é par}, porque v € V= se
es6sex-(1,1,1,1) = 0seesdse x1+xo+x3+xs = 0emFo, ie., seesdsew(x) =x1+zotas+as =0
(mod 2).

Da equacdo x1 + T3 + 23 + x4 = 0, ou 21 = 29 + x3 + x4, que descreve V1, também se tira que
{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} é uma base de V+ — o primeiro vector é obtido subtituindo x5 = 1
e x3 = x4 = 0, 0 segundo substituindo x3 =1 e x9 = x4 = 0, etc.

Quanto as dimensoes, temos que dim V' = 1, pois V' é gerado por um tinico vector nao nulo, nomeada-
mente (1,1,1,1), e dim V1L =3, aplicando o Teorema 3.42 ou directamente da definicao de dimenséo,
uma vez que j& temos uma base para V.

Mas como (1,1,1,1) € V-, porque o seu peso é 4, conclui-se que .

Exemplo 3.45. Seja V o subespago de F3 gerado pelos vectores u = (1,0,1,0) e v = (0,1,0,1).
Como u e v sao linearmente independentes (ja visto num exemplo anterior), conclui-se que V' tem
dimensao 2. Calculemos o complemento ortogonal V. Usando a definicao

Vi={zeF:z-u=02-v=0}

= {($1,$2,$37$4) S F% L X1 = XT3, Ty = 1;4} ,

donde se conclui que V+ = ((1,0,1,0),(0,1,0,1)), ou seja, .

Teorema 3.46. Seja V' um subespago vectorial de Fy. Entao (VHt=v.

Dem. 1° pASsO: Mostrar que V C (V+)+,
Seja v € V. Entdo, para todo o w € V1 verifica-se v - w = 0 (pela definicio de V1), mas isto
também quer dizer que v € (V1)+.
29 pASso: Comparar dimensoes.
Aplicando o Teorema 3.35 duas vezes, fica
dim(VHt =n—dimV+t=n—(n—dimV) =dimV .

Logo, os espacos vectoriais V e (V)1 tém o mesmo nimero de elementos (justifique), e como um
é subconjunto do outro (pelo 1° passo), conclui-se que sao iguais. O

Exercicios

3.1. (a) Verifique que as tabelas dos Exemplos 3.21 e 3.22 estao correctas.
(b) Determine um isomorfismo (de anéis) entre Zo @ Zo e Fa[t]/(t? +t).

3.2. Determine um elemento primitivo de cada um dos seguintes corpos: Fs, Fq1 e Fi3.
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3.3.

3.4.
3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Construgao do corpo Fya:

(a) Verifique que o polinémio t* 4 ¢ + 1 é irredutivel em Fyt].

(b) Construa entdo Fya = Faft]/(t? + ¢ + 1) idenficando os seus elementos e esbogando as
respectivas tabelas de adicao e multiplicagao.

(c) Identifique um elemento primitivo daquele corpo.

Escreva todos os polindmios irredutiveis em Fa[t] de graus 2, 3 e 4.

Seja I(p,n) o nimero de polinémios ménicos irredutiveisde de grau n em I, [t].

(a) Mostre que I(p,2) = (5).

(b) Mostre que I(p,3) = m?)_l).

(c) Estude a Secgao 2.2 do Apéndice A para a demonstracao de uma férmula para I(p,n).
Seja F um corpo de caracteristica p, onde p é um numero primo. Mostre que F é um espaco
vectorial sobre F,,. Conclua que a ordem de qualquer corpo finito ¢ uma poténcia de um nimero
primo.

(a) Justifique que os polinémios 3 + ¢+ 1 e t3 + ¢> + 1 sdo irredutiveis em Fa[t].

(b) Justifique que os quocientes A = Fa[t]/(t3 +t + 1) e B = Fa[t]/(t® + t* + 1) sdo ambos

isomorfos ao corpo Fg, e determine um isomorfismo ¢ : A — B.
[Sugestdo: Seja a € A uma raiz de 1+t + 13 e 8 € B uma raiz de 1 +t? + t3. Encontre
uma relacdo entre v e 3 ou, mais precisamente, determine uma raiz de 1+ t> 4¢3 em Al

(c) Para a descrigao A de Fg, determine um elemento primitivo. Justifique ainda que A é um

espago vectorial sobre o e indique uma base.

Seja V' um subespago vectorial de Fy de dimenséao k, com 1 <k <n.

(a) Quantos vectores contém V'?

(b) Quantas bases diferentes tem V'?

(a) Calcule o nimero de matrizes quadradas nao singulares n x n com entradas num corpo
finito F,.

(b) Qual é a probabilidade P(g,n) de uma matriz quadrada n x n sobre F, ser nao singular?

Considere o espago vectorial Fy sobre F,. Designando por mq o numero de subspagos de

dimensao k de Fy:

(a) Mostre que

[n] _ (" =D =) (M -
g (" =D *t-1)-(¢g—-1)

(b) Mostre que

(c) Justifique que

im i, = ()

(a) Mostre que Fym é um espago vectorial sobre F,, com a soma e o produto por um escalar
definidos a custa das operacoes em [Fym.

(b) Seja f(t) € Fy[t] um polinémio de grau m, irredutivel em F,[t], e seja o € Fym uma raiz de
f(t). Mostre que {1,a,a?,...,a™ 1} é uma base de F,m sobre F,.

Seja V' um espaco vectorial de dimensao finita sobre Fym.
(a) Mostre que V' é também um espaco vectorial sobre F, e

dim, (V) = mdimIqu V),

onde dim, (V') designa a dimensao de V' como espaco vectorial sobre o corpo F.
(b) Seja{vi,...,v;} uma base de V sobre Fgm e {c1, ...y, } uma base de Fym sobre F,. Mostre
que {a;v; : i=1,...,m;j=1,...,k} é uma base de V sobre F,,.
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3.13. Sejam V' e W subespagos de Fy. Mostre que a soma V' + W, definida em (3.6), e a interseccao
V N W sao espagos vectoriais. Mostre ainda que a soma V + W é o espaco vectorial gerado por
VeW.
3.14. Considere a aplicagao (-, ) : IFZQ X ]FZ2 — [F,2 definida por
n
(u,v)g = Zuw? ,
i=1
onde u = (ug,...,up),v = (v1,...,0,) € IE*‘ZQ. Mostre que (-,-) é um produto interno em
FZQ. Nota: (-,-)g diz-se o produto interno hermitico. O dual hermitico do espago vectorial C' é
definido por
ctr = {u €Fp: (v,o)p=0 VeceC}.
3.15. Recorde que Fy = Fa[t]/(t? + ¢ + 1) = {0,1,a,a?}, onde a é uma raiz de t2 +t + 1 € Fa[t].

Mostre que os seguintes espacos vectoriais sobre [F4 sao auto-duais em relacao ao produto interno
hermitico definido no problema anterior:

(a) C1 = {(1,1)) C F3,

(b) Cy ={((1,0,0,1,,a),(0,1,0,a, 1,a),(0,0,1,, 0, 1)) C FS.

Serao estes espagos vectoriais auto-duais em relacao ao produto interno euclideano?



CAPITULO /4

Cdbdigos Lineares

1. Definicao, parametros e peso minimo

Seja IF, o corpo de ordem gq.

Definicao 4.1. e Um cddigo linear g-drio, de comprimento n, é um subespago vectorial de Fy.
e Se C é um c6digo linear, O+ diz-se o cddigo dual de C.
e Se C = C*, C diz-se um cddigo auto-dual.
e Se C C C*, C diz-se um cddigo auto-ortogonal.

O espaco vectorial do Exemplo 3.45, do capitulo anterior, é um cédigo auto-dual, e o do Exemplo
3.44 é auto-ortogonal.

Exemplo 4.2. O cédigo de repeticao g-drio de parametros (n, ¢, n), é linear. Eo subespago de Fy
gerado pelo vector 1T = (1,...,1), i.e., C = (1) C Fy. O cédigo dual de C ¢

Ct ={(z1,...,2) ey : in:O} .
i=1

Para q = 2, obtém-se o cédigo dos pesos pares C+ = {x € F} : w(x) é par}, também denotado por
E,, (de “even”).

Proposicao 4.3. Seja C um cédigo linear de comprimento n sobre F,. Entdao
(i) |C| = ¢i™C je., dimC = log, |C]
(ii) dim C + dim C*+ = n
(iii) (CH)t=C
Esta proposicao ja foi demonstrada no capitulo anterior — ver férmula (3.4) e Teoremas 3.42 e 3.46.

Como o ntumero de palavras que C contém estd directamente relacionado com a sua dimensao,
definimos que os parametros de um cddigo linear sao [n, k, d]; (ou simplesmente [n, k, d], ou ainda
apenas [n, k]), onde k = dim C, e n e d sao respectivamente o comprimento e a distancia minima,
como anteriormente. Portanto, um cédigo linear [n, k, d], é também um cédigo (n, ¢*, d),.

Recorde que qualquer c6digo, linear ou nao, é equivalente a outro contendo a palavra (vector) 0 € Fys
pelo Lema 2.5. No caso de um cédigo linear, este contém necessariamente o vector nulo.

Definicao 4.4. Seja C' um codigo qualquer, nao necessarimanete linear. Definimos o peso minimo
de C por

w(C) = min{w(z) : z € C\ {0}},
se C # {0}, e w(C) = 0se C = {0}.
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Teorema 4.5. Seja C # {0} um cddigo linear. Entio d(C) = w(C).

Dem. Como C # {6}, C' contém pelo menos duas palavras e, de acordo com a defini¢ao de distancia
minima, d(C) = min{d(z,y) : z,y € C, z # y}. Sejam entao z,y € C tais que d(z,y) = d(C).
Portanto

d(C) = d(z,y) = w(z —y) = w(C) .
Na desigualdade usou-se o facto de z — y € C, por C ser linear, e x — y # 0.
Seja agora x € C tal que w(z) = w(C). Portanto

w(C) =w(x) = d(x,@) >d(C) .
Na desigualdade usou-se o facto de 0 € C, por C ser linear. O

Por defini¢ao, para calcular a distdncia minima d(C') de um c6digo C' contendo M palavras é preciso

calcular a distancia d(z,y) para (1\24 ) = % pares de palavras. Se C' é linear, o teorema anterior

diz-nos que basta calcular o peso w(x) de M — 1 palavras.

Exemplo 4.6. Continuagao do Exemplo 4.2. O cé6digo de repeticao C' C Fy tem dimensao 1. Como

w(z) = n para qualquer palavra de cédigo x € C'\ {0}, entdo d(C) = n. Portanto C' é um cédigo
g-4rio [n,1,n]. Com ¢ =2en > 2, E, = C+, logo dim E,, = n — 1. Também se tem que w(z) é
par para qualquer z € E,. Por outro lado (1,1,0,...,0) € E, e tem peso 2. Logo o peso minimo é
w(Ey,) =2 e E, é um cdédigo binério de parametros [n,n — 1,2].

2. Matriz geradora e matriz de paridade

Definigao 4.7. Seja C' um cédigo g-ario [n, k.

e Se {v1,...,v;} é uma base de C, a matriz
T
T
G: :
T
T

diz-se uma matriz geradora de C.

o H diz-se uma matriz de paridade de C' se é uma matriz geradora do cédigo dual C+.

Em particular, dim C' > 0 para haver uma matriz geradora, e dim C' < n para haver uma matriz de
paridade.

Note-se que uma matriz geradora tem k linhas e n colunas, e uma matriz de paridade tem n — k
linhas e também n colunas.

Observagao 4.8. Da defini¢do de matriz geradora G e de paridade H, tem-se que C é o espago das
linhas de G e é também o ntcleo de H. Analogamente, o cédigo dual C* é o espaco das linhas de
H e o nicleo de G.

Exemplo 4.9. G = [1 11 1] é uma matriz geradora do cédigo de repeticio C C Fi. Por
defini¢do de complemento ortogonal,
Ct={zcF}:2-1=0}
= {(z1,22,23,24) : 1 + T2+ 23+ 24 =0}
= {(—22 — 3 — T4, 2,23, 74) * T, 73,74 € F5}
logo {(4,1,0,0),(4,0,1,0),(4,0,0,1)} é uma base de C* e
4 1 00
H=14 0 1 0
4 0 0 1

é uma matriz de paridade para C.
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Exemplo 4.10. Qualquer matriz n x n, nio singular!, G é uma matriz geradora do cédigo F - Em
particular, podemos escolher G = I, a matriz identidade.

Definigcao 4.11. Seja C' um cédigo linear de dimensao k e comprimento n.

e Uma matriz geradora Gy, do cédigo C' diz-se na forma canonica se G = [Ik A}, onde A é
uma matriz k x (n — k).

e Uma matriz de paridade H(,,_g)x, do cédigo C' diz-se na forma candnica se H = [B In_k],
onde B é uma matriz (n — k) x k.

Lema 4.12. Seja C um cédigo [n, k] sobre F, com matriz geradora G. Entdo H é uma matriz de
paridade para C se e sé se HGT =0 e as linhas de H sdo linearmente independentes.

Dem. Seja {vi,...,v;} a base de C obtida a custa da matriz geradora GG, mais precisamente, o
vector v; é a linha j de G. Sejam w, ..., w,_j as linhas da matriz H. Entao, a entrada (¢,7) da
matriz produto HGT é w;v;, que podemos ainda escrever como o produto interno w; - v; dos vectores
Wi, V5 € Fg

(=) Se H é uma matriz de paridade de C, as suas linhas sao linearmente independentes, por
definicao de matriz de paridade, e w; - v; = 0 para todo o ¢ e j porque w; € Cte v; € C. Donde sai
que HGT = 0.

(«<=) Seja C’ 0 espago das linhas de H. Entao dim C' = n—k porque as linhas de H sao linearmente
independentes. Como w; - v; = 0 para quaisquer ¢, j (estamos a assumir que H GT = 0) e o conjunto

{v1,...,v;} é uma base de C, conclui-se que C’ é um subespago de C+. Mas como C’ e C* tém
ambos dimensdo n— k, temos necessariamente que C! = C* e, portanto, H é uma matriz de paridade
de C. O

No enunciado, a igualdade HGT = 0 é equivalente a GHT = 0, pois (AB)T = BTAT (AT)T e a
transposta de uma matriz nula é ainda uma matriz nula.

Se aplicarmos o lema anterior ao cédigo dual C- obtém-se o resultado andlogo para matrizes gera-
doras:

Lema 4.13. Seja C' um cddigo [n, k] sobre Fy com matriz de paridade H. Entao G é uma matriz
geradora de C se e s6 se HGT =0 e as linhas de G sdo linearmente independentes.

Teorema 4.14. Seja C um cddigo [n, k|, com uma matriz geradora G = [Ik A] na forma candnica.
Entao H = [—AT In,k] € uma matriz de paridade para C na forma cancénica.

Dem. Como as tltimas n — k colunas de H formam a matriz identidade, tem-se imediatamente que
as linhas de H sdo linearmente independentes. Calculando o produto HG' fica

AT

Aplicando o Lema 4.12, conclui-se que H é de facto uma matriz de paridade para C. O

HGT = [-AT I,4] [I’f} = AT 4+ 1, AT =—AT + AT =0 .

Como consequéncia, tendo uma matriz geradora G na forma canénica, obtemos directamente uma
base para o cédigo dual, nomeadamente, as linhas da matriz de paridade associada a G.

Exemplo 4.15. Seja C' o cédigo bindrio linear gerado pelo conjunto
S =4{11101,10110,01011, 11010} .

Vamos determinar uma matriz geradora e uma de paridade para C. Seja M a matriz cujas linhas
sao os vectores do conjunto S, e apliquemos o método de eliminagao de Gauss a M:

I 1.1 0 1| sy, (11101 11101 1 1101
M= 10110 lwﬁ;ll 01011 lalgtly 01011 N 01011
01 011 01011 00000 00111
11010 00111 00111 0 00O0O

1Recorde da cadeira de Algebra Linear que uma matriz quadrada é ndo singular se e s6 se tem determinante nao nulo.
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Daqui ja podemos concluir que dim C' = 3, pois hd apenas trés linhas de M linearmente indepen-
dentes. Continuando a eliminagao de Gauss a partir da 1ltima matriz obtida, mas agora “de baixo
para cima”, de modo a tentar obter a matriz identidade no canto superior esquerdo da matriz, fica

1 1101 1 00 01
01 0 1 1fuen+vz |01 01 1) i
001 11 001 11
00 00O 00 00O

Como a matriz M foi obtida de M aplicando apenas operagoes nas linhas (i.e., ndo houve trocas de
colunas), M e M tém o mesmo espaco de linhas. Portanto

1 00 0 1]
G=1010 11
001 1 1}

é uma matriz geradora do codigo C' e estd na forma candnica, logo

01 1 1 0]

B=11 11 0 1

é uma matriz de paridade para C e estd na forma candnica. Aplicou-se o Teorema 4.14 a G para
obter H.

Teorema 4.16. Seja C um cddigo [n, k| sobre Fy, com matriz de paridade H. Entdo

(i) A(C) > d se e s6 se quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes,

(ii) d(C) < d se e so se existem d colunas de H linearmente dependentes.

Dem. Pelo Teorema 4.5, sabemos que d(C) = w(C'). Designemos por ¢y, ..., ¢, as colunas da matriz
de paridade H. Seja = (z1,...,7,) uma palavra do cédigo C' C Fy com peso w(z) =e > 0e
suponhamos que as componentes de x ndo nulas se encontram nas coordenadas i1,...,%. Como
C = N(H), temos

n
$EC<:>H$:6 <— incz’:ﬁ

i=1
= z;cy + -+, =0 com i, ...,z #0
<= existem e = w(x) colunas de H linearmente dependentes. (%)

(i) Por defini¢ao de peso minimo, w(C') > d se e s6 se w(z) > d para todas as palavras de cédigo
z € C\ {0}, ou seja, se e s6 se C' nio contém nenhuma palavra z nao nula com peso w(z) < d — 1.
Esta ultima afirmagao é ainda equivalente a dizer que, por (x), quaisquer d — 1 colunas de H sao
linearmente independentes.

(ii) Analogamente a alinea (i), w(C) < d se e sé se existe uma palavra nao nula x do cédigo C
com 0 < w(x) < d, o que é equivalente, por (x), a existir um conjunto linearmente dependente de d
colunas de H. O

Juntando as duas afirmacoes deste teorema, podemos dizer que a distancia minima de um cédigo
linear C' com matriz de paridade H é dada por

’d(C) = numero minimo de colunas de H linearmente dependentes | .

Exemplo 4.17. Seja C' o cddigo linear binario com a seguinte matriz de paridade

10111
H=1|0 1 1 0 1
00011
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Qual a distancia minima de C? Designemos por ¢; a coluna i de H. Como H tem trés linhas (ou
seja, cada coluna é um vector em IE‘%), quaisquer 4 colunas sao linearmente dependentes, portanto,
d(C) < 3. Por outro lado
e como nao hé colunas nulas, qualquer coluna é linearmente independente,
e como nao ha colunas repetidas, i.e., como ¢; # ¢; se i # j, entao ¢; + ¢j # 0 para i # j, e
quaisquer duas colunas sao linearmente independentes,
® como ¢y +c¢4 +c5 = 6, hé trés colunas linearmente dependentes (também podiamos escolher
c1+c+c3 :0).
Donde se conclui, pelo Teorema 4.16, que d(C') = 3.

3. Equivaléncia linear

Considere os trés seguintes codigos ternarios, de comprimento 3:
C; = {000, 121,212} , Cy = {000, 111,222} e C3 = {001, 122,210} .

De acordo com a defini¢ao de equivaléncia dada no Capitulo 2 (ver Definigao 2.3), estes trés cédigos
sao equivalentes entre si pois:

e (5 é obtido de C aplicando a permutagao de simbolos 72 = (12 ) na segunda coordenada, e
012

e ('3 é obtido de C aplicando a permutagao de simbolos 73 = ({ 3 §) na terceira coordenada.

No entanto, os cédigos C7 e Cy sao lineares, mas C3 nao é. Ou seja, a operagao (ii) na Definigao
2.3 nem sempre preserva a linearidade de um codigo. Interessa, portanto, restringir as operacoes
permitidas na nocao de equivaléncia ja dada, de modo a se obter ainda codigos lineares.

Definigao 4.18. Seja C' um cédigo linear g-ario [n, k,d]. C’ diz-se um cddigo linearmente equivalente
a C' se é obtido de C através da aplicagao sucessiva das seguintes operagoes:

(i) permutar a ordem das coordenadas de todas as palavros do cddigo, i.e., substituir todo o
c=cic2 ¢y € C POT Cu(1)Cq(2) * * * Co(n), ONde 0 é uma permutacio dos indices {1,2,...,n}

(ii) multiplicar a coordenada ¢ (fixa) de todas as palavras do cédigo por um escalar nao nulo
Ai € F,\{0}, mais precisamente, substituir todo o ¢ = c1ca -+ - ¢, € C por (A1c1, Agca, ..., ApCp).

No exemplo do inicio desta seccao, aplicar a permutagao 72 = (3 %) corresponde a multiplicar por

A2 = 2. A permutacdo 73 nao corresponde a multiplicacdo por nenhum escalar, porque m3(0) # 0.

Proposigao 4.19. Seja C um cddigo linear e seja C' um cdédigo linearmente equivalente a C. Entdo,
C' é também linear.

Deixamos a demonstracao desta proposicao como exercicio.

Teorema 4.20. Qualquer cdédigo linear C' # {0} € linearmente equivalente a outro com uma matriz
geradora na forma canonica.

Dem. Apenas fazemos um esbogo da demonstragao e deixamos como exercicio justificar com detalhe
todos os passos do argumento apresentado. Seja G uma matriz geradora de C'. Se G nao estd na
forma candnica, aplicamos o método de eleminacao de Gauss, usando apenas operagoes nas linhas,

e obtemos uma matriz G na forma

QI

Il
oo ocooo
oo ocooo
co ocoor
oo oo %
oo or o

*
*
0
0
0

oo = OO
_—o O oo

0

que ainda gera o mesmo codigo C, porque G e G tém exactamente o mesmo espaco de linhas.
Permutando agora as colunas de G' de modo a colocar os pivots nas primeiras colunas, obtém-se
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uma matriz geradora G’ na forma canénica. O cédigo C’ gerado pelas linhas da matriz G’ pode nao
ser igual a C, mas é certamente equivalente a este, pois permutar colunas numa matriz geradora
corresponde a aplicar a operacao (i) da definigdo de equivaléncia linear. O

Exemplo 4.21. Considere os c6digos bindrios lineares C' = (1100,0011) e C’ = (1010,0101). As

matrizes
1100 1010
GZ[OOll] ¢ G:[0101}

sao matrizes geradoras de C' e de C’, respectivanemte. G’ estd na forma candnica. G nao estd, nem
nenhuma outra matriz geradora de C' estd na forma candnica. Porqué? Mas estes dois codigos sao

equivalentes: se aplicarmos a operacao (i) da Defini¢ao 4.18 a C' com o = (13 3) obtemos C".

Exemplo 4.22. A forma canénica de uma matriz geradora pode néo ser unica: seja C' o cédigo
bindrio com matriz geradora

110 00
G=10 01 0 1
00011
Se aplicarmos a operagao (i) da Defini¢do 4.18 com o = (1234 2), obtemos um cédigo C; com a
seguinte matriz geradora i i
100 10
Gi=1(0 1 0 0 1
00 1 0 1}
que estd na forma candnica. Se usarmos a permutacao o = (123%73), obtemos um cédigo Cy com

a seguinte matriz geradora

Gy =

O O =
_— o O
)
ICDCJ»—A

0
1
0 0
que também esta na forma candnica, mas G # Go.

4. Codificacao e descodificacao
4.1. Codificagao sistematica

Seja C' um cédigo [n, k] sobre F,. Como C contém M = ¢" palavras distintas, qualquer vector
m € FI(; poder ser codificado por C.
Seja B = {v1,...,vx} C Fy uma base de C' e considere-se o vector mensagem m = (mi, ..., my) € F’;.
Seja z = Zle m;v;, ou seja, x é a combinacao linear dos vectores da base B tendo por coeficientes
as coordenadas do vector mensagem m, logo z € C. O vector & também se pode escrever x = GT'm,
onde G é a matriz cujas linhas sao os vectores de B. Fica entdao definida uma aplicagao
. ok 0
fiFqg — Fy
m—z=G'm.

Esta aplicacdo f é injectiva e a sua imagem é C, pois as colunas de G formam a base B de C.
Portanto, depois de restringirmos o conjunto de chegada para C', obtemos uma funcao de codificagao
f: F’; — C (ver a Definigao 1.8).

Suponhamos agora que a matriz geradora GG estd na forma candnica: G = [Ik A], com A uma
matriz (n — k) x k. Entao o vector codificado  toma a forma

} m = (m, ATm) . (4.1)

Como as k componentes do vector mensagem m sao também componentes do vector codificado z,
dizemos que se trata de uma codificacao sistemdtica. A essas compomentes de x chamamamos digitos
de mensagem. As restantes componentes de x chamamos digitos de verificacdo ou de redunddancia,
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e ao seu numero r = n — k chamamos redundancia. Escrevendo explicitamente as coordenadas em
(4.1):
digitos de verificagdo ou de redundancia
2= (M., M, Tt o) (4.2)
digitos de mensagem
onde (Tgi1,...,2n) = ATm. Dado um vector codificado x € C, a mensagem original m é obtida
simplesmente apagando os digitos de verificagao.

Exemplo 4.23. O cédigo ISBN ¢é definido por
9
ISBN = {xlxg---xlo cx; €40,...,9}, com 1 <i<9 e z19= szl (mod 11)} .
i=1
Quando se obtém 10 na ultima coodenada das palavras de cédigo, escrevemos x19 = X. Este codigo
nao ¢ linear, mas pode ser obtido a partir do seguinte cédigo linear
9
C={(x1,...,w10) €F}] : w9 = iz} .
i=1
Como a condigao x1g = Z?:l ix; é equivalente a Z}gl(—z)xz + 219 = 0, a seguinte matriz
H=[-1 -2 .- =9 1]
=[X 9876543 2 1]
é uma matriz de paridade para C e esta na forma candnica [B 1 1] com
B=[X 98 7 65 4 3 2].

Pelo Teorema 4.14, G = [Ig —BT] é uma matriz geradora de C'. Usando esta matriz G para
codificar os vectores m € F{,, fica

z=G'm = (my,...,mg,x10)

onde a ltima componente é dada por

9 9
Tr10 = —Bm = szz = Z’Ll‘z
i=1 i=1
e esta é precisamente a condi¢do imposta na defini¢cao do cédigo C' (e também na do cédigo ISBN).
Recupera-se a mensagem original m a partir da mensagem codificada x apagando o digito de veri-
ficagao x19. Em particular obtém-se

ISBN = {GTm : m e (F1; \ {X})°}.
4.2. Descodificagao por Tabelas de Slepian

Seja C' um cédigo linear [n, k] sobre F,. Para cada vector a € [y, definimos a classe ou coconjunto
de a por
a+C:={a+z:2€C}. (4.3)

Observagao 4.24. A operacao soma de vectores num espaco vectorial V satisfaz todos os axiomas
de um grupo abeliano. Assim, quando ignoramos a operacao produto por um escalar, o que sobra é
o grupo abeliano (V,+). Em particular, (FZL, +) é um grupo abeliano e um cédigo C' é um subgrupo
(C,+), necessariamente normal. Assim, fica definida uma relagao de equivaléncia em [y do seguinte
modo: a e b sao equivalentes se e s6 se a — b € C, cujas classes de equivaléncia sao precisamente os
conjuntos em (4.3). Além disso, por C' ser um subgrupo normal de F q» as classes de equivaléncia
formam ainda um grupo.

FEm vez de usarmos a maquinaria de Teoria de Grupos, podemos simplesmente definir primeiro
as classes (4.3) e provar de seguida o seguinte resultado, cuja demonstragdo elementar pode ser
consultada em [2] ou em [1].
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Teorema 4.25. Sejam a,b € Fy vectores arbitrdrios. Entdo:

(i) Qualquer vector a € Fy pertence a uma classe.

(i) Todas as classes contém o mesmo niimero de elementos, i.c., la + C| = |C| = ¢*.

(iii)) bea+C seesésea+C=b+C
(v) Oua+C=b+C ou(a+C)N(bH+C)=2.
(v) Ezistem precisamente ¢" % classes distintas.

(vi) a—b e C se e sd sea eb pertencem a mesma classe.

Uma consequéncia directa deste teorema é o espago quociente
Fy/C:={a+C :acky}

estar bem definido e conter exactamente ¢" ¥ classes.
A um representante da classe a + C' com o menor peso possivel chamamos chefe de classe, mais
precisamente,

¢q € a+C éum chefe de classe se e s se  w(z) >w(e,) Vezea+C .

Uma, classe pode conter mais do que um chefe de classe. No entanto, a classe do vector nulo 0+C = C
contém um unico chefe de classe, nomeadamente, o préprio vector nulo.

Exemplo 4.26. Considere o cédigo linear binario C' = (1011,0101) = {0000,1011,0101,1110}. A
classe de 0001 é o conjunto

0001 + C = {0001, 1010, 0100, 1110} .

Como w(0001) = w(0100) = 1, w(1010) = 2 e w(1110) = 3, os vectores 0001 e 0100 sdo ambos chefes
da classe 0001 4 C.

Considere o seguinte algoritmo de descodificagao:

Recebido y € Fy, procuramos o chefe de classe ¢, € y + C' e descodificamos y por y — ¢y. (Caso nao
haja unicidade de chefes de classe, devemos indicar a priori qual o que vamos usar para o algoritmo,
ou entao optar por uma descodificacao incompleta.)

Para aplicar este algoritmo sistematicamente, construimos uma Tabela (Padrdo) de Slepian:

7 1 k
e cnumeramos as plavaras de cédigo C = {z!,22,... 29 };
e escolhemos chefes de classes a® = 0, a',a?,...,a°" !, onde s = ¢" % é o nimero de classes
distintas;

e cscrevemos uma tabela

a0+C:C: ! 2 ) qu )
at+C: a4zt a4z o a4l o a4
ai+é: T e U s =q""" linhas
a® !+ C Dol gl sl 4 g2 coasl g as—1 4 pd*
¢" colunas

Note que nesta tabela encontram-se todos os vectores de Fy, sem repetigoes, e na primeira linha
encontram-se as palavras do cédigo C'. Assim, o algoritmo de descodificacdo também pode ser
descrito da seguinte maneira:

Recebido um vector y € Fy, encontrar a sua posigao na Tabela de Slepian, i.e., encontrar
a entrada (i, j) tal que y = a’ + 27, assumir o erro a’ e descodificar y por y —a’ = 27 € C.
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Estamos a assumir que o erro ocorrido é o chefe de classe a’ que, por definicdo, tem peso minimo
entre os elementos da sua classe. Portanto, ao usarmos este algoritmo, estamos a descodificar por
distancia minima. Conclui-se também que os vectores erro que este algoritmo permite corrigir sdo
precisamente os chefes de classe escolhidos a',a?,...,a* 2 e a® .

Exemplo 4.27. Continuando com o Exemplo 4.26, sejam 2z = 0000, z! = 1011, 2> = 0101 e
2% = 1110 as quatro palavras do cédiogo C, que formam a primeira linha duma Tabela de Slepian.
Para escrevermos a segunda linha, temos de esolher uma palavra de peso minimo em F%\C . Qualquer
palavra de peso 1 serve. Por exemplo, pondo a' = 0001, a segunda linha da tabela fica

0001+ C: 0001 1010 0100 1111

Para a préxima linha, escolhemos para a? uma palavra de peso minimo entre os vectores de Fy que

ainda nao aparecem em nenhuma das linhas anteriores ja escritas. Continuando este procedimento,
obtemos a seguinte Tabela de Slepian:

C: 0000 1011 0101 1110
0001 +C: 0001 1010 0100 1111
0010+ C: 0010 1001 0111 1100
1000+ C': 1000 0011 1101 0110

(Outra possivel Tabela de Slepian, seria escolhermos 0100 para chefe da classe 0001 + C. Nas outras
trés classes, hd apenas uma escolha possivel.)

Para descodificar a palavra recebida y = 1101, localizamos y = 1000 4+ 0101 = a® + 22 na tabela e
descodificamo-la pela palavra no topo da coluna correspondente, neste caso por 2 = 0101.

Como se pode imaginar, construir uma Tabela de Slepian é um procedimento moroso e nao muito
prético se Fy contiver um ntimero elevado de palavras. No entanto, sabermos quais sao os chefes de

classe (que corresponde a ter a primeira coluna da tabela, se escolhermos z° = 6) ja nos da alguma
informagao sobre a distancia minima do cédigo. No exemplo acima, sabendo apenas que os chefes
de classe nao nulos sdo a' = 0001, a®> = 0010 e a®> = 1000 e tém todos peso 1, mas ndo incluem
todos os vectores de IE“Q‘ com este peso, ja nos permite concluir que a distancia minima do cédigo é
d(C) < 3, pois o cédigo nao corrige todos os erros de peso 1.

Proposicao 4.28. Se d(C) = d, entdo todas as palavras de peso menor ou igual a t = L%J sao
chefes de classes distintas.

Deixamos a demostracao desta proposicao como exercicio.

4.2.1. Probabilidade de descodificagao correcta e de deteccao de erros

Seja C' um cdédigo linear bindrio e considere um canal de transmissao binario simétrico, com proba-
bilidade de troca de simbolos p < % A probabilidade de ocorrer um vector erro € de peso w(€) =1
é p'(1 — p)™*, pois ocorreram precisamente i trocas de simbolos. Seja

o = #{chefes de classe a’ com pesow(a’) =i} . (4.4)

Portanto, a probabilidade de descodificar correctamente (ver (1.9)) a palavra recebida y pela palavra
de cédigo de facto enviada é

PCO’!”V‘(C) = Z aipi(l - p)nii )
1=0

pois corresponde a probabilidade do vector erro ser um chefe de classe. Note que P, (C) apenas
depende dos chefes de classe. Em relacao ao niimero destes, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.29. Sejat = L%J Entao «; = (7;), para qualquer 0 < 1 < t.

Suponhamos agora que o cédigo C' é usado apenas para detecgao de erros. Se z € C' é a palavra
enviada e y é a palavra recebida, o vector erro € = y — z nao é detectado se e s6 se y € C'\ {z},
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o que é ainda equivalente a € € C'\ {6} Portanto a probabilidade de nao se detectar um erro nao
depende da palavra enviada x e é dada por

Pundetec(c) = Z Azpl(l - p)n—i )
i=1

onde
Ai=#{z e C : w(z)=1i}. (4.5)
A probabilidade de detec¢ao de erros é entao dada por Pietec(C) = 1 — Pyndetec(C).

4.3. Descodificagao por sindrome
A descodificacao por sindrome é também um método de descodificagdo por distancia minima, é

equivalente ao algoritmo usando um Tabela de Slepian, mas muitissimo mais eficiente.

Fixemos um cédigo linear C, de parametros [n, k];, com matriz de paridade H.

Definicao 4.30. O sintoma de z € F; é o vector S(x) = Hx € F;‘_k.

Como habitualmente, identificamos um vector x com a matriz coluna cujas entradas sao as coorde-
nadas de x.

Lema 4.31. Dois vectores x,y € Fy tém o mesmo sintoma se e s se pertencem a mesma classe de

C,ie,Sx)=95) seeso sex+C=y+C.
Dem. S(z)=S(y) @ Hr=Hyo Hz—-y)=0or-yeNH)=Csz+C=y+C. O

Por definicao, a aplicagao
. -k
S:Fy — Fy
x+— S(x) = Hx

é uma aplicacao linear. O lema anterior garante que esta aplicacao S induz uma aplicacao S
(necessariamente linear) no espago quociente Fy /C

g . 7N n—k
S:Fy/C — Ty
x4+ C+— S(x)=Hzx

e que S é injectiva. Como [Fy/C contém precisamente ¢" % classes distintas, entdo S também é
sobrejectiva, logo é bijectiva, i.e., S é um isomorfismo de espacos lineares.

Portanto, para definir um algoritmo de descodificacao é preciso determinar a aplicacao inversa de
S e escolher um representante de cada classe z + C' (estes representantes vao ser os erros corrigidos

pelo algoritmo), por exemplo, os chefes de classe a’ também usados nas Tabelas de Slepian. Para
facilitar a descodificagao, comecamos por escrever uma tabela de sindrome:

a’ | S(a?)
=015 =0
at | S(at)
asfl S(asfl)
onde s = ¢"~ % é o nimero de classes distintas e a® = 6, a',...,a*! sdo chefes de classe. O algoritmo

de descodifica¢do por sindrome é o seguinte:

n
. a’ ) ) :
que S(y) = S(a'), assumir o erro a' e descodificar y por y —a' = 27 € C.

Recebido um vector y € F?, calcular o sintoma S(y), determinar o chefe de classe a’ tal
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Exemplo 4.32. Considere novamente o c6digo linear C' = (1011,0101) do Exemplo 4.27. J& deter-
mindmos chefes de classe a® = 0000, a' = 0001, a® = 0010 e a® = 1000. Agora precisamos de uma
matriz de paridade para calcularmos os sintomas. Como a matriz geradora

1011
GZ[OlOl]

estd na forma canonica, conclui-se imediatamente que

1010
H‘[1101]

é uma matriz de paridade para C. A tabela de sindrome fica entao

0000 | 00
0001 | O1
0010 | 10
1000 | 11

(Note que na coluna dos sintomas S(a’) aparecem exactamente os quatro vectores em F3.) Seja y =
0110 a palavra recebida. Como S(0110) = 11 = 5(1000), descodificamos y por y — 1000 = 1110 € C.

Por vezes nao é necessario escrevermos a tabela de sindrome para aplicarmos o algoritmo.

Exemplo 4.33. Seja C' o cddigo linear sobre Fi; = {0,1,2,...,9, X} com a seguinte matriz de
paridade

1 11111111
123456 7389 X
A coluna i de H é ¢; = [1 i]T, portanto

det [¢; ¢ :det[

donde concluimos que quaisquer duas colunas distintas s@o linearmente independentes. Como as
colunas de H sao vectores em [F %1, quaisquer trés colunas sao linearmente dependentes (bastava
haver trés colunas linearmente dependentes). Aplicando o Teorema 4.16, obtém-se que d(C) = 3 e,
portanto, o cédigo C' pode ser usado para corrigir qualquer erro simples de troca de simbolos.

11 . . .

Vamos ver que, usando uma descodificacao incompleta, para além de corrigir os erros simples, C
também permite detectar os erros duplos de transposicao.

Seja x = (z1,...,710) € C a palavras transmitida, e seja y = (y1,...,y10) € F1? a palavra recebida.
No caso de ocorrer um erro simples, entdao y = x + (0,...,0,k,0,...,0) com k € Fy; \ {0} na
coordenada j. Pondo
10 10
A= Z Ui e B = Z 1y;
i=1 i=1

fica S(y) = (A, B). No caso particular do vector recebido, ainda fica

10 10
A=>"wi+k=k e B=) iv;+jk=jk
i=1 i=1
porque S(z) = 0. Portanto ambas as componentes do sintoma S(y) sdo nao nulas e podemos ainda
concluir que ocorreu um erro de amplitude k = A na coordenada j = BA™!.

No caso de ocorrer um erro de transposicao, o vector recebido é

Yy = (wl, . ,$j,1,$k,Ij+1, e ,xk_l,xj,xk+1, . ,5610)
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para algum par de coordenadas 1 < j < k < 10, com x; # x} na palavra enviada (se z, = x; e se
permutarmos as coordenadas j e k, nao alteramos o vector x). Portanto, as coordenadas do sintoma
S(y) sao agora dadas por

10 10

B = ZzyZ szz (jog + kxj) — (jo; + kay) = (K — j)(xj — k) # 0

Portanto, S(y) = (0, B) com B # 0, mas nao conseguimos determinar o tipo de erro ocorrido apenas
conhecendo o valor de B.

Acabamos de provar que o seguinte algoritmo de descodificacao incompleta corrige erros simples e
detecta erros duplos de transposicao:

1. Recebido y € F1¥, calcular o sintoma S(y) = (A, B) € F};
2. Se (A, B) = (0,0), entao assumir que nao ocorreram erros de tansmissao e descodificar a palavra
y por ela prépria, uma vez que y € C.
3. Se A #0 e B # 0, assumir que ocorreu um erro simples na posicao j = BA™! de amplitude A, e
descodificar y por y — (0,...,0,A4,0,...,0) (A na coordenada j).
4. Se A# 0ou B # 0 (masnao A # 0 e B # 0), assumir pelo menos dois erros e pedir retransmissao.
Exercicios

4.1. Seja C' um cddigo linear [n, k] sobre F,. Para cada i € {1,...,n} fixo, mostre que, ou z; = 0
para todo o = (z1,...,2y,) € C, ou o nimero de palavras em C com z; = a, para a € [, fixo,
f 11 k-1
¢ =q

4.2. Seja C' um cédigo linear bindrio. Mostre que, ou todas as palavras de C' tém peso par, ou
metade das palavras tem peso par e a outra metade tem peso impar.

4.3. Seja C' um c6digo linear bindrio de parametros [n, k,2t + 1] e seja C' = {z € C' : w(x) é par}
o subcédigo de C' das palavras de peso par.
(a) Justifique que C’ é um c6digo linear.
(b) Determine, justificando detalhadamente, a dimensao de C’.

4.4. Determine uma matriz geradora e uma matriz de paridade, e indique os parametros [n, k, d|
para o menor cédigo linear sobre F, contendo o conjunto S, quando
(a) ¢ =3, S ={110000,011000,001100,000110,000011};
(b) ¢ =2, S ={10101010,11001100,11110000,01100110,00111100}.

4.5. Seja C' um cédigo linear binario de comprimento n > 4. Seja H uma matriz de paridade para
C' tal que as colunas de H sao todas distintas e tém todas peso impar. Prove que d(C) > 4.

4.6. (a) Demostre a Proposigao 4.28: para um cddigo linear g-ario de comprimento n e distancia

minima d, mostre que os vectores x € Fy com peso w(z) < L%J sao chefes de classes

distintas deste cédigo.
(b) Seja C' um cédigo perfeito com d(C') = 2t + 1. Mostre que os tnicos chefes de classe de C
sao os determinados na alinea anterior. R
(¢) Assumindo que o cddigo perfeito C' da alinia (b) é binario, seja C' o cédigo obtido de C
acrescentando um digito de paridade, i.e.,
N n+1
C= {(xlv"' 7xn7xn+1) F AR (xlv" : 7~Tn) € Ca Z-ﬁvz = O} .

Mostre que qualquer chefe de classe de C tem peso menor ou igual a t + 1.
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4.7. Considere o cédigo linear sobre F1; de matriz de paridade

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
H=]1 2 3 4 5 6 7 8 9 X
12 22 32 42 52 62 72 82 92 X2
(a) Determine os parametros [n,k,d| deste cédigo. [Sugestao: Comece por verificar que em
qualquer corpo K

1 1 1
a; az as :(a3—a1)(a2—a1)(a3—a2) R Val,ag,CLgEK].
2 2 2
ay az ag

(b) Escreva uma matriz geradora do cédigo.

(c) Descreva pormenorizadamente um Algoritmo de Descodificagao para este cddigo que per-
mita corrigir 1 erro e detectar 2 erros em qualquer posigao.

(d) Utilize o algoritmo da alinea anterior para descodificar os vectores recebidos

x = 0204000910 e y = 0120120120 .
4.8. Resolva o problema andlogo ao anterior para o cédigo linear sobre F1; de matriz de paridade

1 1r 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X
12 22 32 42 52 62 72 82 92 X?
1328 3 43 5 6 T8 9 X3
Descodifique também o vector recebido z = 1204000910.

4.9. Procure um cédigo linear bindrio [7, k] com a taxa de transmissdo maxima que permita corrigir
os seguintes vectores de erro: 1000000, 1000001, 1100001, 1100011, 1110011, 1110111 e 1111111.

4.10. Considere um cédigo linear ternario C' (i.e., sobre o alfabeto Fz = {0,1,2}) tendo como matriz
de paridade

H =

212110
H=1]11 21 01
010200

(a) Determine, justificando, os parametros [n, k,d] de C.

(b) Calcule uma matriz geradora na forma canénica do cédigo C.

(c) Diga quais as capacidades correctoras de C' para erros de apagamento, justificando cuida-
dosamente a resposta.

(d) Diga o que fazer perante as palavras recebidas

x = 210177, y=177712 e z =177210 .

4.11. Demonstre a Proposicao 4.29. Mostre ainda que, no caso de um cddigo perfeito, também se
tem que «; = 0 para qualquer ¢ > t.

4.12. (a) Mostre que a distancia minima do cédigo ISBN é 2.
(b) Quantas palavras do cédigo ISBN terminam no simbolo X € Fy;7
(c) Quantas palavras do c6digo ISBN terminam no simbolo a € {0,1,...,9} C Fy17?
(d) Seja C o cédigo linear sobre Fy; definido no Exemplo 4.33 e seja C’ C C' o subcddigo definido
por
C'={rxeC:z;#X Vi=1,...,10}.
Mostre que |C’| = 82644629.
[Sugestao: use o Principio de Inclusao-Exclusao (Teorema A.1) e o resultado do Exericio 4.1.]






CAPITULO 5

Construcao de Caédigos

Alguns casos particulares das construgoes apresentadas neste capitulo ja foram usadas, quer em
demonstragoes, quer em exemplos. Comegamos por apresentar construgoes envolvendo um cédigo
apenas (Secgoes 1 a 5), as restantes envolvem dois c¢édigos ou mais.

1. Extensao

Dado um cédigo C de parametros (n,M,d),, linear ou nao, constréi-se um novo cédigo C de
parametros (n + s, M ,c/l\)q acrescentando s componentes a cada uma das palavras de C, podendo
estas s componentes ser definidas a custa das n primeiras. C diz-se uma extensdo de C.

Um caso particular importante é a extensao por paridade de C, usada na demonstracao do Teorema
2.9 para codigos binarios. Para codigos ¢-arios a definicao é a seguinte

n+1

C={(x1,...,2n,Tns1) : (21,...,25) € C, ZmEO (mod q)} ,
=1

onde a ditancia minima de C satisfaz d < d <d+1.

Lema 5.1. Seja C um cédigo bindrio linear [n,k,d] com matriz de paridade H. Entdo a extensdo
por paridade C' € linear, tem parametros [n+ 1,k,d]|, com d par e

(5.1)

€ uma matriz de paridade para C.

Dem. Seja 7 = (2, 2p41) € F4™! com = = (x1,...,2,) € F}. Entao
TeCesasecCew@) éparesasecNH) el - T=0<FecN(H),

ou seja, C=N (ﬁ ), logo C éum codigo linear e, como as linhas de H sdo linearmente independentes
(porqué ?7), H é uma matriz de paridade para a extensao por paridade de C. O

Exemplo 5.2. A extensao por paridade do cédigo binario F% é o cédigo dos pesos pares

Epy1 = {z e F3™ : w(x) é par} c Fitt .

Como consequéncia, temos o seguinte lema.
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Lema 5.3. Seja C' um codigo bindrio, de comprimento n, com d(C) = d impar. Entdo a extensdo
por paridade C' C Ey 41 tem distancia minima d(C) = d + 1.

Dem. Basta observar que C' C F3 e que a extensao C tem distancia par, pois Cc Eny. O

Como exemplos, iremos ver no Capitulo 6 a extensao por paridade dos cédigos de Hamming binérios.

2. Pontuacao

Dado um cédigo C' de parametros (n, M, d),, contréi-se outro cédigo ¢ com parametros (n—s, M, c?)q
eliminando s < d componentes a cada uma das palavras de C, portanto d < d. Ao cédigo ¢ assim
obtido chamados o pontuado de C.

Esta construcao jé foi usada na demonstracao do Teorema 2.9, com s = 1, e também para provar a
desigualdade de Singleton (Proposi¢ao 2.11) com s = d — 1.

o
No caso de C' ser um cdédigo linear [n, k, d|,, com matriz geradora G, o pontuado C' é ainda linear e
o o
obtem-se uma matriz geradora G para C' apagando as s colunas correspondentes as s componentes
eliminadas.

No Capitulo 6, iremos definir os cédigos de Golay Ga3 e (G11 como os pontuados na tiltima componente
de G4 e G192, respectivamente.

3. Expansao

Dado o cédigo C' de parametros (n, M, d),, obtém-se um novo cédigo C com parametros (n, M, d)g,

acrescentando palavras a C. Portanto M > M e d<d.

Exemplo 5.4. Seja C' um cédigo bindrio (n, M, d) e defina-se o c6digo complementar
C={x*YT—z:2eC},
onde T denota o vector com todas as componentes iguais a 1. Por exemplo, com & = 01011, o vector

“complementar” é z¢ = 10100. Ouﬁseja, obtém-se C° trocando os 0 e os 1 em todas as palavras de
C. Seja C' = C'UC®. Este cédigo C tem parametros (n, M, d) com M < 2M, mais precisamente

M =2M —|CNC e d = min{d,n — max{d(z,y) : z,y € C, x # y°}} . (5.2)

No caso de C' ser um cddigo linear [n, k, d|,, uma extensao de C' é um subespago Cc [y que contenha
C. Se G é uma matriz geradora de C, obtém-se uma uma matriz geradora G de C acrescentado
linhas a G, mais precisamente, dada uma base B = {v1,...,v;} de C, completa-se B para obter uma
base B = {v1,..., vk, w1,...,w} para C.

Exemplo 5.5. Considere o cédigo bindrio C' = {000000,010010,001100,011110}. Este cédigo é
linear e uma base pode ser, por exemplo, {010010,001100}. O cédigo complementar de C' é C¢ =
{111111,101101, 110011, 100001}, que nao é linear pois nao contém o vector nulo. A reuniao deste
dois cédigos é

C'U C* = {000000, 010010, 001100,011110, 111111, 101101, 110011, 100001}
e tem parametros (8,8, 2), pois d(C) = 2. Note que, neste caso, C' U C® é um cbdigo linear e

100 001
G=(01 0010
001100

é uma matriz geradora — justifique.
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4. Eliminacao ou subcddigos

Dado um cédigo C' de parametros (n, M, d),, eliminando palavras em C obtém-se um novo cédigo
C de parametros (n, M,d),. Portanto M < M e d > d. C diz-se um subcddigo de C.

Exemplo 5.6. (i) As sec¢oes de C
Cio={z=(21,...,20) €C : &y =a}, (5.3)

comi € {l,...,n} e ae€ Ay fixos, sao subcddigos de C'.

(ii) O c6digo ISBN é obtido do c6digo linear C, sobre Fi1, com matriz de paridade
H=[123 4567389 X]

usando eliminacao — ver Exemplo 4.23. No entanto, o cédigo ISBN nao é uma seccao de C.

No caso linear, a eliminacao corresponde a tomar um subespaco C de C.

ATENGAO! Uma matriz geradora de C nao é necessariamente obtida de uma matriz geradora de C
apagando linhas.

Exemplo 5.7. Seja C um cédigo linear. Entao Cjg = {x € C' : z; = 0} s@o as Unicas sec¢oes de C
que ainda s@o c6digos lineares (as outras secgoes nao contém o vector nulo), e

dimC —1< dimCLO <dimC Vi.
Exemplo 5.8. Seja C o cédigo bindrio com matriz geradora

100110
G=101 01 0 1
001 011
Vamos determinar uma matriz geradora G para a seccao Cgg = {x € C' : z6 = 0}. Note que, se
apagarmos as linhas de G que nao estao em Cp o, obteriamos uma matriz linha geradora de um cédigo

de dimensao 1, que nao é Cg, pois esta seccao é um espago vectorial de dimensao 2 (justifique).

Como G estd na forma canénica [I A], entao

110100
H=[-AT I]=/1 01010
011001
é uma matriz de paridade para C. A condi¢ao z¢ = 0 traduz-se numa linha [O e 0 1], donde
110100
H 101010
= 1011 0 0 1
00 0 001 000001

¢ uma matriz de paridade para Cg g, se as suas linhas forem linearmente independentes. Aplicando
o método de eleminacao de Gauss a H para tentar obter uma forma candnica:

1 1010 0| pemutar |01 1.0 00 01 1000
Is—ig+iy, (10 1 0 1 0 linhas 1 1 01 0 Of =3+ |1 1 01 0 O
L "= g 11000 —~ Jtot1o010 ~|t10010
00 0O0O01 000001 00 0O0O01
logo podemos concluir que as 4 linhas de H sao linearmente independentes e que

100110
G=[I _BT]:011110

¢ uma matriz geradora de Cg .
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5. Contraccao

Uma contracgao de um codigo C' é obtida aplicando as construgoes de eliminagdo e pontuagao. Um
exemplo importante é a pontuacao de uma seccao, que passamos a descrever.

Dado um cédigo C' de parametros (n,M,d),, pontuando na componente ¢ da secgao Cj, de C
(definida em (5.3)), obtém-se um cddigo contraido C' de pardmetros (n — 1, M’,d’), com M’ < M
ed >d.

No caso de um cédigo linear [n,k,d],, a seccio Cj, (com i € {1,...,n} e a € F, fixos) nao é
necessariamente um subespaco vectorial de C, mas contém ¢*~! palavras se C' # Ci,0 (consequéncia
do Exercicio 4.1). Supondo entdo que C;g # C, C;, é um cédigo de parametros (n,¢*1,d’), com
d > d. Pontuando C; ¢ na componente i, obtemos um cddigo linear C’ de parametros [n—1,k—1,d],
e uma matriz de paridade para C’ pode ser obtida apagando a coluna i de uma matriz de paridade
para C' — Exercicio 5.3.

Exemplo 5.9. Considere o c6digo terndrio C, de parametros [6, 3], com matriz geradora

O pontuado ¢ de C na quinta coordenada é gerado pelos vectores que se obtém das linhas de G
apagando a quinta coordenada, portanto

é uma matriz geradora deste cédigo (note que as linhas de G ainda sio linearmente independentes)
e [5,3] sdo os seus parametros. Vamos agora determinar uma contracgdo de C' na quinta coorde-
nada, mais concretamente, vamos deteminar uma matriz de paridade para o pontuado na quinta
coordenada da seccao Cso. Como G estd na forma canénica,

012100

H=1|1 2 0 0 10
201001
é uma matriz de paridade para C e
01 2100
120010
Hso=19 010 0 1
000 01O

¢ uma matriz de paridade para C5 ¢ (acrescentou-se o vector €5 na tultima linha) e [6, 2] sdo os seus
parametros. Recorrendo ao Lema 4.13, é facil verificar que

1 1 0 2 01
G50:[ ]

)

0 01 1 0 2
é uma matriz geradora e, portanto,

° 11021
G570_[00112}

¢ uma matriz geradora da contraccao C’ = 60’570, que tem parametros [5,2], e recorrendo ao Lema
4.12 verifica-se que a matriz que se obtém de H apagando a quinta coluna, i.e., que

o

0
H=]1
2

SN =

210
0 00
1 01

¢ uma matriz de paridade para C’.
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Usando véarias das contrugoes que definimos até agora, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.10. Se existe um cddigo linear de parametros [n,k,d|q, entao também existe um cddigo
linear de parametros [n+r, k —s,d — t|y, para quaisquer r >0,0<s<k—1e0<t<d—-1.
Dem. Seja C' um cédigo [n, k, d],.

(i) Fixemos r > 0. Usando extensao por zeros, ou seja, acrescentando r componentes todas nulas a
cada palavra do cédigo C, obtemos um novo cédigo de parametros [n + 7, k, d],.

(ii) Fixemos 0 < s < k—1. Seja x € C uma palavra com peso w(z) = d = d(C). Seja {v1,v2,...,vx}
uma base de C' com vy = z. Entao o subespaco C' = (v1,...,v5_s) C C' é um cédigo [n, k — s, d],.
Para justificar que d(C") = d, basta observar que z € C’ pois k — s > 1.

(iii) Fixemos 0 <t < d —1. Seja x € C com peso w(z) = d = d(C). Pontuando em ¢ componentes
1<i; <ip<---<ip <ntais que x;, # 0 parak =1,...,t (que existem porque t <d—1 < w(x)),

obtemos um c6digo C' de parametros [n—t, k,d—t],. Aplicando agora a alinea (i) desta demonstracao

ao cédigo ¢ com 1 = t, obtemos um cédigo de parametros [n, k,d — t],. O

6. Soma directa
Dados dois codigos g-arios C e Co de parametros (ny, My, dy) e (n2, Ma, d2), respectivamente, define-
se 0 codigo soma por
01@2 =Ci1oCy = {(1'1,1'2) cxp € Cp, 20 € CQ} .
Portanto, o cédigo soma contém M; M, palavras de comprimento n + ne.
Lema 5.11. A distancia minima de Cy @ Cy € d = min{d;, da}.
Dem. Sem perda de generalidade, suponhamos que d; < dy. Sejam z1,y; € C tal que d(z1,y1) =
dy = d(C1) e seja xg € Cy. Como (1, 2), (Y1, 22) € Ciga, entao
d(Crg2) < d((z1,22), (Y1, 22)) = d(z1,91) = d1 .

Por outro lado, para quaisquer palavras (z1,x2), (y1,y2) € Cig2 distintas , tem-se

d((z1,72), (y1,92)) > d(21,91) > d1 se r1 # Y1 ,
d((z1,72), (Y1,92)) > d(22,92) > do > dy se T3 # Yo ,
portanto, tomando o minimo entre pares de palavras distintas, d(Cig2) > d;. O

No caso de C e Cy serem c6digos lineares de parametros [n1, k1, d1]q € [n2, k2, d2]q, respectivamente,
C1 & Cy é a soma directa de espacos vectoriais, portanto é ainda um espago vectorial. Como
|C1 @ Cy| = My My = ¢F1+*2 conclui-se que dim(Cy @ Cs) = ky + ka. Resolva o Exercicio 5.6 para
obter uma matriz geradora de C @ (s a custa de matrizes geradoras de C; e Cs.

7. Construcao de Plotkin

Dados dois c6digos g-drios C e Cy de parametros (n, My, d;y) e (n, Ma, da), respectivamente, define-se
um novo cédigo por!

Crio=C1xCy={(z,x+y) : 2 €C,yeCa}.
Os paramteros de Cj * Cy sao (2n, MMy, d), onde d = min{2d;,ds} — a distancia minima foi
calculada no Exercicio 2.10.
No caso de C] e Cs serem codigos lineares, entao a construcao de Plotkin C',o também é um cédigo
linear: basta verificar o fecho da soma de vectores e do produto de um vector por um escalar, pois
C1.2 é um subconjunto do espago vectorial Fg". Para matrizes geradoras e de paridade, resolva o
Exercicio 5.7.

'Embora nio se exija que C71 e Cy sejam lineares, a defini¢do da construgdo de Plotkin assume que esteja definida uma
operacao soma no alfabeto dos cédigos.
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Exemplo 5.12. Seja C; = Ey = {z € F3 : w(z) é par} e seja Cy o cédigo de repeticio bindrio
de comprimento 3. Entao C; = (110,101) e Cy = (111) tém parametros [3,2,2] e [3, 1, 3], respecti-
vamente. Portanto, {110110,101101,000111} é uma base de Cy x Co — justifique — e os parametros
deste c6digo sao [6, 3, 3].

8. Concatenacao

Definimos concatenagao apenas no caso linear.

Recorde que o corpo Fgm é um espaco vectorial de dimensao m sobre F,. Se f(t) € F,[t] é um
polinémio irredutivel de grau m, entdo Fgm = F,[t]/(f(t)). Se o € Fgm ¢é uma raiz de f(t) entdo
ainda podemos escrever

Fym = Fyla] = {ag + a1+ -+ + app_12™ " : a; €y} .

Portanto, a aplicacao

¢ :Fgm — (Fy)™ (5.4)
apt+ara+---+ am—lam_l — (CL(], ai, ... 7am—1)
¢ um isomorfismo linear sobre Fg, ie., ¢ é uma aplicacao linear bijectiva. Recorde ainda que
{1,a,...,a™ 1} é uma base de Fym como espago vectorial sobre g, por isso, para definir ¢, basta
dar ¢(a') = €41, com i € {0,1,...,m — 1}, onde €; € F;* é o vector com 1 na componente j e 0 nas
restantes. Seja ¢* a aplicacao definida por
N vezes
—N—
¢* : Fgn x - Fgm =Fh — (F)N =FY (5.5)

x=(x1,...,2N) — (&(21),...,0(xN))

Entao ¢* também ¢ uma aplicacao linear sobre F,. Além disso, usando apenas a injectividade de ¢,
tem-se

P (x1,... ) =0 <= ¢(x;)=0 Vi <= x,=0 Vi <<= (21,...,2,) =0,

portanto ¢* é injectiva.

1° caso: concatenacao com um cédigo trivial

Seja A um cédigo linear [N, K, D] sobre Fym. Em particular A é um subespaco vectorial de Ff]\fn e
podemos aplicar ¢* as palavras de A. Seja

A" = 9" (A) = {(p(c1), d(c2), ..., d(cN)) = (e1,...,¢en) € A} .

A* diz-se a concatenagdo de A com o cédigo trivial Fy*. Como A é um cddigo linear e ¢* é uma
aplicagao linear sobre F,, a concatenagao A* = ¢*(A) é ainda um cddigo linear (a imagem de um
subespago vectorial por uma aplicagao linear é um espago vectorial).

Exemplo 5.13. Com a notagdo ja habitual que temos vindo a usar, Fy = {0,1,a,a?} onde a é
uma raiz do polinémio 1+ ¢ + t? € Fa[t] C F4[t], ou seja, a®> =1+« . A aplicagao ¢ : Fy — F3 é
definida por

p(0)=00, ¢(1)=10, Pla)=01 e Gla>)=¢(1+a)=11.

Atendendo a que {1,a} é uma base de F4 como espago vectorial sobre Fo, bastava indicar ¢(1) e
¢(a) para definir a aplicagao linear ¢.

Seja A o cédigo de repeticio bindrio de comprimento 3 sobre Fy. A concatenacio de A com F3 é o
c6digo binario

A* = ¢*(A) = {000000,010101,101010, 111111} = (010101, 101010) . (5.6)
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Exemplo 5.14. Ainda sobre Fy como no exemplo anterior, considere o cédigo
A={(1,a,0%) ={(0,0,0), (1,,0?), (o, 02, 1), (a%,1,0)} .
A concatenacao de A é o cédigo binario

A* = ¢*(A) = {000000,100111,011110,111001} = (100111,011110) . (5.7)

2° caso: concatenacao de dois cédigos

Consideremos dois cédigos lineares: um cédigo A de parametros [N, K, D] sobre Fym e um cédigo B
de parametros [n,m,d] sobre F,. Como dim B = m = dimFym, entdao B e F,m sao isomorfos como
espacos vectoriais sobre F,. Fixemos, entao um isomorfismo linear

¢:Fm — B

e seja ¢* a aplicacdo definida como em (5.5) a custa deste ¢. Portanto ¢* é F,-linear, injectiva, e,
como ¢(z;) € B para qualquer z; € Fgm, a sua imagem é um subespaco de BN,

Como o cédigo A é um subespago vectorial de Fé\fn sobre Fym e como este corpo € um espaco vectorial
sobre F;, entdo A é também um subespaco vectorial sobre F, (trata-se de um caso particular do
Exercicio 3.12) e, portanto, ¢*(A) é um subespaco de IE‘Z"‘N sobre IF, porque ¢* é uma aplicagao
[Fy-linear.

Definicao 5.15. Dado o cddigo exterior A de parametros [N, K, D] sobre Fym e o cddigo interior
B de parametros [n,m,d| sobre F,, e um isomorphismo vectorial ¢ : Fom — B, o cédigo linear
C = ¢*(A) diz-se a concatenacao de A e B.

Exemplo 5.16. Seja Fg = Fy[t]/(1+t+1%) = F[a], onde o é uma raiz do polinémio 1+t +t3. Seja
A o cédigo linear sobre Fg gerado pelo vector (1,a) € F2, e seja B = F3. Considere as aplicagdes
lineares ¢1, ¢ : Fg — 3 = B definidas por

¢1(1) =001, ¢1(a) =010, ¢1(a”) =100 e ¢a(1) =111, ¢2(a) = 100, ¢2(a?) =110 .
¢1 € ¢3 sdo isomorfismos, por isso podemos formar as concatenagoes C; = ¢7(A) e Co = ¢2(A), que
sao cddigos bindrios de parametros [6, 3, 2] e [6, 3, 3], respectivamente — justifique! Logo C; e C2 nao
sao codigos equivalentes, apesar dos cddigos exterior A e interior B serem os mesmos.

Proposigao 5.17. Se A e B sdo cédigos [N, K, D]gn e [n,m,d],, respectivamente, entdo a con-
catenagao C' é um cédigo (nN,mK,d'],, onde d > dD.

Dem. Por construcao, o comprimento do cédigo concatenacao é n/N, uma vez que C' C IF’ZN .
Como ¢* é uma aplicacio injectiva e C' = ¢*(A), entdo |C] = |A| = (¢™)I™4 = ¢™K logo dim C' =
log, |C] = mK.

Quanto & distancia minima, pelo Teorema 4.5, basta ver que w(y) > dD para qualquer y € C'\ {0}.
Seja (21,...,xn) € A\ {0} com z; € Fym. Para cada j tal que z; # 0, tem-se ¢(z;) # 0, porque
¢ 6 injectiva e linear. Portanto w(¢(z;)) > d = d(B) porque ¢(x;) € B\ {0}. Por outro lado,
w(z1,...,xy) > D =d(A), donde

w(y) = w(@" (21, 2n)) = w(d(z1), ..., ¢(zn)) = dD,

porque hd pelo menos D coordenadas x; nao nulas. Como y = ¢*(x1,...,2n) é uma palavra
arbitraria de C, conclui-se que d(C) > dD. O

Corolario 5.18. Se existe um cddigo [N, K, D]sm, entdo também existe um codigo [mN, mK, D],.

Dem. Seja A um cédigo [N, K, D] sobre Fym e seja B = Fy* sobre F;. Como os parametros de B
sao [m,m, 1]y, pela Proposicao 5.17, a concatenacao C' de A e B é um cédigo [mN, mK,d']; com
d" > D. Pelo Teorema 5.10 aplicado a C comt = d — D > 0e s = r = 0, obtemos um cédigo
[mN, mK, D], como pretendiamos. O
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Exemplo 5.19. No Exemplo 5.13, o c6digo exterior A e o cédigo interior B = IF% tem parametros
[3,1,3]4 € [2,2,1]2, respectivamente. Os parametros da concatenagao podem ser determinados direc-
tamente da lista das palavras em (5.6) e sdo [6,2, 3]2. Neste caso d =3 = dD. No Exemplo 5.14, o
c6digo interior é o mesmo B, o cédigo exterior A é diferente, mas tem também parametros [3,1, 34
(na realidade, este A é equivalente ao cdédigo de repetigdo). A concatenagdo A* tem parametros
[6,2,4]o — ver a lista das palavras em (5.7). Neste caso d' =4 > 3 = dD.

5.1.
5.2.

5.3.

5.4.

9.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Exercicios

Verifique as igualdades (5.2) no Exemplo 5.4.

Mostre que, se C' é um cédigo linear, entdo o cédigo C = C U C¢ do Exemplo 5.4 ¢ linear, e
determine os seus parametros.

(a) Seja C' um cédigo linear [n, k], e seja C” a contraccao de C' obtida pontuando a coordenada
i da secgao Cjp, onde i € {1,...,n}. Mostre que C’ é um cédigo linear, determine a sua
dimensao e uma matriz de paridade.

(b) Seja C' = E,, o c6digo binario dos pesos pares de comprimento n > 2. Justifique que o
pontuado da secgao C; 1 nao ¢ um cédigo linear.

Mostre que se existir um cédigo [n, k, d], entdo também existe um cédigo [n — r, k — r,d] para
qualquer 1 <r <k —1.

Dado um cédigo C' [n, k, d],,
(a) serd que existe sempre um cédigo [n + 1,k,d + 1],7
(b) sera que existe sempre um codigo [n+ 1,k + 1,d],?

(a) Sejam G e G2 matrizes geradoras dos cddigos lineares g-arios C7 e Cy, respectivamente.

Mostre que
_|1G1 0
o= &l

é uma matriz geradora do codigo soma Cy & Ch.
(b) Escreva uma matriz de paridade para C; @ Co em termos de matrizes de paridade Hy e Hy
de C e (5, respectivamente.

Repita o exercicio anterior para a Construgao de Plotkin:

(a) Se Cy e Cq sao cdédigos lineares, verifique que C * Co também é linear.

(b) Sejam G e G matrizes geradoras dos cddigos lineares g-arios C1 e Cy, respectivamente,
ambos de comprimento n. Mostre que

_|G1 Gy
o= % o

é uma matriz geradora do codigo Cy * Cs.
(c¢) Escreva uma matriz de paridade para C; * Cy em termos de matrizes de paridade Hy e Hy
de Cy e C5, respectivamente.

Considere dois cédigos lineares C; e Cy sobre [y, de comprimento n e dimensoes dim(C;) = k;,
1 =1,2, e defina

C={(a+z,b+z,a+b+2z):abeCizecCs}.

(a) Mostre que C' é um cddigo linear de parametros [3n, 2k; + ks].

(b) Escreva uma matriz geradora de C' em termos de matrizes geradoras G e Gy de Cq e Cy,
respectivamente.

(c) Escreva uma matriz de paridade de C' em termos de matrizes de paridade Hy e Hy de C e
(5, respectivamente.
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5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

Seja C' um cédigo linear binério [n, k,d]s, com k> 2, c€ C tal que d < w(c) <n e

e —
kan:[G?k :|

—1)xn
uma matriz geradora para C. Se as componentes nulas de ¢ sdao ¢;; = ¢, = -+ =¢;,_, = 0,
tome-se a submatriz de G’
/ ! /
91iq iy T i
r . . .
Gy = :
/ / ... /
Ik—1yir  I(k—1)ia I(k—1)i1n—u

Chama-se Cddigo Residual RES(C, c) ao cédigo que tem G como matriz geradora.

(a) Justifique que se pode sempre escolher uma palavra de c6digo nas condicoes de c.

(b) Mostre que, fixada ¢ € C, RES(C, ¢) nao depende da matriz G'.

(¢) Mostre, através de exemplos, que, contudo, RES(C, ¢) depende essencialmente da palavra
¢ escolhida e que mesmo que w(c) = w(c'), em geral, RES(C,c) # RES(C, ), podendo
mesmo nao ser sequer equivalentes.

(d) Tomando agora ¢ € C, tal que w(c) = w(C) = d, demonstre que RES(C, ¢) é um cédigo

[n—d,k—1,d], com d" > [Z—‘

(e) Definindo
n*(k,d) = min{n € N : 3 cddigo binario [n,k,d]} ,
mostre que
=l
n*(k,d) > [A .
i=0
(f) Mostre que os cédigos simplex bindrios (duais dos cédigos de Hamming — Definigao 6.1)
atingem a igualdade na desigualdade da alinea anterior.
Seja a uma raiz do polinémio 1 + 2 +t3 € Fy [t] e considere a aplicagao ¢ : Fg — F% definida
por ¢(aj + asa + aza®) = (a1, as,as), onde ay,az, a3 € Fy. Considere o cédigo linear
A= ((a+1,0%+1,1))
sobre Fg. Quais os parametros de ¢*(A)?
Seja o uma raiz do polinémio 1 + ¢ + ¢? € Fy[t]. Considere o cédigo linear
A=((11),(,1+a))
sobre F4 e o cédigo bindrio
B = {0000,1100,1010,0110} .
Seja ¢ : F4 — B a aplicacao linear definida por ¢(1) = 1100 e ¢(«) = 1010. Quais os parametros
de C' = ¢*(A)?
Considere o cédigo linear A = ((1,a?2,0), (a, 0, 1)) sobre Fy = Fa[a] (onde a? = 1+a) e o cédigo
linear binario B = (1010,0101). Seja A* a concatenacao de A e B em relagao a aplicagao linear
¢ : Fy — 5 definida por ¢(1) = 1010 e ¢(a) = 1111.

(a) Determine uma base para o cédigo A*.
(b) Determine os parametros [n, k,d] do cdédigo A*.






CAPITULO 6

Exemplos de Cédigos
Lineares

1. Cdbdigos de Hamming

Recorde que a redunddncia de um cédigo linear [n, k,d]; é r = n — k, ou seja, é o nimero de linhas
de uma matriz de paridade.

Seja H uma matriz cujas colunas sao todos os vectores nao nulos do espaco vectorial 5. Portanto
H tem r linhas e 2" — 1 colunas. Além disso, como os vectores da base canénia €1, ..., &, sdo colunas
de H, a matriz identidade I, é uma submatriz de H com deteminante det(l,) =1 # 0, portanto as
r linhas de H sao linearmente independentes, e H é uma matriz de paridade de um cédigo binario.

Defini¢do 6.1. Seja H uma matriz r x (2" — 1) cujas colunas sio todos os vectores em F4\ {0}. O
c6digo bindrio Ham(r,2) com esta matriz de paridade H diz-se um cddigo de Hamming bindrio de
redundancia 7.

Exemplo 6.2. (a) O cdédigo de Hamming bindrio de redundancia 2, Ham(2,2), tem matriz de
paridade
011
H=[ o 1]

Pelo Lema 4.13, G = [1 1 1} ¢ uma matriz geradora e, portanto, Ham(2,2) é o cdédigo de
repetigao bindrio de comprimento 3, de parametros [3, 1, 3].

(b) A matriz

0 0 01 11
H=]0 1 1 0 11
1010 01

). Este c6digo tem parametros [7,4,3] —
Teorema 4.16.

¢ uma matriz de paridade de um cédigo Ham(3,
podemos determinar a distdncia minima aplicando

oo PO

Teorema 6.3. Seja r > 2. Entdo
(i) Ham(r,2) tem parametros [2" — 1,2" —r — 1,3];
(i) Ham(r,2) é um cddigo perfeito.

Dem. (i) Por construcio, Ham(r, 2) tem comprimento |[Fj \ {0}| = 2" — 1 e dimensdo k =n —r =
2" —r — 1. S6 falta ver que a distancia minima é d = 3. Sejam ¢;, com ¢ =1,...,2" — 1, as colunas
de uma matriz de paridade H para Ham(r,2). Por construgao, ¢; # c; para quaisquer i # j, e
nenhuma coluna é o vector nulo, logo quaisquer duas colunas de H sao linearmente independentes.
Por outro lado ¢; = (0,...,0,0,1), ¢; = (0,...,0,1,0) e ¢t = (0,...,0,1,1) sdo colunas de H, se

59
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r > 2. Como ¢y, = ¢; + ¢;, estas trés colunas sao linearmente dependentes. Logo, pelo Teorema 4.16,
d(Ham(r,2)) = 3.

(ii) Basta ver que os parametros determinados em (i) satisfazem a igualdade no majorante de
empacotamento de esferas de Hamming. Comon =2" —1, M =2" " ed =3, entao t = || =1

2
M vol(By(z))) = 27" <<g> + <’1‘>> — 971 ) = 27T = 2" 0

Observacgao 6.4. e Para r fixo, os cédigos Ham(r,2) sao todos equivalentes (basta permutar
as colunas numa matriz de paridade) e qualquer cédigo linear com os mesmos parametros é
equivalente a um Ham(r, 2).

e Existem cédigos bindrios nao lineares com parametros (n,2"~",3) com n = 2" —1 (ver [4], por
exemplo).

Algoritmo de descodificagcao para os cédigos de Hamming binarios

Como Ham(r,2) é um cddigo perfeito de distancia minima 3, os chefes de classe sdo precisamente
os vectores z € Fy de peso w(z) = 1 = |4 ] (pela Proposicio 4.28 e pelo Exercicio 4.6). Supondo
que as colunas de H estao ordenadas por ordem crescente, i.e., a i-ésima coluna é o niimero i €
{1,...,m = 2" — 1} escrito na base 2 (como foi feito no Exemplo 6.2(b)), se ¢; = (0,...,0,1,0...,0),
com 1 na coordenada ¢, entao o sintoma S(e;) é a representacao bindria de i. Assim, temos o seguinte
algoritmo de descodificagdo para Ham(r, 2):

1. Recebido y € FY, calcular o sintoma S(y) = Hy.

2. Se S(y) = 0, assumir que nao ocorreram erros de transmissao e descodificar y por y.

3. Se S(y) # 0, entao S(y) é uma coluna de H e, se estas estao por ordem crescente, assumir que
ocorreu um erro na coordenada i correspondente ao nimero S(y) na base 2, e descodificar y por

Y — €.
Exemplo 6.5. Seja C = Ham(4,2), portanto n = 15. Seja y = 001100000100000 € Fi® o vector

recebido. As coordenadas 1 de y estao nas posigoes 3, 4 e 10. Como 319y = 00119y, 4(19) = 0100(o)
e 10(10) = 1010(2), fica

S(y) =ec3+ca+cro= =13

_ =0 O
o O = O
+
O = O =
Il
— O =

pois 13(19) = 1101(9). Descodificamos y por y — ej3 = 001100000100100 € C.

Como se pode ver neste exemplo, a vantagem de assumir que as colunas de H estao escritas por
ordem crescente é nao ser necessario escrever a matriz H para se calcular os sintomas.

Cddigos de Hamming binarios estendidos

Consideremos a extensao por paridade I‘T&EI(T, 2) do c6digo de Hamming bindrio Ham(r, 2) definida
na Seccao 1 do Capitulo 5. Portanto o cédigo estendido Ham(r,2) é linear e, pelo Lema 5.3, tem
parametros [27,2" —r — 1,4].

Como d(ﬁ(r, 2)) = 4, este c6digo apenas corrige um erro, tal como Ham(r,2), mas o cédigo

estendido pode ser usado para simultaneamente corrigir qualquer erro simples e detectar qualquer
erro duplo. Deixamos como exercicio descrever um tal algoritmo.
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Coédigos de Hamming g-arios
Um cédigo de Hamming g-ario de redundancia r, Ham(r, ¢), é um cédigo de parametros

¢ —14¢ -1
¢g—1"¢—-1

-3

Para mostrar que existem, vamos determinar uma matriz de paridade H para Ham(r,q). Para
termos d(Ham(r, ¢)) = 3, quaisquer duas colunas de H tém de ser linearmente independentes e tém
de existir trés colunas linearmente dependentes. Seja

My ={ v : XeF,\{0}},

com v € Fy \ {0}. Ou seja, M, é o conjunto dos miltiplos escalares nao nulos do vector v # 0.
Portanto |M,| = ¢—1 e dois vectores v; e v sao linearmente independentes se e s6 se M,, N\ M,, = &,
donde se conclui que hé precisamente

FAG g1
’Mv| q—1

classes de vectores linearmente independentes dois a dois em Fy. As colunas de H sdo obtidas
escolhendo um vector em cada classe M,,. Por outro lado, os vectores (0,...,0,0,a), (0,...,0,0,0) e
(0,...,0,¢,c) sdo colunas de H, para alguma escolha a, b, c € F,\ {0}, e sdo linearmente dependentes.
Pelo Teorema 4.16, um cédigo com esta matriz de paridade tem distancia minima 3.

Agora s6 falta ver que as linhas de H sao linearmente independentes, para H ser de facto uma matriz
de paridade. Deixamos essa verificacao como exercicio.

Observagao 6.6. Tal como no caso bindrio, os cédigos Ham(r,q), com r e ¢ fixos, sd@o todos
linearmente equivalentes por construcao: qualquer matriz de paridade é obtida a partir de outra
permutando colunas (escolher vectores em classes distintas M, por ordens diferentes) e/ou multipli-
cando colunas por escalares ndo nulos (escolher dois vectores diferentes na mesma classe M,, para
matrizes H diferentes).

Exemplo 6.7. Ham(2, 3) é um cddigo ternédrio (ou é uma classe de cédigos) com parametros [4, 2, 3].
Como as classes de vectores linearmente independentes sao

M(O,l) ={(0,1), (072)}7 M(l,O) = {(170)7 (2,0)}, M(l,l) = {(1’ 1), (272)} e M(1,2) = {(172)7 (2,1}

as matrizes

0111 01 21 2.0 1 2 01 1 2
E_L012y%_[ y%_hzlJem_Lon

sao matrizes de paridade destes cddigos equivalentes.

Exemplo 6.8. Ham(3,3) tem parametros n = 3;%11 =13, k=n—-r=10ed=3, ¢

0000111111111
H=}]011100011122 2
1012012012012

é uma matriz de paridade para este codigo.
Teorema 6.9. Os cddigos de Hamming Ham(r, q) sao perfeitos.

q-—1
g—1’

A demonstragao é aniloga ao caso bindrio. Como consequéncia, tem-se que, para n =

Ay(n,3)=¢""" Vr>2.
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Algoritmo de descodificagao para os cdédigos de Hamming g-arios

Vamos assumir que a matriz de paridade H tem as colunas escritas por ordem lexicografica e que
a primeira entrada nao nula de cada coluna é 1. No Exemplo 6.7 escolheriamos a matriz Hi, no
Exemplo 6.8 a matriz H estd na forma pretendida.

Como Ham(g,r) é um cédigo perfeito de distancia minima 3, o sintoma de qualquer vector y é

S(y) = 0 ou S(y) = S(Ne;) para algum A € F, e ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na coordenada

i€ {1,...,n}. Portanto:

1. Recebido y € Fy, calcular o sintoma S(y).

2. Se S(y) = 0, ent@o assumir que nao houve erros de transmissao.

3. Caso contrario, S(y) = A¢; # 0 para alguma coluna ¢; de H e escalar nao nulo A. Assumir que o
vector de erro é A\e; e descodificar y por y — Ae;.

O algoritmo descrito para os cédigos de Hamming bindrios é um caso particular deste, onde se tem
necessarimante \ = 1.

Exemplo 6.10. Seja C = Ham(3,3) com a matriz de paridade do Exemplo 6.8. Supondo que
recebemos o vector y = 1101112211201 € F:lf’, como

nn
—~
<
~—
Il
<
Il
= O N

1
=2|0] ,
2
assumimos que ocorreu um erro na coordenada 7 e descodificamos y por y — 2e7 = 1101110211201.

Se aplicarmos a construgao contracgao definida na Seccao 5 do Capitulo 5 a um cédigo de Hamming
Ham(r, ¢) obtém-se cédigos [n—s,n—r—s,d] com d > 3. Se a redundancia r for pequena, em muitos
casos ainda ficamos com cédigos de distdncia minima d = 3 mas, em geral, com maior capacidade
de deteccgao de erros.

Exemplo 6.11. Consideremos o cédigo C' = Ham(2, 11), sobre F;;, com matriz de paridade

H_011111111111
|11 0123456 789 X

Contraindo nas duas primeiras coordenadas, obtemos o cédigo C’ com matriz de paridade

g 1111111111
|1 23456789 X]|°

ou seja, o cédigo contraido é o cédigo ja estudado no Exemplo 4.33. Como foi visto, d(C’) = 3
mas C” pode ser usado para corrigir erros simples e, simultdneamente, detectar erros duplos de
transposicao.

Cédigos simplex
Por definicao, um cédigo simplex é o dual de um cédigo de Hamming

S(r,q) & Ham(r, q)* |

4 P . g1 . ~
portanto, S(r,q) é um cédigo de comprimento n = 1 e dimensao r.

Proposigao 6.12. Se xz € S(r,q) \ {6}, entio w(x) = q¢"~'. Em particular, d(S(r,q)) = ¢"~L.

Dem. Seja G uma matriz geradora de S(r,¢), portanto G é uma matriz de paridade de Ham(r, q)
e, por construcao dos cédigos de Hamming, cada uma das coluna de G pertence a uma classe
My = {Ax : A € Fg\ {0}}, com x € Fy \ {0}. Como ja se observou anteriormente, cada uma das

n= qq_—*ll classes M, contém g — 1 vectores. Logo, se v € Fi é um vector nao nulo, entdo (v)*\ {0}
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é a uniao disjunta de qTq__lf L classes M, (porque o cédigo dual <U>J‘ tem dimensao r — 1), o que

€1

. . r—1_ N .
implica que ¢-v = 0 para as £ =1 L colunas de G pertencentes as classes M, contidas em (v)

Por outro lado, sendo ¢;, com i = 1,...,n as colunas de G, como S(r,q) é o espago das linhas de G,
os vectores em S(r,q) sao da forma

GTy =
Cp U

onde v € Fy. Donde se conclui que as palavras nao nulas em S (r,q) tém peso

r_l_l T _1 7“—1_1
W(GTU):TL*Q :q g :qr—l‘ 0
qg—1 g—1 qg—1

O nome simplex destes cédigos, no caso bindrio, é justificado pela proposicao anterior: as palavras
de S(r,2) sao os vértices de um simplice-n regular (para a distancia de Hamming) em FJ, com
n =2" — 1. Um simplice-2 é um tridngulo e tem trés vértices, um simplice-3 é um tetraedro e tem
quatro vértices. Em geral, um simplice-n em F3 (ou R™ ou [y ou ...) é formado por n + 1 vértices
tais que o hiperplano definido por quaisquer n dos vértices ndo contém o outro vértice.

Exemplo 6.13. Para r = 2, temos n = 2" — 1 = 3 e |[S(r,2)] = 2" = 4 = n + 1, portanto
S(2,2) ={000,110,101,011} C F% e podemos representar as palavras deste cédigo na figura

011
110

101

2. Cédigos de Reed-Muller

No Exercicio 2.10, ja definimos a familia dos c6digos de Reed-Muller por:
RM(0,m) = {6, T} = cédigo bindrio de repeticdo de comprimento 2™ ;
RM(m,m) = (Fo)?" ;
RM(r,m) =RM(r,m—1)«RM((r—1,m—-1), 0<r<m.

Uma vez que os cédigos de repeticio e que (F2)?" sdo todos cédigos lineares, qualquer RM (r, m) é
também um cédigo linear, pois a construcao de Plotkin preserva a linearidade, e, como foi visto no
Exercicico 2.10, os seus parametros sao [2™, %7 ("), 2™77].

i
Proposicao 6.14. Seja m € N. Seja & € RM(1,m). Entio z =0 oux =1 ou w(z) = 2" 1.
Dem. Resolva o Exercicio 6.7(b). O

Em particular, RM(1,m) contém 27 +! — 2 vectores de peso 27~ 1.
Proposicao 6.15. Seja 0 < r < m. Entdo RM(r,m)t = RM(m —r —1,m).
Dem. Resolva o Exercicio 6.7(a). O

Proposicao 6.16. Seja m > 1. Entdo RM(1,m)* ¢é equivalente ao cddigo de Hamming bindrio
estendido Ham(m,2).
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Dem. Uma maneira de provar este resultado, que deixamos como exercicio (alinea (c¢) do Exercicio
6.7), é obté-lo como corolario da Proposicao 6.15. Aqui apresentamos uma demonstragdo que usa a
Proposigao 6.14 e matrizes geradoras dos cédigos Reed-Muller e de paridade dos cédigos de Hamming
binarios estendidos.

Uma matriz de paridade para RM(1,m)* é uma matriz geradora G,, para RM(1,m). Como
RM(1,1) = F2, podemos escolher
11
“=l

como matriz geradora. Como 1 € RM(1,m), pela Proposigao 6.14, podemos escolher uma matriz
geradora de RM(1,m) na forma

para alguma matriz H,,,. Note que G; também esta nesta forma. Seja

0
G/ = Hm

0
1 - 1 ‘ 1
Entao G}, gera um cédigo equivalente a RM(1,m) e é uma matriz de paridade de um cédigo

estendido C, onde C' = N(H,,). Vamos agora provar, por indu¢ao matemdtica em m, que H,, é
uma matriz de paridade para Ham(m,2), ou seja, vamos mostrar que as colunas de H,, sdo todos
os vectores nao nulos em [F3".

m = 1: De G1 vem que Hy = [1] que é a matriz de paridade de Ham(1,2).

m = m + 1: Suponhamos agora que H,, ¢ uma matriz de paridade de Ham(m, 2). Como

C 111 - 1111 o--- 1]
0 0
Gm Gm ) )
Gmt1 = = : H,, : H,,
0 -~ 01 - 1 0 0
| 0]0 -+ O]1 |1 1]
entao
0
Hyppi=| Hn [P Hn
0
0O --- 0 ‘ 1 ‘ 1 .- 1
Por hipétese de indugdo, as colunas de H,, sao todos os vectores em F5" \ {6}, i.e., representam os
numeros em {1,...,2™ — 1} na base 2. As colunas de H,,+1 s@o
| 0 |
c : c
) ) € bl
1 0 1
0 1 1

onde ¢ é uma coluna de H,,. Estes trés tipos de coluna representam, respectivamente, qualquer
ntimero par 2i com i € {1,...,2™ — 1}, o ntimero 1 e os nimeros 2i + 1 com i € {1,...,2™ — 1},
donde se conclui que Hy,+1 é de facto uma matriz de paridade para um cédigo de Haming binario
Ham(m,2). O
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3. Minorante de Gilbert-Varshamov linear

O método usado para construir uma matriz de paridade para Ham(r, ¢) permite obter minorantes
para A,(n,d), onde ¢ ¢ uma poténcia de um nimero primo.

Teorema 6.17 (Gilbert-Varshamov). Seja ¢ uma poténcia de um nimero primo, 2 < d < n e
1<k<n. Se

d—2

> <n . 1> (-1 <q"" (6.1)

=0

entao existe um cddigo linear [n,k,d'] sobre Fy com d' > d.

Dem. Assumindo a desigualdade (6.1), vamos provar que existe uma matriz H,_, tal que quais-
quer d — 1 colunas sao linearmente independentes. Seja » = n — k e seja ¢; a coluna j de H.
Escolhemos

a €FN{0}, weF\(a), cEF\(c,0).

Para 2 < j < n, ¢; pode ser qualquer vector em [y que nao seja combinagao linear de d — 2 (ou
menos) colunas ci,...,cj—1 ja escolhidas. Portanto, sendo N(j) o nimero de vectores em [y, que
nao podem ser escolhidos para c;, tem-se

N(j)=1+<j11>(q—1)+<j;1>(q_1)2+...+<2_;>(q_1)d2

onde a primeira parcela conta o vector nulo, a segunda parcela conta os multiplos nao nulos das
7 — 1 colunas ja escolhidas, etc, a i-ésima parcela conta o nimero de combinacoes lineares de ¢ — 1
das colunas ja escolhidas com todos os coeficientes nao nulos. Ou seja

N(j)zdf(j;l)(q—w.

E possivel escolher a j-ésima coluna cj se e 86 se N(j) < ¢q" = |IFy|. Por hipétese, N(n) < ¢",
logo existe uma matriz H,_j, tal que quaisquer d — 1 colunas sao linearmente independentes, como
pretendiamos. No entanto nao temos garantia de que as linhas de H sejam linearmente independentes
para poder ser uma matriz de paridade de um cédigo, mas podemos ainda tomar C' = N (H). O
nucleo de uma matriz é sempre um espago vectorial, portanto C' é um cddigo linear de comprimento n,
dimenao dim C > k (igualdade apenas se as linhas de H sao linearmente independentes) e d(C) > d
pelo Teorema 4.16. Aplicando agora o Teorema 5.10 sabemos que existe um cédigo C’ de parametros
[n,k,d'] com d' > d(C) > d. O

Corolario 6.18. Seja g uma poténcia de um niumero primo e 2 < d < n. Entdo

n

q

>y (") @ - 1)@'} '

Ag(n,d) > g™ onde m:max{keN s gk <

Dem. Pelo teorema anterior, sabemos que existe um cédigo C' de parametros [n, m,d’] sobre F,
com d' > d. Aplicando o Teorema 5.10 a C com r = s =0 e t = d —d’, obtemos um cédigo [n, m, d],
que contém ¢™ palavras, logo A,(n,d) > ¢™. O
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4. Cédigos de Golay

Seja G4 0 cédigo binario com matriz geradora na forma candnica G = [I 12 A], onde

ro 1 111111111 17
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
A— 111000101101
110001011011
100010110111
1001 01101T1T1O0
101 0110111Q00O0
110110111000
L1 0110111000 1,

G4 diz-se o cédigo de Golay binario estendido.

Lema 6.19. (i) Gay € um cédigo auto-dual, i.e., G2L4 = Goy;
(ii) [A .712] é uma matriz geradora de Gay;

(i1i) V& € Gog,w(x) =0 mod 4;

(iv) Vo € Gog, w(x) # 4;

Para a demostracao deste lema, consultar [2].

Teorema 6.20. O cddigo de Golay bindrio Gog tem parametros (24,12, 8|.

Dem. Por construgao, tem-se directamente que Go4 tem comprimento 24 e dimensao 12. Atendendo
a que qualquer linha da matriz geradora G = [I 12 A], excepto a primeira, tem peso 8, as alineas
(iii) e (iv) do Lema 6.19 implicam que d(Ga4) = 8. O

O cdédigo de Golay Gas é o pontuado, na ultima coordenada, do coédigo Go4, portanto os seus
parametros sdo [23,12,d], ou (23,2'2,d), com 7 < d < 8. Uma vez que a primeira linha de G é uma
palavra de Ga4 com peso 8 e iltima coordenada igual a 1, o ¢c6digo Gag contém uma palavra de peso
7, donde se conclui que Gao3 tem _distancia minima d = 7 e ¢ um cédigo perfeito. Note ainda que a
extensao por paridade de Gag é Gaog = Gog.

A definicdo dos cédigos de Golay terndrios é analoga a dos binérios. Seja G = [I@ B], onde

01 1 1 1 1]
1 01 2 2 1
1 101 2 2
B= 1 2101 2
1 2 2 1 01
112 2 1 0]
Seja G2 o cédigo terndrio com matriz geradora G. Deixamos a demonstracao do seguinte teorema

como exercicio.
Teorema 6.21. (i) G12 é um cddigo auto-dual;

(ii) O cddigo de Golay terndrio Gia tem parametros [12,6, 6].

Definimos G111 como o pontuado do cédigo G2 na tltima coordenada, portanto os seus pardmetros
sdo [11,6,5], ou (11,35,5), e é um cédigo perfeito.



5. Cédigos de distancia maxima de separacao ou MDS 67

5. Cddigos de distancia maxima de separacao ou MDS

A estimativa de Singleton 2.11 para cddigos lineares [n, k,d], pode ser provada de outra maneira
usando o Teorema 4.16: como as colunas de uma matriz de paridade sao vectores em ]F'Z*’C e quaisquer
d — 1 colunas sao linearmente dependentes, tem-se necessariamente que d — 1 < n — k, ou seja
d<n-—k+1.

Definicao 6.22. Um c6digo linear de parametros [n, k, d] tal que d = n —k + 1 diz-se um cddigo de
distancia mdzxima de separacdo, ou MDS.
Exemplo 6.23. (i) C =} tem parametros [n,n, 1], ¢ MDS.
(ii) O cédigo de repeticao (1) C [Fy tem parametros [n,1,7n], e também é MDS.
(iii) O dual de um cédigo de repetigao tem parametros [n,n — 1, 2], e também é MDS.

Definicao 6.24. Qualquer codigo equivalente a um dos do Exemplo 6.23 diz-se um cdédigo MDS
trivial.

O cédigo [10, 8, 3] sobre F1; do Exemplo 4.33 e os dos Exercicios 4.7 e 4.8 sao exemplos de cédigos
MDS néo triviais.

Lema 6.25. Seja C' um cddigo linear [n, k|, com matriz de paridade H. Entao C é MDS se e so
se quaisquer n — k colunas de H sao linearmente independentes.

Dem. (=) E consequéncia imediata do Teorema 4.16.
(<) d(C) >n—k+1, pelo Teorema 4.16, e d(C) < n — k + 1, pela estimativa de Singleton. [

Teorema 6.26. O dual de um cdédigo MDS ¢é também um cdodigo MDS.

Dem. Seja C' um cédigo linear [n, k,d|, com d =n — k + 1. Seja H uma matriz de paridade para
C, portanto H é uma matriz geradora do cédigo dual Ct, de parametros [n,n — k,d']. Queremos
ver que d =k + 1. Como d' < k + 1, pela estimativa de Singleton, basta ver que d’ > k + 1. Como
d(Ct) = w(C1), basta ver que w(z) > k + 1 para todo o € C*+\ {0}.

Seja x € C* tal que w(z) < k. Sem perda de generalidade, como z tem no méximo n—k coordenadas
nulas, podemos assumir que = = (z/,0) com ' € F’; ele IFQ"“ . Seja H' a submatriz de H formada
pelas ultimas n — k colunas desta, ou seja

H=[A H
com A uma matriz (n — k) X k e H' uma matriz quadrada. Pelo Lema 6.25, porque C' é um
cédigo MDS, as colunas de H’ sao linearmente independentes, logo as linhas de H' também sao

linearmente independentes, porque o espago das linhas e o espaco das colunas duma matriz tém a
mesma dimensao.

Por outro lado, o vector = (2/,0) é combinagao linear das linhas de H, i.e., se ly,...,l,_; s@o as

linhas de H, entao
n—k
=Y ail,
i=1

onde os coeficientes «; € F, sao unicamente determinados por x, donde

n—k
0= Z Ckil; s
i=1

onde I} é a i-ésima linha de H’' (portanto as entradas de I; sdo as ultimas n — k entradas de l;),

logo o; = 0 para todo o ¢, porque {l},...,l/ ,} é um conjunto linearmente independente. Donde se

conclui que x = 0 e, portanto, as palavras nao nulas de C tém peso pelo menos k + 1. U

A alinea (iii) do Exemplo 6.23 é um caso particular deste teorema.

Outra construgao que preserva cédigos MDS é a pontuagao.



68 6. Exemplos de Cédigos Lineares

Teorema 6.27. Seja C' um cddigo [n, k,d],. Entao C é MDS se e s6 se o pontuado em quaisquer
d — 1 coordenadas € o cddigo trivial IF";.

Dem. Seja ¢ um pontuado de C' em d — 1 coordenadas. Entao, por construcao, os parametros de
Csaon—d+1,k,dgcom1<d<d.

(<) Se ¢ = F¥ entéo os seus parametros sao [n — d + 1, k, gl] = [k,k,1], donde n —d+1 =ke
concluimos que C é MDS.

(=) Assumindo agora que C' é MDS, i.e.,qued=n—k+1,0 comprlmento de Cén—d+1= k,
portanto ¢ 6 um subespaco vectorial de Fk de dimensao k, logo C = Fk U
Corolério 6.28. Se C' é um cddigo MDS de parametros [n, k,d|,, entao

(i) dado um subconjunto qualquer de d coordenadas, hd exactamente ¢ — 1 palavras em C' de peso
d com entradas ndo nulas nessas coordenadas;

(ii) o nimero de palavra em C de peso d é

Ag= <Z>(q—1)-

Dem. (i) Dadas d = n—k+1 coordenadas, fixar uma delas, chamemos-lhe i, e pontuar nas restantes

d — 1. Pelo Teorema 6.27, o codigo pontuado obtido é C = F’;. As palavras de C' de peso d nas

d coordenadas inicialmente fixas dao origem a palavras de peso 1 no cédigo pontuado C , mas com
a coordenada nao nula na posicao 7 fixada. Portanto, hd ¢ — 1 palavras de C' nas condigoes do
enunciado, que correspondem exactamente aos multiplos escalares nao nulos do vector com um 1 na
posicao ¢ e 0 nas restantes.

(ii) E consequéncia imediata de (i) pois () é o nimero de escolhas de d coordenadas em n. O

O mesmo tipo de argumentos usados na demonstracao do coroldrio anterior permite obter a seguinte
proposicao, cuja demonstracao deixamos como exercicio.

Proposicao 6.29. Se C € um cddigo MDS de parametros [n,k,d],, entdo o nimero de palavras de

codigo com peso d+1 €
n d+1
Agiy = 2 1) - -1)) .
d+1 <d+1>((q ) <d )(q ))

Exercicios

6.1. Seja C' o cddigo bindrio de Hamming Ham(3,2) do Exemplo 6.2. Descodifique os vectores
recebidos y = 1101101 e z = 1111111.

6.2. Seja C' um cédigo Ham(5,2) e assuma que a coluna j da matriz de paridade é a representagao
binaria do ntimero j. Indique os parametros de C' e descodifique o vector recebido y = €1 +é3+
€15 + €29, onde €; é o vector cuja coordenada i é 1 e as restantes sao nulas.

6.3. Indique os parametros e escreva uma matriz de paridade H para Ham(2,5). Usando a matriz
H que escreveu, descodifique o vector recebido y = 3é] + €3 + 2€4.

6.4. Indique os parametros e escreva uma matriz de paridade para Ham(3,4).

6.5. Descreva um algoritmo de descodificacao para o cédigo de Hamming binario estendido @1(7’, 2)
que permita corrigir qualquer erro simples e detectar erros duplos simultameamente.
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6.6. Seja C' o c6digo bindrio com a seguinte matriz de paridade

_ -0 O
_ o = O
e )
o o
— = O
_ O =
— =
—_ o oo

(a) Determine os parametros [n, k,d] do cédigo C.

(b) Mostre que C' pode ser usado para corrigir todos os erros de peso 1 e todos os erros de
peso 2 com a ultima coordenada nao nula. Podera este coédigo ser usado para corrigir
simultaneamente os erros anteriores e mais algum erro de peso 27

(¢) Descreva um algoritmo de descodificagao que corrija os erros indicados na alinea anterior e
descodifique o vector recebido y = 10111011.

6.7. (a) Mostre que
RM(r,m)* = RM(m —r —1,m),¥0 <r < m.

(b) Mostre que RM(1, m) contém uma tnica palavra de peso 0, nomeadamante a palavra nula,
uma tnica de peso 2, nomeadamente a palavra com 1 em todas as posicoes, e 2™+ — 2
palavras de peso 2™ 1.

(¢) Mostre que RM(1,m) é equivalente ao dual de um cédigo de Hamming bindrio estendido.

(d) Conclua que o dual de um cédigo de Hamming bindrio de redundéncia r tem todas as
palavras equidistantes e de peso igual a 271

6.8. Para cada vector binario x € F§ considere o correspondente vector z* € {+1,—1}" obtido
substituindo cada 0 pelo ntimero real +1 e cada 1 por —1.
(a) Mostre que, se z,y € F4, entao, usando o produto interno canénico em R"”

<'CC*7 y*> =n- 2d(x7 y) :

Em particular, se z,y € F2" com d(x,y) = h, entdo (z*,y*) = 0.
(b) Seja RM(1,m)* = {c},c3,..., Cym+1} 0 cédigo obtido substituindo cada palavra de cédigo
¢ € RM(1,m) pela sua versao 1, ¢*. Mostre que:
(i) ¢t € RM(1,m)* = —c* € RM(1,m)* ;

m k%
2 se ¢ =¢;

:s *k\ m * *

(ii) (¢f,¢j) =4 2" se c¢f =—c;

>k *

0 se ¢ # £
(c) Use a alinea anterior como base justificativa para o seguinte algoritmo de descodificacao:
recebido um vector y calculam-se os produtos internos (y,c}), para i = 1,...,2m%l ¢

descodifica-se pela palavra de c6digo ¢} que maximiza esse produto.
6.9. Justifique que os cédigos de Hamming Ham(2, ¢), de redundancia 2, sdo cédigos MDS.

6.10. Seja Fy = {0,1,a, a?}, onde o é uma raiz de 1+t + t2. Seja C um cédigo linear sobre F4 com
matriz geradora
G [1 01 1 }

01 a ao?

Escreva uma matriz geradora para o cédigo dual C+. Mostre que C e C* sdo cédigos MDS.
6.11. Mostre que os tinicos codigos MDS binarios sao os triviais.

6.12. Seja C' um cédigo g-drio MDS de parametros [n, k] com k < n.
(a) Mostre que existe um cédigo g-ario MDS de comprimento n e dimensao n — k.
(b) Mostre que existe um cédigo g-ario MDS de comprimento n — 1 e dimensao k.

6.13. Em cada uma das seguintes alineas, mostre que o cédigo linear C' sobre F, com matriz de
paridade H é MDS, onde F, = {0,a1,a2,...,aq-1} €
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(a) ) )
1 1 1 1
a% a% a;; a%_l
H=| % a3 as -1 , 1<r<q—2;
_a;_l ag_l ag_l aZj_
(b) ) ]
1 1 1 1 10
a1 az as ag—1 0 O
H=|d af of - agy , 2<r<gq-1.
: : : 0 0
_a’fl ay toayt o agj 0 1}
6.14. Seja C o cédigo sobre Fy = {0,1,,a?} (onde a? = 1 4 a) com matriz de paridade
1 1 1 100
H=|1 a o> 01 0
1 &> a 00 1
Mostre que C é um cédigo MDS.
Tente generalizar este exemplo, ou justificar que tal nao pode ser feito, para obter um cédigo
sobre um corpo [, arbitrario, de comprimento g + 2 e redundancia 3 <r < g¢q — 1.
6.15. Seja C' um cédigo MDS de parametros [n, k, d],. Prove que
(i) ¢*> — 1 é o ntimero de palavras em C' com peso d ou d + 1 com as entradas niao nulas em
d + 1 coordenadas fixas;
(ii) (dzl) (¢ — 1) é o nimero de palavras de peso d com as entradas nao nulas em d + 1
coordenadas fixas.
Conclua que o ntimero de palavras do cédigo C' de peso d + 1 é o indicado na Proposigao 6.29.
6.16. Determine Ay e Az para um cédigo C' com os seguintes parametros:
(a’) [na n— 17 2]25
(b) [na n— 17 2]37
(c) [4,2,3]s.
Dé um exemplo de um cédigo com os parametros dados em cada uma das alineas anteriores.
6.17. Determine todos os cédigos MDS [n, k, d], com d = n.

(a)
(b) Se d < n, mostre que nao existem cédigos MDS [n,k,d], com d > ¢q. Sugestdao: use a
Proposigao 6.29.



CAPITULO 7

Cdbdigos perfeitos e
sistemas de Steiner

Sistemas de Steiner sdo um caso particular de configuragoes (ou designs). Neste capitulo pretende-se
apenas fazer uma breve introdugao aos sistemas de Steiner e a sua relagdo com os codigos perfeitos.
Para uma abordagem muitissimo mais completa, consultar, por exemplo, o livro “A Course in
Combinatorics” de van Lint e de Wilson [3].

Definigao 7.1. Um sistema de Steiner S(t,k,v) é formado por

e um conjunto P contendo v elementos chamados pontos e

e uma coleccao B de subconjuntos de P chamados blocos, cada um contendo k pontos,

tais que qualquer subconjunto de P com t elementos estd contido precisamente num tnico bloco.

Para simplificar a terminologia, chama-se subconjunto-i a qualquer subconjunto contendo ¢ elemen-
tos. Assim, a ultima condigdo da definigdo de sistema de Steiner também se pode enunciar como
“qualquer subconjunto-t de P estd contido precisamente num tnico bloco.”

Como consequéncia imediata da defini¢ao, tem-se t < k < v.

Exemplo 7.2. Com P = {pj,...,py} € com um tnico bloco B contendo todos os pontos, i.e., com
B = {P}, definimos um sistema de Steiner S(t,v,v), para qualquer ¢t < v.

Exemplo 7.3. Com P = {p1,...,py} € v blocos contendo um tdnico ponto, i.e., com B; = {p;} para
i=1,...,v, definimos um sistema de Steiner S(1, 1,v).

Exemplo 7.4. Seja P =Z7 e B, = {z,z + 1,z + 3} para cada x € Z7. O conjunto de pontos P e
os blocos B, definem um sistema de Steiner S(2,3,7), a que se chama o Plano de Fano, e podemos
representa-lo como na seguinte figura

onde as linhas (seis segmentos de recta e uma circunferéncia) representam os blocos.

O nome “plano” neste ultimo exemplo deve-se ao facto de se definir plano projectivo de ordem
k — 1 como um Sistema de Steiner S(2, k,v) onde o nimero de blocos é igual ao nimero de pontos.
Neste caso, os blocos passam a designar-se por rectas e, como t = 2, temos que cada par de pontos

71
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distintos definem uma recta pois, por defini¢do de sistema de Steiner, existe um tinico bloco (ou
recta) contendo um dado subconjunto de 2 pontos. O Plano de Fano é o tinico plano projectivo de
ordem 2.

Proposicao 7.5. Num sistema de Steiner S(t,k,v) hd

)
S0

blocos. Em particular (:)/(lz) S

Dem. Considere o conjunto

X={(P,B) : PCPcom |P|=t, Be€ B tais que P C B} .
Vamos contar os elementos de X de duas maneiras diferentes. Para cada subconjunto-t P C P, existe
um tnico bloco B que o contém. Logo X contém exactamente (zt’) (= nimero de subconjuntos-t

t) subconjuntos-t. Logo X contém b(]Z)
elementos. Igualando as duas expressoes para |X |, obtém-se o niimero de blocos b.

de P) elementos. Por outro lado, cada bloco B contém (k

Proposicao 7.6. Para cada 0 < i <t, num sistema de Steiner S(t,k,v) hd
1 T k—1
(i)

blocos contendo um dado conjunto-i I C P. Em particular (g:;)/(];:f) €.

Dem. O resultado demonstra-se contando o nimero de pares (P,B), com I C P C Pe B € B
um bloco contendo I, de duas maneiras diferentes, tal como se fez na demonstragao da Proposicao
7.5 O

Corolario 7.7. Seja S(t,k,v) um sistema de Steiner com P o conjunto de pontos e B o conjunto
de blocos. Seja I um subconjunto-i de P, com i <t. Entdo o conjunto de pontos P\ I e a colec¢ao
de blocos {B\ I : B € B,I C B} definem um sistema de Steiner S(t — i,k —i,v — 7).

Definigao 7.8. Dado um sistema de Steiner S(¢, k, v), definimos uma matriz A cujas entradas sao
1 sep; € B;j
aij =
0 se Di € Bj
onde p1,...,py, 40 0s pontos e By, ..., By sao os blocos de S(t, k,v). A esta matriz A chamamos
matriz de incidéncia de S(t, k,v).
Portanto, se A é uma matriz de incidéncia de S(¢, k,v), entao

(1) cada coluna tem exactamente k entradas nao nulas,

(2) quaisquer duas colunas tém no maximo t — 1 entradas 1 em comum (na mesma posicao).

Exemplo 7.9. As matrizes de incidéncia dos Exemplos 7.2 e 7.3 sa@o, respectivamente, a matriz
coluna com v entradas iguais a 1 e a matriz identidade v X v.

Exemplo 7.10. A matriz de incidéncia para S(2,3,7) do Exemplo 7.4 é

1000101
1100010
0110001

A=l1011000
0101100
0010110
000101 1]

Definicao 7.11. Dados u,v € Fy, diz-se que u cobre v, ou u é uma cobertura de v, se uNv = v.
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Facilmente se vé que a condicao uNv = v é equivalente a v; =1 = u; =1 parai=1,...,n.

Teorema 7.12. Se existe um cddigo perfeito bindrio de comprimento n e distancia minima 2t + 1,
entao existe um sistema de Steiner S(t + 1,2t 4+ 1,n).

Dem. Seja C um cédigo perfeito binario de comprimento n e distdncia minima 2¢+1. Sem perda de
generalidade, assumimos que C' contém o vector nulo. Seja M a matriz cujas colunas sdo as palavras
do cddigo C' com peso 2t + 1. Vamos provar que M é uma matriz de incidéncia de um sistema de
Steiner S(t + 1,2t + 1,n). Ou seja, pondo P = {1,...,n} e definindo um bloco B, = {i : z; = 1}
para cada x € C com peso w(z) = 2t + 1, vamos ver que obtemos um S(t + 1,2t + 1,n). Por
construgao, o nimero de pontos é n e cada bloco contém 2t + 1 pontos. S6 falta mostrar que, para
cada subconjunto-(¢ + 1), existe um tnico bloco que o contém, ou seja, queremos ver que

VyeFy, wly)=t+1 3lzeC talque w(zr)=2t+1 e z cobrey. (7.1)

Como C é um cédigo perfeito corrector de t erros, dado y € I}, existe uma tnica palavra de cédigo
x € C tal que y € By(x), i.e., tal que d(y,z) < t. Se w(y) =t + 1, entao

t>d(x,y) =wx—y) = w@) —wy) =wx) - (t+1), (7.2)

porque w(z —y) > w(z) — w(y) para todo o z,y, donde w(xz) < 2t + 1. Portanto, como z € C,
ouz = 0, ou w(x) = 2t+ 1. Mas, se z = 0, terfamos t + 1 = w(y) = d(y,z) < ¢, o que é
impossivel. Assim, como w(z) = 2t 4+ 1, as desigualdades em (7.2) s@o de facto igualdades, logo
d(z,y) = w(z) —w(y) e daqui conclui-se que z cobre y, ficando assim provada a afirmagao (7.1). O

Exemplo 7.13. Para os cédigos perfeitos triviais: os sistemas de Steiner associados ao codigo de
repeticao binario de comprimento n e ao cédigo F4, com n = 2t+1, sao, respectivamente, S(t+1,n,n)
e S(1,1,n), definidos nos Exemplos 7.2 e 7.3.

Exemplo 7.14. O sistema de Steiner associado ao c6digo de Hamming bindrio Ham(3,2) é o plano
de Fano S(2,3,7) do Exemplo 7.4.

Corolario 7.15. Seja C um cédigo perfeito bindrio, de comprimento n e distancia minima 2t + 1.
Entao, o numero de palavras de cédigo com peso 2t + 1 é

Agpy1 = ((;;rll)) :

t+1

Dem. Como se viu na demonstacao do Teorema 7.12, como C é um cédigo perfeito com distancia
minima 2t+1, as palavras de peso 2¢t+1 formam os blocos de um sistema de Steiner S(t+1,2t+1,n).
O resultado segue agora da Proposicao 7.5. U

Podemos generalizar algumas das afirmacoes anteriores para cddigos perfeitos nao necessariamente
bindrios.

Definigao 7.16. Dados z,y € Fy, dizemos que x cobre y se y; = x;, quando y; # 0, para todo o
1=1,...,n.

Proposigao 7.17. Seja C' um codigo perfeito q-drio, de comprimento n e distancia minima 2t + 1,
entao, dado y € Fy, existe um tnico x € C' com peso w(z) =2t + 1 tal que x cobre y.

A demonstragdo desta proposi¢ao é exactamente a mesma da afirmagao (7.1). Embora se tenha
assumido que o alfabeto do cédigo é A, = F,, nao foram usadas propriedades especificas de um
corpo, apenas se usou haver uma operacao soma definida no alfabeto, e o cédigo conter a palavra
nula. Poderiamos ter enunciado o resultado com A, = Z, e ¢ um inteiro positivo qualquer.

Corolario 7.18. Seja C um cddigo perfeito q-drio, de comprimento n e distancia minima 2t + 1.
Entao, o numero de palavras de cédigo com peso 2t + 1 é

_ ()@= D™

A1 = (2t+1)
t+1
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Dem. A demonstragao é analoga a da Proposicao 7.5.

Seja X = {(z,y) € C xFy : w(r) =2t +1,w(y) = t + 1, x cobre y}. O ntimero de vectores
em Fy de peso ¢ +1 ¢ (tﬁl) (¢ — 1)1 — escolhem-se ¢ + 1 coordenadas em n e, para cada uma
destas, escolhe-se um escalar nao nulo em F,. Pela proposicao 7.17, ha exactamente uma palavra
de cédigo de peso 2t + 1 que cobre um dado vector arbitrario (mas fixo) de peso t + 1. Portanto

| X| = (tﬁl) (g—1)tL. Por outro lado, cada vector de [y de peso 2{+1 cobre (iﬁ_’f) vectores em Fy de

peso t + 1 — escolhem-se t + 1 coordenadas entre as 2t + 1 coordenadas do primeiro vector. Portanto
| X| = (2,5?11)142t+1- Igualando as duas expressoes para | X|, obtém-se o resultado pretendido. O

Outros cédigos perfeitos

Para além dos cédigos perfeitos triviais, jd vimos que os cédigos de Hamming Ham(r, ¢) e os c6digos
de Golay Gaz e Gy1 sdo perfeitos. Os parametros (90,278, 5)y também satisfazem a igualdade no
majorante de Hamming.

Teorema 7.19. Nao existem cddigos bindrios com parametros (90,278,5).

Dem. Suponhamos que existe um cédigo bindrio (90,278, 5). Como este cédigo é perfeito, pelo
Teorema 7.12, existe um sistema de Steiner S(3,5,90) e, pela Proposicao 7.6,

_ (7)) _ss
b2—ﬁ_£¢zv

o que contradiz a existéncia de S(3,5,90). O

Terminamos o capitulo enunciando alguns factos sobre a existéncia de outros cédigos perfeitos.

van Lint e Tietdvainen mostraram que um codigo perfeito g-ario, onde ¢ é uma poténcia de um
primo, nao trivial tem os mesmo parametros de um cédigo de Hamming ou de um cédigo de Golay.
Por construgao, cédigos perfeitos lineares com os mesmos parametros de um cédigo de Hamming tém
de ser necessariamente equivalentes a um destes. Mas conhecem-se codigos perfeitos nao lineares
com os mesmos parametros dos cédigos de Hamming — Vasil’ev (1962) para os binarios, Schémheim
(1968) e Lindstrom (1969) para qualquer poténcia de um primo. No entanto, os unicos cédigos de
parametros (23,2'2,7)3 ou (11,39 5)3 sio os cédigos de Golay Gaoz e G11.

Exercicios

7.1. Sejam z,y € Fy.
(a) Mostre que w(z —y) > w(z) — w(y).
(b) Mostre que d(z,y) = w(z) — w(y) se e s6 se x cobre y.
(Estas propriedades foram usadas na demonstracao do Teorema 7.12.)

7.2. Considere o espago vectorial V = Fg.

¢°-1

q—1

qq:ll = ¢% + g + 1 subespacos vectoriais de dimensao 2.

(c¢) Seja P o conjunto dos subespagos de dimensao 1 e seja B o conjunto dos subespacos de
dimensao 2. Mostre que P (o conjunto dos pontos) e B (o conjunto dos blocos), com a
relacdo P € P pertence a B € B se P é subespaco de B, definem um sistema de Steiner
S(2,q+1,¢> +q+1).

Observagao: Como o nimero de pontos e o ntimero de blocos é o mesmo, este sistema de
Steiner diz-se uma geometria projectiva de dimensao 2 (ou um plano projectivo) de ordem

g, e é geralmente denotado por PG(2,q) ou PGa(q).

(a) Mostre que V' contém = ¢%> + ¢ + 1 subespacos vectoriais de dimenséo 1.

(b) Mostre que V' contém

7.3. A partir do cédigo de Golay extendido Ga4, construa um sistema de Steiner S(5,8,24).
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7.4. (Generalizagao do exercicio anterior.) Seja C' um cédigo binério perfeito de comprimento n e
distancia minima 2t + 1. Mostre que existe um sistema de Steiner S(t + 2,2t + 2,n + 1).

7.5. Mostre que o cédigo de Hamming g-ario Ham(r, ¢) contém

i 1)5;1” )

palavras de peso 3.
7.6. Quantas palavras de peso 7 ha em Ga3?7
7.7. Quantas palavras de peso 5 hd em G117

7.8. Para um cédigo C' qualquer, define-se A; = #{x € C' : w(z) = i}. Determine os ntimeros A;
para o c6édigo de Golay estendido Gay. [Sugestdao: Mostre que 1 € Gy






CAPITULO 8

Cddigos Ciclicos

1. Introducao

Um cédigo linear C' tem varias vantagens em relagao a um cédigo arbitrario sem qualquer estrutura
adicional: C' fica completamente descrito por uma matriz geradora (apenas k palavras em vez da
lista de todas as ¢* palavras de c6digo), é mais facil testar se uma dada palavra pertence ao cédigo
através de uma matriz de paridade, ha algoritmos de descodificacao que requerem “pouca informacao
armazenada” (pelo menos em relagdo a um cédigo arbitrario). Os cédigos ciclicos sdo uma subclasse
dos codigos lineares que ainda requerem menos informacgao para se poder descrever todas as palavras
de codigo, basta um polinémio de grau menor do que o comprimento das palavras, e com algoritmos
de descodificagao mais eficientes. Além disso, os cédigos de Hamming binérios, os cédigos de Golay
G11 e Gag, e outras familias importantes (como, por exemplo, os cédigos BCH, Reed-Solomom e
Goppa) sao codigos ciclicos.

Definicao 8.1. Um cédigo C' diz-se ciclico se

(i) € élinear (portanto C' é subespago de algum Fy) e

(ii) se x = (z1,22,...,Tpn_1,Ty) € C, entao (ry,r1,22,...,Tn-1) € C.

O vector (zp,1,22,...,Tp-1) € [Fy diz-se um desvio ciclico de x € Fy, e iremos denoté-lo por o(x).
Portanto, um codigo é ciclico se é linear e se contém os desvios ciclicos de todas as palavras de
cédigo. Mais geralmente, se C' é um cédigo ciclico, entdo o'(c) € C para todo o c € C e todo o i € Z
— ver Exercicio 8.1.

Exemplo 8.2. e Os cédigos triviais {0} e [y sdo ciclicos.
O cédigo binério Ey = {000, 110,101,011} é ciclico.

O cédigo simplex S(3,2) = {0000000,1011100,0101110,0010111, 1001011, 1100101,
1110010,0111001} é ciclico.

Cy = {0000, 1010,0101,1111} é um cdédigo ciclico.

O cédigo Co = {0000,1001,0110,1111} nao é ciclico, embora seja linear, e é equivalente ao
c6digo C do ponto anterior.

O cédigo C3 = {0000, 1010,0101} nao é ciclico porque nao é linear, mas contém todos os desvios
ciclicos.

e Ham(2,3) ndo ¢ ciclico nem equivalente a um cédigo ciclico — a ver mais tarde.
Teorema 8.3. O dual de um cédigo ciclico € ainda um cédigo ciclico.

Dem. Seja C' um cédigo ciclico de comprimento n. Como o dual de um cédigo linear é linear, s
temos de verificar a condicdo (ii) na defini¢do de cédigo ciclico para C*. Por definicdo de dual e

7
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porque C' é ciclico,
reCt —= z.07Ye)=0 VeeC,

mas como
n
-0 Ye) = Zl‘iCi+1 =o(x)-c,
i=1

onde os indices sao tomados modulo n, fica

reCt — o) ect. O

Como consequéncia deste teorema e do terceiro ponto do Exemplo 8.2, o cédigo de Hamming binério
Ham(3,2) é ciclico. Iremos ver que qualquer c6digo de Hamming bindrio é equivalente a um c6digo
ciclico. Tal nao se verifica, em geral, para os cédigos de Hamming g-arios.

2. Polinémio gerador

Iniciamos esta seccao apresentando algumas nocoes de algebra de que iremos precisar ja de seguida.
Os anéis que iremos considerar no resto do capitulo sao o anel dos polindmios F,[t] e quocientes
deste, por isso vamos sempre assumir que R é um anel comutativo com unidade.

Definicao 8.4. O subconjunto nao vazio I C R diz-se um ideal de R se é fechado para a soma e
para o produto por qualquer elemento de R, mais precisamente, se a +b € I e ar € I para todo o
a,belerecR.

Dado a € R, o conjunto (a) := {ar : r € R} é um ideal (verifique) e diz-se o ideal gerado por
r e o elemento a diz-se um gerador do ideal, e pode nao ser Unico. Mais geralmente, o conjunto
(a1,...,an) :={>_,a;r; : 7; € R} é umideal e {a1,...,an} diz-se um conjunto gerador.

Definigao 8.5. Um ideal I C R diz-se um ideal principal se I = (a) para algum a € R. Se todos
os ideais sdo principais, R diz-se um anel de ideais principais’.

Exemplo 8.6. e O conjunto {0} e o préprio anel R = (1) sdo ideais principais.
e Se R é um corpo, {0} e R s@o os unicos ideais.

e No anel dos inteiros Z, o conjunto dos nimeros pares é um ideal e também é principal: (2) =
{2z : x € Z}. O inteiro —2 também é um gerador deste ideal.

e Em ZJt], o ideal (2,¢) nao é principal.

Teorema 8.7. F,[t] ¢ um anel de ideais principais®. Mais concretamente, se I # {0} ¢ um ideal,

entao I = (g(t)), onde g(t) € um polindmio mdnico de grau minimo em I. Além disso, este g(t) €
unico.

Dem. Seja I # {0} um ideal de F,[t]. Seja g(t) um polinémio nao nulo de grau minimo em /. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que ¢(t) é ménico (caso nao seja, multiplicamos g(t) pelo
inverso do coeficiente de maior grau). Queremos ver que este g(t) é um gerador do ideal I. Seja
a(t) um elemento em I qualquer. Pelo algoritmo da divisdo em F,[t], existem polinémios ¢(t) e 7(t)
tais que a(t) = g(t)q(t) + r(t), com grau(r(t)) < grau(g(t)), portanto r(t) = a(t) — g(t)q(t) € I.
Como ¢(t) tem grau minimo entre os polinémios nao nulos em I, entao o resto r(t) é nulo e a(t) =
g(t)q(t) € (g(t)). Como a(t) € I é arbitario, conclui-se que I C (g(t)). E como g(t) € I, também se
verifica a inclusao inversa I O (g(t)), donde I = (g(t)).

Deixamos como exercicio verificar que existe um unico polinémio ménico gerador do ideal I. O

IE se R for um dominio integral onde todos os ideias sio principais, dizemos que R é um dominio de ideais principais ou
b b
abreviadamente, um d.i.p.
2Este resultado verifica-se para K[t], onde K é um corpo qualquer, ndo necessarimente finito
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Com o mesmo tipo de demonstracao, usando o algoritmo da divisdo para os inteiros, também se
prova que Z é um anel de ideais principais. O caso do anel F[t] vai ser 1til no contexto dos cédigos
ciclicos.

Vamos agora traduzir a condi¢ao combinatodrica dos desvios ciclicos na Definicao 8.1 numa condigao
algébrica. Considere o anel quociente R,, = F,[t]/(t" — 1). Este anel tem uma estrutura natural de
espaco vectorial sobre F,. Considere a aplicacao linear, sobre F,
p:Fy — Ry
a=(ag,a1,...,an—1) — a(t) =ap+art+---+ Anot™ 2 4 @y t" 1
Como cada classe em R, tem um tnico representate em Fy[t] de grau menor ou igual a n — 1

(nomeadamente o resto da divisao por t" — 1), a aplicagdo ¢ é um isomorfismo vectorial (verifique!),
além disso

QO(U(CL)) = (P(an—l, A, A1y .-y an—?)
= ap_1+apt + -+ ap_ot" !
= ta(t) ,

onde se usou t"* = 1, em R,, no ultimo passo. Portanto

[e(0(a)) = tp(a)] (8.1)

ou seja, tomar o desvio ciclico o(a) em [y corresponde a multiplicagao por ¢ em R,,.

Teorema 8.8. Um subconjunto C' C Fy nao vazio é um cédigo ciclico se e s6 se I = ¢(C) é um

ideal de R,,.

Dem. (<=) Como I é um ideal, entdo I é fechado para a soma e para o produto por escalares (que
sao identificados com os polinémio constantes em R, ), ou seja, I é um subespago vectorial de R,,,
portanto C = o~ (I) é um subespaco vectorial de Fy. Como I é fechado para o produto por ¢,
porque é um ideal, entao, por (8.1), C' é fechado para desvios ciclicos.
(=) Como qualquer elemento de R, é combinacdo linear de 1,t,...,t" ! e I é um subespaco
vectorial de R,,, basta verificar que I é fechado para o produto por t¥, com 0 < k < n.
Por inducao em k:
k= 1: Seja a(t) € I e seja a = ¢~ '(a(t)) € C C Fy. Como C é ciclico, entdo o(a) € C, logo
w(o(a)) =ta(t) € I, por (8.1).
k= k+1: Sea(t) € I, entdo t*a(t) € I, por hipétese de inducio, logo t*+1a(t) = t(t*a(t)) € I, pela
base de inducao. O
Exemplo 8.9. (a) Ao cédigo trivial C' = {0} C [y corresponde o ideal trivial I = {0} C R,.
(b) Ao cddigo trivial C' = Fy corresponde o ideal trivial [ = R,,.
(c) Para o c6digo dos pesos pares E3 = {000, 110,101,011} C F3, tem-se
I=¢(B3)={0,14+t1+t*t+t*} C Ry =Tyt]/(t3 — 1) .
Como t+ 12 =t(1+t)el+t>=1t>(1+1t) (modt>—1), entdo I = (1 +t). Mas também é
verdade que I = (1 +t2) = (t +t2), como ideal em Rj.
(d) Para o cédigo binario C; C F3 do Exemplo 8.2, o ideal correspondente em Ry é I = p(C) =
{0, 1+, t4+3, 1+t +t2 + 3} = (1 + t2), que também é gerado por t + t3.

Tendo em conta o Teorema 8.8, interessa caracterizar os ideais de R,,. Considere a aplicacdo quo-
ciente, que é um homomorfismo de anéis,

m:Fyt] — Ry, =TF,[t]/(t" — 1) .
Lema 8.10. Se J € um ideal em Fy[t] entao n(J) € um ideal em R,,. Se I é um ideal em Ry, entao
7 Y1) é um ideal em F,[t] que contém t" — 1.
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Dem. O resultado segue da defini¢ao de ideal, tendo em conta que a imagem e a pré-imagem de
conjuntos sao, respectivamente,

r(J)={r(j)€Ry:j€J} e aHI):={icF,t]: w(i)=[]el}. O

Como consequeéncia deste lema, a aplicaciao 7 define uma correspondéncia biunivoca?® entre os ideais
no quociente R,, e os ideais contendo ¢ — 1 no anel dos polinémios Fy[t].

Exemplo 8.11. Considere o ideal I = (1 4+ t) C R3 associado ao cédigo E3 (ver Exemplo 8.9). De
acordo com o Lema 8.10, 7~ 1(I) = (1 +¢,1 + ¢t +t2,¢3 — 1), mas como

1+ =(1+t)?2, t+2=0t+Dt e -1=0t+1)A+t+t?),

ou seja, como os trés polinémios 142, t+12 e t3 — 1 sdo miiltiplos de t+1, entdo 7~ 1(I) = (1+t) C
Falt].

Observagao 8.12. Nota a notagdo e terminologia: Recorde que os elementos de R, sdo classes
de equivaléncia de polinémios, geralmente identificados com um representante muito “especial”, o
resto da divisao por t" — 1. Definimos, portanto, grau de um elemento de R, como o grau deste
representante. Rigorosamente, para qualquer f(t) € F,[t], definimos o grau da classe [f(t)] € R,
por

grau([f(¢)]) := min{grau(k(t)) : k(t) = f(t) (mod t" —1)} .
Portanto, o grau dos elementos de R,, é sempre menor do que n. Note ainda que, em F,[t] é sempre
verdade que grau(a(t)b(t)) = grau(a(t)) + grau(b(t)), mas em R,, apenas se verifica que

grau(a(t)b(t)) < grau(a(t)) + grau(b(t)) Va(t),b(t) € R, .

Por exemplo, em Rz, t —1 e 1 4+ ¢ + > tém graus 1 e 2 respectivamente, mas o seu produto
(t —1)(1 +t+t?) = t> — 1 representa a classe nula em Rj3, tendo portanto grau —oco e nio grau 3.

Teorema 8.13. R, é um anel de ideais principais. Mais concretamente, se I # {0} € um ideal em
R, entao I = (g(t)), onde g(t) é um polindmio monico de grau minimo em I. Além disso, este g(t)
é unico, g(t)[t" —1 e go = g(0) # 0.

Dem. Seja I # {0} um ideal em R, e seja J = 7~ 1(I). Pelo Lema 8.10, J é um ideal em F,[t] que
contém t"™ — 1. Pelo Teorema 8.7, existe um tnico polinémio ménico g(t) de grau minimo em J tal
que J = (g(t)) C Fy[t]. Como t" — 1 € J, entao g(t) divide t" — 1 e, como consequéncia, também se
verifica que g(0) # 0 (caso contrério ¢ seria um divisor de t" — 1 em F,[t]). Aplicando o Lema 8.10
novamente, I = 7(J) é gerado pela classe [g(t)] (note que m(771(A4)) = A, para qualquer A C R,
porque 7w é uma aplicagao sobrejectiva). U

Definicao 8.14. O polinémio g(t) € Fy[t] no Teorema 8.13 diz-se o polinomio gerador do cédigo
ciclico C' = ¢(I).
Exemplo 8.15. Continuagdo do Exemplo 8.9:

(a) O polinémio gerador de E3 é 1+, os outros dois geradores de I = ¢(FE3) tém grau 2. Note que
o poliménio gerador 1+ ¢ é precisamente o gerador ménico de 7~ *(I), como se viu no Exemplo
8.11.

(b) O polinémio gerador do cédigo ciclico (1010,0101) C F3 é 1 + ¢2.

A partir de agora identificamos I e C sem fazer necessariamente referéncia ao isomorfismo vectorial
p:Fy — Ry,

Lema 8.16. Seja g(t) € Fy[t] tal que g(t)|t" — 1. Entao a(t) = g(t)z(t) (mod t" —1) se e sd se g(t)
divide a(t) em Fq[t].

SEsta caracterizagao dos ideais no anel quociente R/A é valida para qualquer anel comutativo R e qualquer ideal A C R,
nao necessariamente principal.
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Dem. Seja h(t) € F,[t] tal que g(t)h(t) =t" — 1. Entao
a(t) = g(t)xz(t) (mod t" —1)
(1) = g(O)e() + (" — Vy(t) ,  para algum y(t) € F [t
(t) = g(t)a(t) + g(O)h(t)y(t) = g(t)(x(t) + h(t)y(t))
ou seja, g(t) divide a(t). O

—

a(t)
=  a(t)

Teorema 8.17. Seja f(t) € Fy[t]. Entao f(t)|t" — 1 e f(t) € mdnico se e sd se f(t) € o polinomio
gerador de algum cddigo ciclico.

Dem. (<) Consequéncia imediata do Teorema 8.13.

(=) Seja a(t) € Fy[t] tal que f(t)a(t) =t" — 1, seja C = (f(t)) e seja g(t) o polinémio gerador do
c6digo C. Queremos ver que f(t) = g(t). Como g(t) € (f(t)) C Ry, entao existe b(t) € F,[t] tal que
g(t) = f(t)b(t) (mod t"™ — 1), portanto, pelo Lema 8.16, f(t) divide g(t) em F,[t]. Como g(t) é o
polinémio ménico de grau minimo em C e f(¢) é ménico, conclui-se que f(t) = g(t). O

O teorema anterior permite-nos classificar todos os c6digos ciclicos g-arios de comprimento n a custa

da factorizacao de t" — 1 em polinémios irredutiveis em Fg[t].

Exemplo 8.18. Como t3 — 1 = (1 +#)(1 +t+t?) e 1 + ¢+ t? é irredutivel em Fy[t] (porque tem
grau 2 e nao possui raizes em [Fy), entdo os tnicos cédigos ciclicos binédrios de comprimento 3 sao

Ry=(1), (+t), (A+t+t3)={0,1+t+t*} e (t3—-1)={0},

ou, vistos como subespagos vectoriais de F%, 0s tnico cédigos ciclicos de comprimento 3 sao F%, o}
c6digo dos pesos pares E3, o cédigo de repetigao {000,111} e o cédigo nulo {0}.

3. Matriz geradora e matriz de paridade

Nesta secg@o recuperamos as caracteristicas lineares de um cédigo ciclico a custa do seu polinémio
gerador.

Teorema 8.19. Seja g(t) = go + g1t + -+ - + gt 0 polindmio gerador do cédigo ciclico C C R,,.
Entao

go gl PEEY gr 0 PR PR 0
A
(') 90 g1 9r 0 0 o tg(t) o
G(nfr)xn: : : = .
_0 PEEY PEEY 0 gO gl PR gT_ g( )

é uma matriz geradora de C' e diim C' = n—r = n—grau(g(t)), ou seja, o grau de g(t) € a redundancia
do cddigo C.

Dem. Como gy # 0, as linhas de G sao linearmente independentes. Vamos ver que as linhas
também formam um conjunto gerador, como espago vectorial, do cédigo C. Seja a(t) € C = (g(t)).
Entao grau(a(t)) < n e, pelo Lema 8.16, a(t) = g(t)q(t) para algum polinémio ¢(t) € F4[t]. Como
grau(a(t)) = grau(g(t)q(t)) = grau(g(t)) + grau(q(t)), entao grau(q(t)) < n —r, ou seja,

Q(t) =qp+tqat+---+ anrfltn_r_l €

a(t) = g(t)a(t) = qog(t) + qutg(t) + - + qnr1t" " g(t) ,
ou seja, a(t) é combinacdo linear de g(t),tg(t),...,t" ""1g(t), que sdo precisamente as linhas da
matriz G.

Uma vez que as n — r linhas de G formam uma base de C, conclui-se C' tem dimensao n — r. O
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Exemplo 8.20. J4 vimos que g(t) = 1+t2+3+t* é o polindmio gerador do cédigo simplex S(3,2).
Pelo teorema anterior,

G =

S O =
o = O
—_ o
O = =
— =
el ]
= o O

é uma matriz geradora deste cddigo. Note que as colunas de G sao de facto os sete vectores nao
nulos de F3, como devia ser, pois S(3,2)* = Ham(3, 2).

Definigao 8.21. Se C' é um cdédigo ciclico, de comprimento n, com polinémio gerador ¢g(t), entao
" —1
h(t) = ——— € [F[t] diz-se o polinémio de paridade de C.

g9(t)

Uma vez que g(t) é ménico, entao h(t) também é, pois h(t)g(t) =t" — 1.
ATENGAO! O polinémio de paridade de um cédigo ciclico C' néo é, em geral, o polinémio gerador
do cédigo dual C+, embora este seja ciclico, pelo Teorema 8.3.

Exemplo 8.22. Para o cédigo simplex S(3,2), com polinémio gerador g(t) = 1+t + 3 + ¢4, o

tr—1
polinémio de paridade é h(t) = TP 8- 1+t +t3. Pelos Teoremas 8.17 e 8.19, este h(t)
é o polinémio gerador de um cédigo ciclico C com matriz geradora
10 10 0
Gp =

1 0
0 0
1 1
0 1

o OO

1 0
0 0
1 1

S O =
O =

Seja G a matriz geradora de S(3,2) do exemplo anterior. Entdao, como G,GT # 0, a matriz G nio
é uma matriz de paridade para S(3,2), logo C' # S(3,2)*. No entanto, C e S(3,2)* sdo cédigos
linearmente equivalentes — verifique!

Proposicao 8.23. ¢(t) € C se e sé se c(t)h(t) =0 (mod t" —1).

Dem. Seja c¢(t) € Fy[t] um polinémio qualquer. Entao
c(t)h(t) =0 (mod t" —1) <= c(t)h(t) =0b(t)(t" —1), para algum b(t) € Fy[t],
= ct) = b(t)g(t)
= ) efg@)=C
onde, na tultima equivaléncia, se usou o Lema 8.16. O

Teorema 8.24. Seja C um cddigo ciclico, de comprimento n e dimensao k, com polindmio de
paridade h(t) = ho + hit + - - - + hpt®. Entdo

(i) a matriz

hi hi—1 - ho 0 R ||
0 ki hp_1 --- ho 0O --- 0
0 0 hp hip_1 ho 0
0 - 0 he  hi—1 -+ ho

€ uma matriz de paridade para C;
(i) h(t) := hy "t*h(t™1) € F,[t] ¢ o polinémio gerador de C*+.

Dem. (i) Como h; = 1 # 0 (lembre-se que h(t) é um polinémio moénico), as linhas de H sao
linearmente independentes. Portanto, para mostrar que H é uma matriz de paridade para C, basta
ver que Hc=0seesbéseceC.
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Pela Proposicao 8.23, c(t) = co + cit + -+ + cp_1t" 1 € C se e s6 se c(t)h(t) = 0 (mod t" — 1).

Desenvolvendo o produto em Fy[t], fica
C(t)h(t) =coho + (Coh1 + Clho) + -+ ( Z Cihj)tk + -4 ( Z Cihj)tnfl
itj=k itj=n—1

+ () et + et (8:2)
i+j=n

Médulo t" — 1, os termos de graus n a n 4+ k — 1 tansformam-se em termos de graus 0 a k — 1,

respectivamente, portanto, os termos de graus k a n — 1 em (8.2) j& estao correctos médulo t" — 1 e

os seus coeficientes tém de ser zero. Logo, ¢ = (cp,c1...,¢n—1) € C se e 86 se é solugao do seguinte
sistema de equagoes lineares
cohg + c1kip—1 + -+ + cho =0
crthy + -+ cphi + ck+1ho =0

Cn—k—1kk + -+ Cn_1ho =0
que, em notagao matricial, se escreve Hc = 0.
(ii) S6 falta ver que h(t)|t" — 1, pois h(t) é ménico e hg # 0. Mas h(t~Hg(t™1) =t — 1, porque
h(t)g(t) = t" — 1, logo tFh(t=)t"Fg(t~1) = t"(t7" — 1) = 1 — t", logo hy 'tFh(t™1) = h(t) divide
" — 1. O

Observagao 8.25. Ao polinémio t*a(t 1) € F,[t], onde k = graua(t), costuma-se chamar polindmio
reciproco de a(t). Deixamos como exercicio verificar que, se a(t) divide t" — 1, entdo a(t) e o seu
reciproco geram cédigos equivalentes — ver Exercicio 8.12.

Exemplo 8.26. Para o cédigo simplex S(3,2), o polinémio de paridade é h(t) = 1+t2+t3. Portanto
h(t)=ht ) =31+t 2+t =2+t +1
é o polinémio reciproco de h(t) e também o polinémio gerador do cédigo dual S(3,2)+ = Ham(3, 2).
Exemplo 8.27. Em Fy[t], temos a seguinte factorizacao t23 — 1 = (¢t — 1)g1(t)ga(t), onde
gt) =1+ + P+ + 0+ t10+ 1 e go(t) =1+t + 20T+
Seja C1 = (g1(t)) e Co = {ga(t)). Como g1 (t) := t'lg1(t71) = ga(t), entdo, pelo Exercicio 8.12, Cy e
C sao cédigos equivalentes com parametros [23,12]. Se mostrarmos que d(Cy) = 7 (Exercicio 8.13),
podemos concluir que C é equivalente ao c6digo de Golay binario Gas.
Exemplo 8.28. Em F3[t], t'! — 1 = (t — 1)g1(¢)g2(t), onde
at)=—-14+2 -8B+t 41> e  gpt)=—-1—-t+t>—t3+1°.
Como g1(t) = —t°g1(t71) = ga(t), os cédigos gerados pelos polinémios gi(t) e g2(t) sdo equivalentes
com parametros [11,6]3. Se mostrarmos que a distancia minima deste(s) cédigo(s) é 5 (ver [2]),
podemos concluir que o cédigo de Golay ternario GG11 é equivalente a estes codigos ciclicos.

3.1. Cédigos de Hamming revisitados

Terminamos esta secgdo mostrando que os cédigos de Hamming bindrios Ham(r, 2) sao ciclicos.

Seja a € Fyr um elemento primitivo, e seja p(t) € Fo[t] um polinémio irredutivel* de grau r tal que
p(a) = 0. Portanto Far = Fa[t]/(p(t)) e

Fgr = {0, 1= O[O, a, O(z, ey 042T72} .
Como Fyr é um espago vectorial de dimensao r sobre Fy (ver Exercicio 3.11) e
a(t) =ag+ait + - +ar_1t" > (ag,...,ar_1)

4p(t) diz-se o polindmio minimo de o
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define um isomorfismo vectorial, podemos identificar o elemento ag+ait+---+a,_1t"~* € Fa[t]/(p(t))
com o vector coluna

ag
“ew.
Qr—1
Com esta identificacao, considere a matriz
H = [1 [0} O£2 QQT—Z]TX(T_U )

ou seja, as colunas de H sao os elementos nao nulos do corpo Far, donde H é uma matriz de paridade
de um cédigo de Hamming binério de redundancia r e comprimento n = 2" — 1. Sé falta mostrar
que este codigo C é ciclico. Tem-se que

C=NH)={ceF; : Hc=0}
={(co,c1,.. . cn1) EFY : ol +cra+ -+ cp1a" 1 =0 em For }
={c(t) € Ry : ¢c(a) =0 (mod p(t))} .
Agora é facil verificar, usando a definigdo de ideal, que C' é um ideal em R, logo, pelo Teorema 8.8,
concluimos que C é um cédigo ciclico. J& agora vamos determinar o polinémio gerador g(t) de C.

Note que p(t) € C, pois p(a) = 0, logo, pelo Lema 8.16, g(¢) divide p(t) no anel Fy[t] e, portanto,
temos necessariamente que g(t) = p(t), porque p(t) é irredutivel.

4. Codificacao e descodificacao

Como um cédigo ciclico também é linear, ja conhecemos algoritmos de codificagao e descodificagao.
O objectivo desta secgao é descrever esses algoritmos, e/ou deduzir outros, a custa do polinémio
gerador.

Seja C C R, = F,[t]/(t" — 1) um cddigo ciclico g-ario [n, k], com polinémio gerador g(t) = go+ g1t +
-++ 4 gpt". Portantor=n—Fk, g =1e

go gl .« .. gT 0 PEEEEY PEEEEY 0
0O 9 o - g 0 - 0
O -+~ 0 g g -+ g O

L 0 “ e .« .. 0 go gl PEEEEY gT_

é uma matriz geradora de C, pelo Teorema 8.19. Se aplicarmos o método de eliminacao de Gauss
para “matarmos” as entradas por baixo de cada g, = 1, usando apenas operacoes nas linhas, obtemos
uma matriz na forma

Grxn = [kar Ik] ) (8'3)
que é ainda uma matriz geradora do mesmo cédigo C. Se designarmos por —p;(t) o polinémio
correspondente a linha ¢ + 1 (com ¢ = 0,...,k — 1) da matriz R, a linha i + 1 de G corresponde o

polinémio —p;(t) + "%, onde grau(p;(t)) < r — 1, porque R é uma matriz de r colunas.

Por outro lado, cada linha de G é uma palavra do cédigo C, logo um miiltiplo de g(¢) pelo Lema
8.16, donde

—pi(t) + 17 = g(t)ai(t),
para algum polinémio ¢;(t). Ou seja,
= g)ai(t) + pi(t)  Vie{0,....k—1} (8.4)

com grau(p(t)) < r — 1 < r = grau(g(t)), i.e., pi(t) é o resto da divisao de t"** por g(t).
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Um algoritmo de codificagao sistematica:
Dada a mensagem m(t) = mg + myt + - - - + my_1t*~1 € Fy[t] (ou, equivalentemente, dado o vector
mensagem (mg, ..., mg_1) € F’; = (C):
e determinar o resto p(t) da divisao de t"m(t) por g(t), i.e., determinar p(t) tal que
fm(t) = g(t)a(t) + p(t) e grau(p(t) <r—1;
e codificar m(t) pelo polinémio de c6digo
c(t) = —p(t) +t"'m(t) € (g(t)) = C
Trata-se de facto de uma codificacao sistematica pois o polinémio de cédigo obtido é da forma
c(t)=—po—pit — - — proat’  +mot” +mat™ T+ +my_1t" € R,
porque grau(p(t)) < r — 1, ou, equivalentemente, o vector cédigo é da forma
simbolos de mensagem
——
c= (_pOa —P1lse- s T Pr—1,M0, - .- 7mk71) eC.

simbolos de verificagao ou de redundancia

Os simbolos de mensagem aparecem agora nas ultimas componentes do vector — comparar com a
expressao (4.2). Note que, tal como em (4.1), o vector ¢ também se escreve

c=G'm = (R"m,m) .

Note ainda que, para se codificar m(t) (ou m € IE";), nao foi necessario conhecermos uma matriz
geradora, bastou calcular o resto da divisao pelo polinémio gerador g(t) do cddigo ciclico C.

Passemos agora a descodificagdo. Recorde que, na descodificagao por sindrome para cédigos lineares,
o primeiro passo é sempre calcular o sintoma S(y) do vector recebido y € F 0

Teorema 8.29. O sintoma S(y(t)) € o resto da divisao de y(t) pelo polinomio gerador g(t).

Dem. Uma vez que G = [R 1 k] é uma matriz geradora, H = [Ir —RT] é uma matriz de paridade,
pelo Lema 4.12, e as colunas de —RT sdo os vectores correspondentes aos polinémios po(t), ...,
pr—1(t) determinados anteriormente, i.e. p;(t) é o resto da divisdao de t"*¢ por g(t).

Seja y = (Yo, -,yn—1) € Fy e seja y(t) = yo + vt + - - yn_1t""! 0 polinémio correspondente. O
sintoma de y ¢ S(y) = Hy € F;. Portanto, em notacgao polinomial, S(y(¢)) é um polinémio de grau
menor ou igual a r — 1 e, usando a matriz de paridade H = [Ir —RT], fica

Styt)) =yo+yit+ -+ y1t™  Fypo(t) + - F Yn1pp_1(t)

k-1
=y(t) = Y yrrilpit) — )
i=0

k—1
=y(t) = (3 prwai(®)9(t)
=0

usando as igualdades (8.4). Pondo ¢(t) = — Zi‘:ol Yr+iqi(t), obtem-se S(y(t)) = y(t) — g(t)q(t), ou
seja,

y(t) = g()q(t) +S(y(t)) -
Como grau(S(y(t))) < r — 1, da tdltima igualdade conclui-se que S(y(t)) é o resto da divisao de y(t)
por g(t). O

Define-se o peso w(z(t)) de um elemento x(t) € R, como o peso do vector correspondente x € Fy,
ou equivalentemente, w(z(t)) é o peso do unico representante de grau menor ou igual a n — 1.

Corolario 8.30. Seja s(t) = S(y(t)). Se w(s(t)) <T := Ld(()z)—lJ’ entao s(t) € um chefe de classe

de y(t) + C e, portanto, descodificamos y(t) por z(t) = y(t) — s(t) € C.
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Exemplo 8.31. Seja C' o c6digo ciclico bindrio, de comprimento 7, com polinémio gerador g(t) =
1+t+¢3. Como C é um cédigo de Hamming bindrio Ham(3,2) — ver Exemplo 8.26 — entdo C' é um
c6digo perfeito de distancia minima d(C) = 3, portanto 7' = 1 e os chefes de classe sao precisamente
os elementos de Ry peso 1.

(i) Seja y(t) = t +t2 + 3 + 5 € Ry o vector recebido. Como y(t) = t + t2(1 + t + t3), entdo
s(t) := S(y(t)) = t, pelo Teorema 8.29. Além disso, como w(s(t)) = 1, s(t) é um chefe de classe
e podemos descodificar y(t) por y(t) — s(t) = t> + 3 4 ¢, pelo Corolario 8.30.

(ii) Seja agora z(t) = 1+t* o vector recebido. Como z(t) = t(1+t+13)+1+¢t+12, entdo o sintoma
de z(t) é S(z(t)) = 1+t + 2, que tem peso 3 > T = 1. Nao se pode aplicar o Corolério 8.30.
No entanto,
) =1+t ="+t =" B+ D) =t B+t +1) +1° (modt’ —1)

ou seja, z(t) = t*g(t) +t°. O resto da divisdo de z(t) pelo polinémio gerador ndo é t°, pois
grau(t®) = 5 > 3 = grau(g(t)), mas, como w(t%) = 1, t° é o chefe da classe z(t) + C. Portanto
descodificamos z(t) por z(t) — 5 = 1 +t* + 17 = t4g(t) € C.

Como se viu neste exemplo, determinar o chefe de classe pode nao ser imediato usando apenas o
sintoma, se este tem peso maior do que T

Note que t'y(t) € R, contém a mesma informacido que y(¢). Logo, se conseguirmos descodificar
t'y(t) para algum i, entdo também descodificamos y(t). Interessa, portanto, sabermos calcular os
sintomas dos desvios ciclicos t'y(t) e também sabermos quando vai exitir um destes sintomas de peso
menor ou igual a T'. E o que faremos de seguida.

Teorema 8.32. Dado y(t) € Ry, o sintoma do desvio ciclico de y(t) €
S(ty(t)) = tS(y(t)) — sr19(t) ,

onde sy_1 € o coeficiente do termo de grau r — 1 de S(y(t)).

Dem. Seja s(t) = S(y(t)) o sintoma de y(t). Portanto y(t) = q(t)g(t) + s(t), com grau(s(t)) < r—1,
para algum ¢(t). Pondo s(t) = s, 1t" "' + §'(t) e g(t) = t" + ¢'(t), onde grau(s'(t)) < r—1 e
grau(g'(t)) < r (recorde que g(t) é ménico e tem grau r), fica

() = ta(1)g(1) + 15(1)
= t(q(t) + 5r-1)g(t) + (ts(t) — sr-19(1))

e ts(t) — sp—1g9(t) = ts'(t) — s,—1¢'(t) tem grau menor do que r. Logo, pelo Teorema 8.29, o sintoma
de ty(t) é ts(t) — sr—19(t). O

Exemplo 8.33. Para o cédigo do Exemplo 8.31, o sintoma de z(t) = 1+ t* é S(z(t)) = 1 +t + 2,
logo, pelo teorema anterior, os sintomas dos restantes desvios ciclicos de z(t) sao

S(tz(t)) =1+, S(t*z(t) =1,
S(t3z(t) =t S(thz(t)) =1,
S(toz(t) =1+t , S(tz(t)) =t + 1.
Definicao 8.34. Diz-se que x = (zg,...,Tn-1) € [y contém uma sequéncia ciclica de k zeros, se
existe j <n —1 tal que z; = xj41 =--- = 24,1 = 0, onde os indices sao calculados médulo n.
Exemplo 8.35. e (1,1,0,0,0,1,0) € Fg contém uma sequéncia de trés zeros.

e z = (0,0,1,0,5,0,0,0,0) € IF? contém uma sequéncia ciclica de k = 6 zeros. Tomando dois
desvios ciclicos para a esquerda (ou sete desvios ciclcicos para a direita), obtemos um vector
' = (1,0,5,0,0,0,0,0,0) com zeros nas ultimas 6 coordenadas. Ou seja, no anel Ry, se

z(t) = t2 + 5t4, entdo t2x(t) = t"x(t) = 1 + 5t tem graun — k — 1 = 2.

Lema 8.36. O vector v € Fy contém uma sequéncia ciclica de k zeros se e s6 se existe i €
{0,1,...,n — 1} tal que grau(tiz(t)) <n —k — 1.
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Dem. Basta permutar ciclicamente as coordenadas de x até os k zeros consecutivos ocuparem as
dltimas k componentes de x. O vector assim obtido corresponde a um polinémio em R, de grau
menor ou igual an — k — 1. O

Lema 8.37. Seja € € Fy, com peso w(e) < T, contendo uma sequéncia ciclica de k zeros. Entao
w(S(t'e(t))) < T, para algum i € {0,...,n —1}.

Dem. Pelo lema anterior, sejai € {0,1,...,n—1} tal que t'e(t) tem grau menor ou igual an—k—1 =
r — 1. Portanto, pelo Teorema 8.29, o sintoma do desvio ciclico t’e(t) é S(t'e(t)) = t'e(t). Como
permutacoes das coordenadas nao alteram o peso de um vector, também se verifica que

w(S(t'e(t))) = w(t'e(t)) = w(e(t)) < T . O

Podemos finalmente justificar o seguinte algoritmo de descodificagao.

Algoritmo Caca ao Erro:
Seja C' um cédigo ciclico [n, k, d]; com polinémio gerador g(t) de grau r = n — k. Seja T' = Ld;fj
Recebido y(t) € Ry:

1. Calcular os sintomas s;(t) := S(t'y(t));

2. Se w(s;(t)) < T para algum i € {0,1,...,n — 1}, entdo assumimos que t"~’s;(t) é o
vector erro e descodificamos y(t) por y(t) — t" is;(t);

3. Caso contrario, o erro ocorrido nao ¢é corrigivel.

Antes de mais, convém observar que y(t) —t""*s;(t) € C, pois
t(y(t) — " si(t)) = t'y(t) — ( )
= q(t)g(t) + si(t) —t"si(t)  porque s(t) = S(t'y(t))
= q(t)g(t) + (1 = t")si(t)
=q(t)g(t) (modt"™ —1)
donde t(y(t) — t""is;(t)) € C e também y(t) — t"'s;(t) € C, porque o cédigo C é ciclico.

Além disso, este Algoritmo Caga ao Erro corrige todos os vectores erro de peso 1' no maximo, que
contenham uma sequéncia ciclica de k = dim C zeros.

t"s
)+
)+
)

Justificagao: Seja z(t) € C o vector enviado e y(t) € R, o vector recebido. Pelos resultados
anteriores, se o erro ocorrido e(t) = y(t) — z(t) contém uma sequéncia ciclica de k zeros, entao existe
i tal que S(t'e(t)) tem peso T no maximo e S(t'e(t)) = t'e(t). Logo
si(t) = S(tiy(t) = S(Fa(t) + S(Ee(t)) = 0+ te(t)
— tie(t)
e o algoritmo descodifica y(t) correctamente por y(t) — t"!s;(t) = y(t) — e(t) = z(t).

Exemplo 8.38. Continuagao do Exemplo 8.31: Aplicando o Algoritmo Caga ao Erro ao vector
recebido z(t) = 1 4 t*, uma vez que j calculdmos os sintomas de t'z(t) no Exemplo 8.33 e que
T = 1, assumimos que o erro ocorrido é t"~2s5(t) = > e descodificamos z(t) por

2(t) =t =14+t 15,
que foi o0 que ja obtivémos anteriormente.
Exemplo 8.39. Seja C o cédigo bindrio [15,7] com polinémio gerador g(t) = 1+t + 2 + ¢4 + 5.
Deixamos como exercicio verificar que d(C) = 5. Portanto T' = 2 e o Algoritmo Caga ao Erro

permite corrigir todos os erros simples e duplos que contenham uma sequéncia ciclica de k =
ZEros.

e Sew(€) = 1, entao € é uma permutacao ciclica de (1,0, .. .,0) e, portanto, contém uma sequéncia
ciclica de 14 zeros.
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e Se w(€) = 2, ent@o € é uma permutagao ciclica de um vector da forma

—

f=(@,0,...,0,1,0,...,0) .
—_—— N
| zeros 13—1 zeros

Se l > 7, o vector f contém obviamente sete zeros seguidos. Se [ < 6, entao 13 —1 > 7
e f também contém sete zeros seguidos. Em qualquer caso, concluimos que € contém uma
sequéncia ciclica de sete zeros.

Para este cédigo C, o algoritmo caga ao erro corrige todos os vectores erros € com peso w(e) < 2.

Exemplo 8.40. Seja C' o cddigo binério [15,7,5] do exemplo anterior. Vamos descodificar o vector
recebido y = 111110110010101.

Para uma aplicagao pragmaética do algoritmo caga ao erro, vamos apenas calcular os sintomas s;(t) =
S(t'y(t)), com i = 0,1,...,n — 1, até encontrarmos um com peso menor ou igual a T = 2. Como
Y(t) = L+t 12483+t 416 +17 + 110 1112 4414 = (1) (O + 1) + (L + £ + 2 + 3+ ¢7 +5), aplicando
os Teorema 8.29 e 8.32 (o ultimo varias vezes), obtem-se

so(t) =1+t +t2+ 345+ 1° tem peso 6 > T,
s1(t) =t + >+ 2+t 4+t 447 tem peso 6 > T,
so(t) =14+t +t3+15 17 tem peso 5 > T,
s3(t) =1 +t° tem peso 2 < T,

por isso assumimos que o erro ocorrido foi t!9 3s3(t) = t12(1 + t%) = 3 + t!2 (mod ¥ — 1), e
descodificamos y(t) por y(t) —t3 — 12 = 1+t + 2 +t* + 10 + 7 + 10 + 14 ou seja, descodificamos
o vector y por 111010110010001.

5. Erros acumulados

Definigao 8.41. O vector e = (e1,...,e,) € Fy diz-se um erro-l acumulado, ou um erro acumulado
de comprimento [, se existe ¢ € {1,...,n} tal que ¢; # 0 e e;;;—1 # 0, e ¢ = 0 para todo o
jé&{i,...,i+1— 1}, onde os indices sao calculados médulo n.

Ou seja, as coordenas nao nulas de um vector erro-/ acumulado estdo contidas numa sequéncia ciclica
de comprimento [, sendo a primeira e tltima coordenadas desta sequéncia nao nulas.

Aqui considerdmos apenas erros acumulados no caso ciclico — compare com o exercicio 8.24 para o
caso de erros acumulados no sentido estrito.

Exemplo 8.42. Os vectores 00111000, 10100000 e 01000001 sdo erros-3 acumulados em F3.

Exemplo 8.43. Se [ = 2, um vector erro-2 acumulado é da forma
e=1(0,...,€,€i+1,0,...,0) ou e=(e,0,...,0,ey,),

com e; # 0, e;41 #0,e1 #0 e e, #0, e diz-se um erro duplo adjacente.

Teorema 8.44. Seja C' um cddigo linear [n, k], ndo necessariamente ciclico, tal que C corrige
todos os erros-m acumulados com m < 1. Entao

(i) C nao contém nenhum vector erro-m acumulado com m < 2;
(ii) Estimativa de Reigner: n —k > 2[.
Dem. (i) Seja € um vector erro-m acumulado com m < 2[. Entao
&= (0,a,i,7,b,0) ,
com a,b € F, \ {0} e @, ¥ vectores de comprimento menor ou igual a [ — 1. Sejam

= (0,a,%,0,0,0) e §=—(0,0,0,7,b,0).
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Entao & e ¢ sdo erros acumulados de comprimento menor ou igual a [. Como C' corrige estes erros
por hipétese, entao & e i pertencem a classes distintas, i.e., T+ C # §+ C, ou ainda, €= —y & C.

(ii) Seja H uma matriz de paridade para C. Sejam uq,ug,...,u,+1 as primeiras r + 1 colunas de
H. Como pertencem a Fy, os r + 1 vectores u1, ..., ur41 sao linearmente dependentes, logo existem
escalares ci,...,c.41 € [Fy, nao todos nulos, tais que

ciuy +couo + -+ cpg1Upr1 =0 .

Seja ¢ = (¢1,¢2,...,¢41,0,...,0) € Fy. Entao ¢ é um erro-m acumulado com m < r +1 e, como
Hc=0,ceC. Por (i), tem-se m > 2l, portanto r+1 > 2l, o que é equivalente an—k =r >2l. O

Corolario 8.45. Um codigo linear [n, k|, corrige no mdzimo todos os erros-m acumulados com

m < |"3E].

Este corolario é uma consequéncia directa da Estimativa de Reigner.

Exemplo 8.46. Seja C o cédigo bindrio ciclico [15, 9], com polinémio gerador g(t) = 1+t+t2+13+5.
Em notacao polinomial, os erros-m acumulados com m < 3 sao:

t' param =1, t'(1+t) param=2, t'(1+t>) e t'(14t+1t%) param =3,

onde 0 < 7 < 14 nos quatro casos. Sao 60 polinémios no total, mas todos pertencem a classes
diferentes pois tém sintomas distintos dois a dois (exercicio: verifique esta ultima afirmacao, de
preferéncia com a ajuda de um programa de computador). Portanto C' corrige todos os erros-m
acumulados com m < 3. Por outro lado, a Estimativa de Reigner dé [ < |2%5%| = [152] = 3. Ou
seja, C atinge a igualdade na Estimativa de Reigner, e esta nao pode ser melhorada.

Por definicao, um erro-l acumulado é um vector da forma
e=(0,...,€,%,...,%€4+-1,0,...,0),

onde e; # 0, e;4; 1 # 0 e as [ — 2 componentes assinaladas com * podem ser nulas ou nao, logo
um erro-/ acumulado contém uma sequéncia ciclica de n — [ zeros. Se C' é um cddigo ciclico [n, k],
que corrige todos os erros acumulados de comprimento m < [, entao, pela Estimativa de Reigner,
k < n—2l <n—1. Vamos, portanto, poder usar o Algoritmo Caca ao Erro, mas ignorando a
condigao w(€) < T, para corrigir todos estes erros.

Algoritmo Caga ao Erro Acumulado:

Seja C' um cddigo ciclico [n, k4, corrector de todos os erros-m acumulados com m < I. Recebido
y(t) € Ry:

1. Calcular os sintomas s;(t) := S(#'y(t));

2. Se s;(t) é um erro-m acumulado, com m <[, para algum ¢ € {0,1,...,n — 1}, entao
assumimos que t""s;(t) é o vector erro e descodificamos y(t) por y(t) — " 's;(t);

3. Caso contrario, o erro ocorrido nao é corrigivel.

Note que y(t) — t"is;(t) € C, tal como j4 acontecia com o Algoritmo Caga ao Erro.

Deixamos como exercicio justificar que este algoritmo corrige os erros enunciados.
Exemplo 8.47. Seja C o c6digo ciclico bindrio [15,9], do Exemplo 8.46, com polinémio gerador
git) =1+t +12+ 13415

Ja sabemos que este codigo corrige todos os erros acumulado de comprimento m < 3, pois estes
vectores pertencem a classes distintas. Vamos descodificar o vector recebido

y = 110000011101110  ou  y(t) =1+t -+t + 5+ 17 't 412 4 ¢13
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Calculemos os sintomas s;(t) = S(t'y(t)), com i = 0,...,n — 1, até encontrarmos um que seja um
erro-m acumulado com m < 3:

sot) =1+2+t1+1° é um erro-6 acumulado,
s1(t) =tso(t) —g(t) =1+t +¢° é um erro-6 acumulado,
so(t) =tsi(t) —g(t) =1+t é um erro-3 acumulado.

Portanto assumimos que o erro ocorrido é e(t) = t15 2s5(t) = t'3(1 +2) = 1 + 3 (mod ¥ — 1), e
descodificamos y(t) por y(t) — e(t), ou y por

y — 100000000000010 = 010000011101100 .

6. Entrelacamento

O entrelagamento de um c6digo é uma construgao que permite aumentar a capacidade de correcgao
de erros acumulados.

Definicao 8.48. O entrelagamento de s vectores 1, ..., x5 € Fy é o vector
a 2% Coorden%:ia de cada x;
$(S) = ($171, L2153 Ls1,L1,2,L22y++3Ls 25+« LLns L2ms -+ Ls,ns ) S FZLS ,
a 12 coordenada de cada x; a ultima coordenada de cada x;
onde z; = (T41,%i2, .., Tin)-

Exemplo 8.49. O entrelacamento dos trés vectores z1 = 0000, zo = 1111, z3 = 3456 € ]F‘% é
2 = 013014015016 € Fi? .

Se escrevermos uma matriz cujas linhas sao vectores x1, z2 € T3

0000
X=1111 1/,
345 6

podemos obter o vector entrelacado lendo as entradas da matriz X de cima para baixo e da esquerda
para a direita.

Em geral, escrevendo uma matriz X cujas linhas sao os vectores z; € Fy, com 1 <7 <s,

Ti1 Ti2 ot Tin
To1 T2 o Tan
Ts,1 Ts2 0 Tsn] o

o vector entrelagado sao as colunas de X escritas consecutivamente como as entradas de um vector
ns
em Ky

Definicao 8.50. Seja C' um cddigo linear [n, k],. O cddigo C(®) obtido entrelacando quaisquer s
palavras do cédigo C diz-se o cddigo entrelacado de grau s.

Exemplo 8.51. Seja C' = (111) o c6digo bindrio de repeticdo de comprimento 3. Para obter
C®@ | vamos descrever o vector entrelacado dos pares ordenados de palavras de C. Os quatro casos
possiveis estao descritos na seguinte tabela:

z1 | 000 000 111 111
x5 | 000 111 000 111
+® [ 000000 010101 101010 111111

Portanto, C'?) = (010101,101010) C F§ e é um cédigo linear e ciclico. Note que, apesar do c6digo
entrelacado ter comprimento maior, d(C®) = 3 = d(C), portanto C?) tem as mesmas capacidades
de correccao que C para erros aleatorios.
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Teorema 8.52. (a) Se C' ¢ um cédigo linear [n, k], entdo C') é um cddigo linear [ns, ks).

(b) Se C C R, € um cddigo ciclico com polinémio gerador g(t), entio C®) C Rys é um cédigo
ciclico com polindmio gerador g(t*%).

(c) Se C é um cddigo ciclico corrector de todos os erros-m acumulados com m < I, entio C®) ¢ um
cédigo corrector de todos os erros-m acumulados com m < ls.

Dem. (a) Por construcio, C(*) é um subconjunto de [y e |C®)| = |C|* = ¢**. Portanto, se C(®)
é linear, entdo dim C'®) = logq(\C(s)]) — ks. Para ver que C'®) é linear, basta ver que é fechado
para a soma de vectores e produto por um escalar. Seja ) e ¢6) o entrelacado dos vectores
z1,...,zs € C, seja y® e C®) o entrelacado de y1,...,ys € C, e seja a € F,. Deixamos como
exercicio verificar que z(8) + y(s) e az'® sdo os entrelcados de 1 + y1,...,2s +ys e de axq, ..., axs,
respectivamente — use a notacao das matrizes (8.5). Logo ) 4y a2z € ¢ porque C' é um
c6digo linear.

(b) Uma vez que C'®) ¢ linear, pela ainea (a), s6 falta ver que C®) é fechado para os desvios ciclicos.
Seja (%) € C®) o entrelacado dos vectores z1, ..., z, € C. Como C é ciclico, o(xs) € C e, portanto,
o vector y obtido entrelagando o(z),x1,...,2s—1 é uma palavra do cédigo C®). Explicitando as
coordenadas de y e pondo x; = (21, %i2,...,Tin), Obtém-se

Yy = (xs,na L1199 Ts—1,1yLs1,L1,2y+++3Ls—12y++,Lsn—1,Llny--- 71:371,71) )

s coordenadas s coordenadas s coor?ignadas
ou seja, y = o(z®)) e C),
Para determinarmos o polinémio gerador, temos de encontrar um polinémio ménico de grau ns — ks
(a redundancia de C®)), que divida t"* — 1, e que pertenca ao cédigo C®). Seja g(t) = go + g1t +
-+« 4 gpt", com r = n—k, o polinémio gerador de C, e seja g = (9o, 91, --,9r,0,...,0) € Fg o vector
correspondente. Entdo, o entrelacado de g com s — 1 vectores nulos 0 € Fy € um elemento de c®) e
as suas coordenadas sao

¢ =(g0,0,...,0,91,0,...,0,...,g5,0,...,0),

vV vV
s coord. s coord. s coord.

que, em notagao polinomial, se escreve
g9(t) = go+ git* + gat® + - + gt" = g(t°) .
Portanto g(t*) € C®) é ménico (g, = 1 porque ¢(t) é ménico), tem grau s = ns —ks e divide " — 1

porque
g =" —1 = gt = () —1=1t" 1.

(c) Seja € € Fy® um erro-m de acumulagao com m < [s. O vector € é da forma
€= (0,...,0,67;,...,6i+ls_1,0,...,0) .
—_——

ls coordenadas

Seja F a matriz s X n que se obtem escrevendo as coordendas de € por ordem ao longo das colunas,
ou seja, o entrelagado das linhas de ' é o vector erro €. Portanto, cada linha nao nula de £ contém
no maximo [ entradas nao nulas. Portanto, C corrige os vectores erro correspondentes as linhas de
E, logo C®) corrige o vector erro-m acumulado €. O

Exemplo 8.53. Continuacao do Exemplo 8.51: As palavras de C@ correspondem aos polinémios
0, t+24+t°, 142+t e 1+t+E2+83+t1 4140,

logo ga(t) = 14 t2 + t* é o polinémio gerador de C'®), ou, aplicando o Teorema 8.52, como g(t) =
1+t +t% é o polinémio gerador de C, entdo go(t) = g(t?) = 1 + 2 + t* é o polinémio gerador do
cédigo entrelagado. Quanto as capaciadades correctoras, C' corrige apenas os erros simples, pois
d(C) =3 e C é um cédigo perfeito mas, pelo Teorema 8.52, C® pode ser usado para corrigir todos
os erros simples e todos os erros duplos adjacentes.
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8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

Exercicios

(a) Mostre que a aplicagdo desvio ciclico o : Fy — Fy definida por o(z1,...,2n-1,7n) =
(T, X1,y ..., Tn—1) é linear e bijectiva.

(b) Mostre que um cédigo linear C' é ciclico se e sé se o*(C) = C para todo o i € Z.

(a) No Exemplo 8.6, mostre que (2,¢) ndo ¢ um ideal principal em Z[t].

(b) Mostre que (x,y) ndo é um ideal principal no anel dos polinémios de duas variaveis® Fy[z, y].

Para a € F, fixo, mostre que o conjunto I = {f(t) € Fy[t] : f(a) = 0} é um ideal em F,[t].
Determine um gerador de I.

Os ideais nas seguintes alineas sao ideais do anel R,, = F[t]/(t" —1). Assumindo que g(t)[t" —1

em F,[t], mostre que

(a) (fi(t)) C (fa(t)) se e sé se fa(t) divide fi(t) em Rp;

(b) (f(t)) = (g(t)) se e sé se existe a(t) € Fy[t] tal que f(t) = a(t)g(t) (mod t™ — 1) e
MDC(a(t),h(t)) = 1, onde h(t)g(t) =t" — 1;

Factorize o polinémio t” — 1 em Fa[t] e identifique todos os cédigos binérios ciclicos de compri-

mento 7.

Classifique todos os cédigos ciclicos de comprimento 4 sobre Fs. Conclua que o cddigo de
Hamming terndrio Ham(2, 3) nao é equivalente a um cédigo ciclico.

(a) Factorize t'2 — 1 no produto de polinémios irredutiveis em F3|t].

(b) Quantos codigos ciclicos ternarios de comprimento 12 existem?

(c) Determine para que valores de k existe um cédigo ciclico ternério [12, k.

(d) Quantos cédigos ciclicos terndrios com parametros [12,9] existem?

Seja C' um cddigo ciclico bindrio com polinémio gerador g(t).

(a) Mostre que, se t — 1 divide g(t), entao todas as palavras de cddigo tém peso par.

(b) Assumindo que o comprimento de C' é impar, mostre que C contém uma palavra de peso
impar se e s se o vector 1= (1,...,1) é uma palavra de c6digo.

(a) Determine o polinémio gerador e a dimensao do menor cédigo ciclico binédrio que contém a
palavra ¢ = 1110010 € F7.

(b) Escreva uma matriz geradora, o polinémio de paridade e uma matriz de paridade para o
c6digo que determinou na alinea anterior.

(a) Determine o polinémio gerador e a dimensao do menor cédigo ciclico ternério que contém
a palavra ¢ = 212110.
(b) Diga, justificando convenientemente, qual a distancia minima daquele cédigo.

Seja C' um cédigo ciclico, de comprimento n, com polinémio gerador g(t). Mostre que, se
C = (f(t)), i.e., se f(t) é um gerador do ideal C, entao g(t) = MDC(f(¢),t"—1). Em particular,
conclua que o polinémio gerador do menor cédigo ciclico, de comprimento n, que contém f(t)
6 g(t) = MDC(f(t), ¢ —1).
Se ¢(t) é o polinédmio gerador de um cédigo ciclico, mostre que (g(¢)) e (g(t)) s@o cédigos
equivalentes. Conclua que o cédigo gerado pelo polinémio de paridade de um cédigo ciclico C'
é equivalente ao cédigo dual Ct.
Suponha que, em Fot],
t"—=1=(t=1)g1(t)g2(t)

e que (g1(t)) e (ga(t)) sdo cédigos equivalentes. Mostre que:
(a) Se c¢(t) é uma palavra de cédigo de (g;(t)) de peso w impar, entao:

(i) w?>n;

(ii) Se, além disso, g2(t) = g;(t), entdo w? —w + 1 > n.

5Podia ser K[z, y], com K um corpo qualquer.
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(b) Se n é um nimero primo impar, g2(t) = g;(t) e ¢(t) é uma palavra de cdédigo de (g1(t)) de
peso w par, entao:
(i) w=0 (mod 4);
(i) n #7=w#4.
(¢) Mostre que o cddigo ciclico bindrio de comprimento 23 gerado pelo polinémio g(t) = 1 +
12 4+ t* 15 + 16 + 10 4 #11 6 um cédigo perfeito [23,12,7] — Cddigo de Golay bindrio.

8.14. (a) Seja g(t) o polinémio gerador de um cddigo de Hamming bindrio Ham(r,2), com r > 3.
Mostre que C' = ((t — 1)g(t)) é um cédigo de parametros [2" —1,2" —r — 2, 4].
[Sugestao: use o exercicio 8.8.]
(b) Mostre que o cédigo C pode ser usado para corrigir todos os erros duplos adjacentes, i.e.,
em posicoes consecutivas.

8.15. (Generalizacao do exercicio anterior.) Seja C = ((t + 1)f(¢t)) um cddigo ciclico bindrio de
comprimento n, onde (t + 1)f(t) | t* — 1, mas f(t) {t* — 1, para 1 < k < n — 1. Mostre que C
corrige todos os erros simples e também os erros duplos em posigoes consecutivas.

8.16. Considere o cédigo ciclico bindrio de comprimento n = 15 gerado pelo polinémio g(t) = 1+13 +

th+ 15 + 10,

(a) Justifique que g(t) é de facto o polinémio gerador daquele cédigo.

(b) Escreva uma matriz geradora, o polinémio de paridade e uma matriz de paridade para o
codigo.

(c) Escreva, justificando, uma matriz geradora na forma G = [R 1 ] para aquele codigo e a
correspondente matriz de paridade.

(d) Codifique sistematicamente o vector mensagem m = 010010001.

(e) Assumindo que aquele c6digo tem distancia minima d(C') = 5, descodifique o vector recebido
y = 010011000111010, justificando convenientemente as suas decisoes.

8.17. (a) Verifique que g(t) = 2 +t* + 2t3 + t* + ¢5 divide t'* — 1 em F3t].
(b) Seja C o cédigo ciclico terndrio gerado por g(t). Sabendo que se trata de um cédigo [11, 6, 5]3,
use o Algoritmo Caga ao Erro para descodificar o vector recebido y = 20121020112.
(¢) Qual é a proporcao de erros de peso 2 que nao sao corrigiveis por este algoritmo?

8.18. Considere o c6digo ciclico bindrio [15, 5, 7] com polinémio gerador g(t) = 1-+t+t2+t4 -+ +5+410.
(a) Justifique que o Algoritmo Cagca ao Erro permite corrigir todos os erros de peso < 3 excepto

€ = 100001000010000 e os seus desvios ciclicos o7 (€).

(b) Descodifique o vector recebido y = 111101010011101.
(c) (i) Complete aquele algoritmo de modo a corrigir também os erros do tipo o/(e), j =
0,1,2,3,4. [Sugestao: Note que o sintoma de &(t) é 14> + p(t), onde p(t) é o resto

da divisdo de t'° por g(t).]
(ii) Descodifique o vector recebido y' = 111000111100100.

8.19. Considere de novo o cédigo ciclico bindrio de comprimento n = 15 com polinémio gerador

g(t) =1+ 3 +t* + 5 + 1% do Exercicio 8.16.

(a) Verifique que, embora seja um cédigo de distancia mininma 5, se trata de um cédigo cor-
rector de até erros-3 acumulados, justificando e explicando convenientemente o que tal
significa.

(b) Utilizando essa capacidade correctora, descodifique pelo Algoritmo Caga ao Erro Acumulado
o vector recebido y = 011100000111000.

8.20. Mostre que o cédigo entrelacado de grau s, C(®), é equivalente ao cédigo soma C' @& --- @& C' de
s copias de C. Conclua que d(C®)) = d(C).

8.21. Conclua a demonstragdo do Teorema 8.52 (a): Seja C' um cddigo linear g-ario e sejam ) e

y(s) os entrelagados de x1,...,z5s € C' e de yy,...,ys € C, respectivamente. Mostre que
(i) 20 4+ ) é o entrelacado dos vectores 1 + y1,. .., Ts + Ys:
(ii) az(®) é o entrelacado dos vectores axi,...,axrs, onde a € F,.

8.22. Seja C' = Ham(3,2) o cédigo de Hamming bindrio de redundancia 3, com polinémio gerador
gt) =1+t -+t
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(a) Determine os parametros e o polinémio gerador de C'®).
(b) Mostre que o cédigo C'®) corrige todos os erros-m acumulados com m < 3.
(¢) Usando o Algoritmo Caga ao Erro Acumulado, descodifique o vector recebido

yt) =t + 3+ 5 +1t7 8 419 1.

8.23. Um cddigo ciclico g-ario de comprimento n diz-se degenerado se existe r € N tal que r divide n
e cada palavra do cédigo se escreve na forma ¢ = ¢'c’--- ¢/ com ¢’ € [y, isto ¢, cada palavra do
c6digo consiste em n/r cépias idénticas de uma sequéncia ¢ de comprimento r.

(a) Mostre que o entrelagamento C' (5) de um cédigo de repeticio C' é um cédigo degenerado.
(b) Mostre que o polinémio gerador de um cédigo ciclico degenerado de comprimento n é da
forma
g(t) = a(t)(L+ "+ - 41777 .
(c) Mostre que um cédigo ciclico de comprimento n e polinémio de paridade h(t) é degenerado
se e s6 se existe r € N tal que r divide n e h(t) divide t" — 1.

8.24. Seja C o codigo binario linear com a seguinte matriz de paridade

1001001001
01 001O0O01O00O0
0010010010

(a) Determine a distancia minima d(C') e indique a capacidade de detecgao e de correcgao de
erros aleatérios deste codigo.

(b) Mostre que C' detecta todos os erros-m acumulados com m < 3.
Nota: Neste exercicio considera-se apenas vectores erros-m acumulados no sentido “es-
trito”, i.e., vectores da forma (0,...,0,1,%,...,%,1,0,...,0) com as coordenadas nao nulas
entre os indices i > 1lei+m—1<n.

(c) Seja C' o pontuado, na tltima coordenada, do c6digo dual C*. Mostre que C’ é um cédigo
ciclico e degenerado, e determine o seu polinémio gerador.

H=

8.25. Determine todos os codigos bindarios, ciclicos e degenerados de comprimento 9, indicando os
respectivos polinémios geradores e a correspondente sequéncia de comprimento r.



CAPITULO 9

Cddigos Reed-Solomon

Um dos problemas na Teoria de Codigos é determinar a distancia minima de um dado cédigo.
Tratando-se de codigos ciclicos, por vezes conseguimos controlar a distancia minima com uma “boa
escolha” do polinémio gerador. E este o caso dos c6digos Reed-Solomon. Estes cédigos sao MDS,
ou seja, para o comprimento e a dimensao fixos, tém a maior distancia minima possivel, e sao ainda
muito importantes na correccao de erros acumulados.

Definicao 9.1. Um cédigo Reed-Solomon g-ario é um cédigo ciclico, de comprimento ¢ — 1, com
polinémio gerador

g(t) _ (t o aa+1)(t o aa+2) . (t _ aa+§—1)

coma>0e2<0<qg—1,onde aéum elemento primitivo de F,.

)

Observagao 9.2. (i) Pela Proposigao 3.15, sabemos que 29~ = 1 para qualquer = € F, \ {0},
logo, se a ¢ um elemento primitivo de Fg, o polinémio ti—l-1¢ [F,[t] tem a seguinte factorizacao

7l 1=t -1)(t—a)t—a®) - (t—aT?). (9.1)

Portanto, o polinémio g(t) na Defini¢ao 9.1 é um divisor de 9~ —1 e g(¢) é de facto o polinémio
gerador de um cédigo ciclico. Além disso, as raizes de g(t) sao todas distintas.

(ii) Como grau(g(t)) = § — 1, a dimensao de C é dim(C) = n — (§ — 1) = ¢ — §. Em particular
1 <dim(C) < g — 2, logo os cédigos triviais ]Fg_l e {0} nao sdo cédigos Reed-Solomon.

(iii) Nao ha cédigos Reed-Solomon bindrios, pois 2 < § < ¢g—1= ¢ > 3.
Exemplo 9.3. Como 3 é um elemento primitivo de Fr,
gt) =t —=3H(t -3t -3 =142t + 26> +- 1

é o polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon de parametros [6, 3].

G =

S O =
S = N
— NN
N DN
N = O
_ o o

|
g(t)

é uma matriz geradora, h(t) = =6+ 2t + 5t2 + 3 é o polinémio de paridade e

1 526 00
H=|015 2 6 0
0015 26

H

é uma matriz de paridade. A partir de H, aplicando o
e, portanto, trata-se de um cédigo MDS.

eorema 4.16, podemos concluir que d(C') = 4
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1. Distancia minima

Nesta sec¢ao iremos ver que os cédigos Reed-Solomon sao MDS.

Proposicao 9.4. Seja C um cddigo Reed-Solomon q-drio, com polindmio gerador g(t) = (t —
N (t — a®?) ... (t — a®t971). Entdo

C={c(t)€ Ry—1 : c(a’)=0,Vi=a+1,...,a+5—1} .

Dem. (i) Pelo Lema 8.16, ¢(t) € C se e s6 se ¢(t) = a(t)g(t) para algum a(t) € F,[t], portanto as
raizes de g(t) sdo também raizes de qualquer palavra de cdigo ¢(t).

(ii) Seja agora c(t) € R,—1 tal que ¢(a’) =0 parai=a+1,...,a+d—1. Portanto t — ' divide c(t)
(no anel Fyt]), parai =a+1,...,a+ 6 — 1, e como estes a' sao todos distintos, podemos concluir
que g(t) divide ¢(t), logo ¢(t) € C. O

Note que a parte (i) da demonstracao anterior é valida para qualquer cédigo ciclico, e na parte (ii)
apenas se usou o facto das raizes do polinémio gerador serem todas distintas. Podemos portanto
generalizar a Proposicao 9.4, com a mesma demonstragao, para o seguinte resultado:

Teorema 9.5. Se C' € um cdédigo q-drio de comprimento n tal que o seu polinémio gerador g(t), de
grav v, tem raizes distintas a1, ..., a, (ndo necessarimante em ), entdo

C={c(t) e Ry : c(;) =0,Vi=1,...,r}.

Exemplo 9.6. Seja C' = Ham(3,2) com polinémio gerador g(t) = 1+t +t3. O comprimento de C é
n = 7. No anel Fg, o polinémio ¢7 — 1 factoriza-se no produto de termos lineares distintos (ver alinea
(i) na Obervacdo 9.2), portanto as raizes de g(t) sdo distintas, porque g(t)|t” — 1. Pelo Teorema 9.5,

C={c(t)e Ry : ¢(B) =0,V B raiz de g(t)} .

t
Como todos os elementos de Fg \ {0,1} sdo raizes de c¢(t) = 1+t + 12+ 13 +t* + 5+ 16 = R

entdo as raizes de g(t) sdo também raizes de ¢(t), donde ¢(t) € C C Ry, ou seja 1 € C' C FJ.
Teorema 9.7. Seja C um codigo Reed-Solomon de pardmetros [q — 1,q — 0]4. Entao d(C) > 4.
Dem. Seja g(t) = (t —a®T)(t —a®*2) - (t — a®9~1) o polinémio gerador de C. Suponhamos, por

absurdo, que d(C) = d < § e seja c(t) = co + cit + -+ + cp_1t" L € C com peso w(c(t)) = d. Seja
c=(co,c1,---,cn-1) € Fy o vector correspondente a c(t).

Pela Proposicio 9.4, ¢(a') = 0 para qualquer i =a +1,...,a + & — 1. Por outro lado,
(o) =co+craf + -+ 1@ = (1,08, (), ..., ()Y e

Portanto Ac = 0, onde

1 anrl (aa+1)2 (anrl)nfl
1 aa+2 (aa+2)2 (aa+2)n71
A= . .
i anr.(Sfl (aa+;$71)2 L (Oéa+5;1)n71
¢ uma matriz com ¢ — 1 linhas e n colunas. Sejam iy, ...,4q os indices tais que c;; # 0. Seja A’ a
matriz formada pelas colunas iy + 1,42 + 1,...,74 + 1 de A. Entao A’ tem § — 1 linhas e d colunas.

Como d < 6 — 1, a matriz A” formada pelas d primeiras linhas de A’ ¢ uma matriz quadrada d x d e
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portanto det(A”) = 0, porque (c¢;,,...,¢;,) é uma solu¢do nao nula do sistema linear homogénio
A"z = 0. Por outro lado, como

(a@+hy (aHly .. (qutlyi

(aa+2)11 (aa+2)22 L. (aa+2)2d
A// — ,

(an.rd)il (an.rdy'g . (an'rdy'd

usando as propriedade de multilinearidade do determinante nas colunas obtém-se

1 1 1
d i1 ) iq
. (67 (0% «
det(A”) = [J(a™™)% det
=1 (ad—l)il (ad—l)iz (ad—l)z‘d
d
— H(aa+1)ij H (O{il o Oéik) )
7=1 1<k<i<d

Logo, det(A”) # 0 pois o # a’*, porque o é um elemento primitivo e d < § — 1 < ¢ — 2. Como nio
podemos ter simultaneamente det(A”) = 0 e det(A”) # 0, concluimos que d > 4. O

Observagao 9.8. Na demonstragao do teorema anterior apenas se usou o facto de C' ser o conjunto
dos elementos c(t) € R, que se anulam em todas as raizes do polinémio gerador g(t) (o qual foi
provado para qualquer c6digo ciclico tal que as raizes de g(t) sao todas distintas) e o facto de § — 1
poténcias consecutivas de um elemento primitivo o € Fy serem raizes de g(t) (para se obter uma
matriz de Vandermonde no segundo cdlculo de det(A”)). Os cédigos ciclicos que satisfazem estas
condicoes dizem-se cddigos BCH!. Os cédigos Reed-Solomon sdo uma subfamilia dos cédigos BCH.

Exemplo 9.9. Seja C o cédigo de comprimento 7, bindrio, com polinémio gerador g(t) = 1+t+13 €
Fy[t]. Como g(t) é irredutivel em Fa[t], podemos considerar Fg = Fa[t]/(g(t)). Seja a € Fg uma raiz
de ¢g(t). Entao

g(t) = (t—a)(t —a?)(t —a?).

C nao é um cédigo Reed-Solomon, mas satisfaz as condigbes na Observagao 9.8 com § — 1 = 2.
Portanto podemos concluir que d(C) > 6 = 3. Como w(g(t)) = 3 (e g(t) € C, claro!), entao
d(C) = 3, resultado ja conhecido pois C' = Ham(3, 2).

Corolario 9.10. Os cddigos Reed-Solomon sao codigos MDS.

Dem. Seja C' um cédigo Reed-Solomon de parametros [¢— 1, ¢ —d],. O polinémio gerador tem grau
r =49 — 1. Entao d(C) > 4, pelo Teorema 9.7, e d(C) < §, pela desigualdade de Singleton. O

Exemplo 9.11. Considere o cédigo Reed-Solomon C' sobre Fig com polindmio gerador g(t) =
H?:l(t —a'), onde a é um elemento primitivo de F1g. O cédigo C' tem comprimento n = ¢ —1 = 15,
dimensao n — grau(g(t)) = 9 e, pelo teorema anterior, distancia minima d(C') = 7. Para determi-
narmos d(C) usando o Teorema 4.16, como uma matriz de paridade H tem 6 linhas e 15 colunas,

teriamos que verificar que
15
= 5005
(5)

conjuntos de 6 colunas de H sao linearmente independentes.

LEstes cédigos foram descobertos por A. Hocquenghem em 1959 e, de forma independente, por R. C. Bose e D. K. Ray-
Chaudhuri em 1960
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2. Extensao de codigos Reed-Solomon

Recorde que, para um cédigo C' qualquer com alfabeto [y, a extensao por paridade ¢ definida por

~

n
C= {(3«"796%1) € IFZ“ cw e, wpg = —sz}

i=1
e, se C' é linear de parametros [n, k,d], a sua extensao C também é linear e os seus parametros sao
[n+1,k,d],comd<d<d+1.
Teorema 9.12. Seja C um cddigo Reed-Solomon com polindmio gerador

g(t) =t —a)(t —a?)- (t—a’"),

com2 <6< qg—1ea um elemento primitivo de Fy. Entao o cédigo estendido C é MDS.

Dem. Como o cédigo C' tem parametros [¢ — 1,q — 9, 6],, porque é MDS, queremos mostrar que
d(C) = 0 + 1. Pela observagao anterior ao teorema, ou pela desigualdade de Singleton, ja sabemos

~

que d(C) <+ 1. Vamos entao mostrar a desigualdade contréria. Seja

q—2 q—2
c(t):ZcitiEC’\{O} e E:(co,cl,...,cqu,—Zci)GC.
i=0 =0

Entao ¢ # 0, porque c(t) # 0, e ¢ = (co,c1, ..., cq—2, —c(1)), porque c(1) = Zg:_& ¢i. Como c(t) €
C = (g(t)), entao c(t) = f(t)g(t), para algum f(t) € Fyt] e, portanto, ¢(1) = f(1)g(1). Também
temos que g(1) # 0, porque as raizes de g(t) sao a,a?,...,a’~! com § — 1 < ¢ — 2, ou seja, nenhuma

das raizes é 1 porque « tem ordem ¢ — 1. Ha dois casos a considerar.

Caso 1: Se f(1) # 0, entdao —c(1) # 0, logo w(¢) =w(c)+1 > + 1, pois c € C'\ {0}.

Caso 2: Se f(1) =0, entéo f(t) = u(t)(t — 1) para algum u(t) € F,[t], donde ¢(t) = u(t)(t — 1)g(t)
e, como (t — 1)g(¢) divide ¢" — 1 pois g(1) # 0, (t — 1)g(t) é o polinémio gerador de um cédigo C’ e
c(t) € ((t —1)g(t)) = C'. Facilmente se vé que

(t—1)g(t) = (t — ™) (t — a®F2) - (t = a®F?) |

com a = q—2 > 0, e ainda grau(g(t)) < q — 2, pois, caso contrario, teriamos (t — 1)g(t) =t ' —1e
C" = (171 —1) = {0}, o que é impossivel porque ¢ € C' e ¢ # 0. Como consequéncia, (t — 1)g(t) é o
polinémio gerador de um c6digo Reed-Solomon de parametros [¢—1,q—¢'], onde &' =d+1 < q—2,
logo d(C") = ¢’ e, portanto, w(¢) = w(c) > ¢ =0 + 1.

Em ambos os casos, provamos que w(c) > § + 1 para qualquer palavra de cédigo ¢ € C nio nula, ou

~ ~

seja, d(C) =w(C) >+ 1. O

Exemplo 9.13. Considere o cédigo Reed-Solomon, sobre F7, com o polinémio gerador g(t) =

(t —32)(t — 33)(t — 3%) do Exemplo 9.3. Como C tem parametros [6,3, 4], o cédigo estendido C' tem
~ . . . dC)—1, _
parametros [7,3,5], pelo teorema anterior. C corrige qualquer erro simples porque |==5—| = 1,

d(0)—1

mas C corrige qualquer erro de peso < 2 porque | =—5—] = 2.

Exemplo 9.14. Considere o cédigo Reed-Solomon C, sobre F7, com o polinémio gerador g(t) = (¢ —
39)(t—3Y) = (t—1)(t—3). Portanto, C' é um cédigo [6,4, 3], h(t) = (t°—1)/g(t) = 2+5t+6t> 4¢3+
é o polinémio de paridade,

146 5 20
i = 01 46 5 2
é uma matriz de paridade para C, e
R 1 46 5 200
H=|01 46 5 2 0
1111111
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é uma matriz de parldade para C. Por defini¢do de extensao de parldade os parametros de C sio
[7,4 d] com 3 < d < 4. Além disso, se ¢; denota a i-ésima coluna de H, como ¢; + ¢3 + 5eg = 0

entio d < 3, pelo Teorema 4.16, donde se conclui que d=3 e, portanto, C ndo é um codigo MDS.
Porque é que este exemplo nao contradiz o Teorema 9.127

Nao basta assumir que ¢t — 1 nao divide g(¢) nas hip6teses do Teorema 9.12, como mostram os
préximos dois exemplos.

Exemplo 9.15. Ainda sobre Fr, seja C' o cédigo Reed-Solomon com polinémio gerador g(t) =
(t—32)(t —3%)(t — 3%) = (t — 2)(t — 6)(t — 4). Note que g(¢) ndo estd na forma exigida no teorema
anterior e, além disso, nenhuma das raizes de g(t) é um elemento primitivo em F7. (E facil verificar
que os Unicos elementos primitivos em F7 sdo 0 3 e 0 5.)

O polinémio de paridade de C é h(t) = 6 + 2t + 5t +t3, portanto H é uma matriz de paridade para
o codigo extensao C , onde

1526 000
= 01526 00
H_0015260
1111111

Como C' é um cédigo [6,3,4], os parametros de C sdo [7,3,d], com 4 < d < 5. Denotando por ¢; a
i-ésima, coluna de H tem-se que ¢; — 3 — ¢4+ cg = 0, ou seja, ha quatro colunas de H linearmente
dependentes, portanto C tem distancia minima d < 4 (pelo Teorema 4.16) e nao é um cédigo MDS.

Exemplo 9.16. Seja C' o c6digo Reed-Solomon, sobre Fy7, com polinémio gerador
gt) = (=3t -3t -3 =(t—-9)(t—10)(t+4) .

(Verifique que 3 é um elemento primitivo em [Fy7.) Neste caso 1 nao é raiz de g(t), mas uma das
suas raizes, o 10, é um elemento primitivo.
O polinémio de paridade de C' é

16 _ 1
C(t—9)(t —10)(t +4)
=13 o127t 6410 4 509 4 2% — 517 416 — 615 — 4t 4443 — 262 — 6t — 6,

h(t)

e uma matriz de paridade para C é

1 -2 7 -6 5 2 -5 1 -6 -4 4 -2 -6 -6 0 0 O
ﬁ_01—27—652—51—6—44—2—6—600
10 0 1 -2 7 -6 5 2 -5 1 -6 -4 4 -2 -6 -6 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Como
-1 4 0 0
1 —4 0 0
4(04 + 05) +c11 + 8616 =4 5 + _6 + 3 == 0 N
2 1 8 0

onde ¢; é a i-ésima coluna de H, conclui-se que d(a) < 4, donde os parametros de C sio [17,13,4]
(porque os de C' sao [16,13,4]), e C nao é MDS.

3. Concatenacao de cédigos Reed-Solomon

Como ja se observou anteriormente, nao existem codigos Reed-Solomon binérios. No entanto, cédigos
bindrio sao importantes do ponto de vista das aplicagoes. Nesta seccao vamos estudar alguns cédigos
binarios obtidos a custa de cdédigos Reed-Solomon. Seja entao C' um cédigo Reed-Solomon de
parametros [2"" — 1,2 — ¢, 0] sobre Fom.
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Caso 1: A concatenacao de C com o cédigo trivial F5' é um cédigo binario C* de parametros
[m(2™ —1),m(2™ — §),d*], com d* = d(C*) > ¢, porque F§* é um cédigo [m, m, 1].

Caso 2: A concatenacdo de C' com o c6digo dos pesos pares Ep,+1 = {x € IFQ"H : w(x) é par} é
um cddigo bindrio €’ de parametros [(m + 1)(2™ — 1), m(2™ — §),d'], com d' = d(C") > 20, porque
Ep 41 é um cédigo [m + 1, m, 2]s.

Em ambos os casos aplicimos a Propoposicao 5.17 sobre concatenacao de cédigos lineares.

Note que C* e C’ tém a mesma dimensao, mas d(C”) pode ser cerca do dobro de d(C*). Por isso, o
coédigo C” ¢é mais 1til para correccao de erros aleatérios, mas C* é mais til para correcgao de erros
acumulados — ver Teorema 9.18.

Recordando, do Capitulo 5, a definicao de concatenacao: Seja ¢ : Fom — F5' um isomorfismo linear
sobre FFy, entao

O = ¢*(C) = {($(c1), ... d(cn)) : (c1,. . cn) €C .

Seja ¢ : Fam — F3 ! definido por ¢(z) = (¢(=), Ym+1), onde ¢(x) = (y1,.- - Ym) € Ym41 = 22121 Vi,
ou seja, Ym+1 € Fo é escolhido de modo ao peso w(¢(z)) ser par. Portanto

$Z FQW — Em+1

é um isomorfismo vectorial sobre Fg, donde concluimos que o cédigo C' = ¢*(C) tem distancia
minima par.

Exemplo 9.17. Seja Fg = F[t]/(1 +t+t?) e a € Fg uma raiz de 1 +¢ + 3. Seja ¢ : Fg — F3
definido por ¢(ag + aia + aza?) = (ag, a1, az). Considere o cédigo Reed-Solomon C' com polinémio
gerador

gty =(t—a)t—a?) - (t—aS) =14+t+t2+. .. +15.
Uma base de C' como espago vectorial sobre Fy é
{(1,1,1,1,1,1,1), (o, o, o, @, @, @, @), (@2, 02, 02, 02, a2, 0%, a?)) .
Logo, C* = ¢*(C') é o espago vectorial sobre Fy gerado por
¢*(1,1,1,1,1,1,1) = (100, 100, ..., 100) ,
" (o, a,a, a0y ) = (010,010, ...,010) e (9.2)
*(a?, a2, 0% a?, a2, a2, a?) = (001,001,...,001) .
Como C' é um cdédigo [7,1,7] sobre Fg, os parametros de Ci sao [21,3,d*] com d* > 7. Neste caso
temos mesmo d* = 7 — justifique! A partir de ¢, definimos ¢ : Fg — F3 por
$(ao + a1+ a2a2) = (ag,a1,a2,a0 + aj; + ag) .
Portanto C’ = ¢*(C) é gerado por
¢*(1,1,1,1,1,1,1) = (1001,1001,. .., 1001) ,
o (o, o, o, o, o, o, ) = (0101,0101,...,0101) e (9.3)
0" (a2, 02, 02,02, %, a? a?) = (0011,0011, ...,0011) ,

ou seja, a cada bloco de comprimento 3 dos vectores (9.2) da base de C* acrescentou-se um digito
de paridade, para obter os blocos de comprimento 4 dos vectores (9.3) da base de C’.

Teorema 9.18. Seja C' um cddigo linear sobre Fom. Entao a concatenagao C* = ¢*(C), de C' com o

cddigo trivial FJ', corrige os erros acumulados de comprimento até m(T —1)+1, onde T = L%j

Dem. Seja n o comprimento do cédigo C e seja | = m(T — 1) + 1. Vamos ver que todos os erros
acumulado de comprimento menor ou igual a [ pertencem a classes y + C distintas.
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Sejam € e f dois erros acumulados, distintos, de comprimento Se ¢ : Fom — FJ' é um

l.
F=(¢")71@) ey = (67" (f):

<
isomorfismo linear sobre Fg, ¢* : (Fom )™ — F4"™ também é. Sejam
Pondo & = (z1,...,zy,), com x; € Fom, fica

€= (¢(x1),...,0(xn)) = (0,0,...,0,1,%,...,%,1,0,...,0),
—_—
<l coordenadas
onde cada ¢(z;) € F4'. Identificar ¢(z1),...,¢(x,) no vector dado € corresponde a separar as mn
coordenadas de € em blocos de comprimento m. O caso com mais ¢(z;) nao nulos acontece quando
a primeira coordenada nao nula de € é a tltima coordenada de um bloco ¢(z;). Neste caso, hd no

maximo 1+ [%1 blocos ¢(z;) que podem conter coordenadas nao nulas de €. Como ¢ ¢ injectiva,
¢(z;) =0 se e s6 se z; = 0, portanto

mmq%“ﬂﬂ:zﬂ.

E analogamente se tem w(y) < T. Como Z # ¥, porque € # f, e como ambos tém peso < T, entao
T e i sao chefes de classes distintas. O

Exemplo 9.19. O cédigo C* do Exemplo 9.17 corrige apenas erros aleatorios de peso < 3 = T,
mas corrige todos os erros acumulados de comprimento <7 =m(T —1) + 1.

Exercicios

9.1. Escreva uma matriz geradora e uma matriz de paridade para um cédigo Reed-Solomon [6,4], e
determine a distancia minima desse codigo.

9.2. Determine o polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon, sobre F1g, de dimensao 11. Escreva
uma matriz de paridade para este cédigo.
9.3. Mostre que o dual de um cédigo Reed-Solomon é também um cédigo Reed-Solomon.
9.4. Seja C o cédigo Reed-Solomon sobre Fg com polinémio gerador g(t) = (t — a)(t — a?)(t — a?),
onde a € Fg é uma raiz de 1 + ¢ + 3.
(a) Justifique que o é um elemento primitivo de Fg.
(b) Determine os parametros de C.
(c) Determine os parametros do cédigo dual C*.
(d) Determine os pardmetros da extensio C.
(e) Determine os parametros da concatenacio C* = ¢*(C), onde ¢ : Fg — F3 é a aplicacio
linear definida por ¢(1) = 100, ¢(a) = 010 e ¢(a?) = 101.
9.5. (a) Escreva o polinémio gerador para um cédigo Reed-Solomon C, de parametros [7,2].
(b) Seja o uma raiz do polinémio 1+t + 3 € Fa[t] e considere a aplicagio ¢ : Fg — F3 definida
por ¢(ag + aja + aza?) = (ag, a1, az). Determine os pardmetros de C* = ¢*(C).
(c) Seja ¢ :Fg — I3 definida por gg(ao + a1+ aga?) = (ag, a1, az,ao + aj + az). Determine os
parametros de €/ = ¢*(C).
(d) O que pode concluir acerca da capacidade de correccao de erros aleatérios e/ou erros acu-
mulados de C* e de C'?

9.6. Considere o cédigo Reed-Solomon C' sobre Fg com o seguinte polindmio gerador:
gty =t —a)(t—a®)t—a®)(t—at)y =P +at + 12 + o33 + '
onde identificamos Fg com o quociente Fa[t]/(1 +t +t3), e a € Fg é uma raiz de 1+ ¢ + ¢3.
(a) Indique, justificando, os parametros [n, k,d| de C.
(b) Utilize o Algoritmo Caga ao Erro para descodificar os vectores recebidos
y=(0,1,0,0%,0,0,0) e z=(0,030,1,031,1).
(c) Seja ¢ : Fg — IF;’ um isomorfismo vectorial sobre F5. O que pode concluir sobre a capacidade
de correccao de erros acumulados do cdédigo concatenacao C* = ¢*(C')?
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9.7. Recorde que um cédigo linear C' diz-se auto-ortogonal se C C C*. Determine o polinémio
gerador de todos os cddigos Reed-Solomon, sobre Fig, auto-ortogonais. Quais desses c6digos
sao auto-duais?

9.8. Considere o codigo linear sobre Fi; com matriz geradora

/1111111111
1123 456 789 X

(a) Mostre que este codigo é equivalente a um cédigo ciclico C.
(b) Determine o polinémio gerador e conclua que C' é um cédigo Reed-Solomon.

G

9.9. (Generalizagao do exercicio anterior.) Seja C' um cédigo [¢ — 1, k] sobre F, com matriz geradora

1 1 1 1 e 1
1 « a? o’ “e a2
]_ ak_l a2(k_1) a3(k_1) e a(q_Q)(k_l)

onde o é um elemento primitivode Fy e 1 <k < g — 2.
(a) Mostre que C' é um cédigo ciclico.
(b) Determine o polinémio gerador e conclua que C' é um cédigo Reed-Solomon.



APENDICE A

Neste apéndice pretende-se introduzir alguns tépicos de combinatoria, tendo como objectivo principal
deduzir uma féormula para o nimero de polinémios irredutiveis de grau n com coeficientes num corpo
finito!, usando um método relativamente elementar, sem recorrer & Teoria de Galois. Em particular,
esta férmula permite concluir a existéncia de corpos finitos de ordem uma poténcia p* de um primo
p qualquer.

1. Principio de Inclusao-Exclusao
O Principio de Inclusao-Exclusao é uma generalizagdo da conhecida relacao
|AUB| = |A]+[B| - [AN B,

onde A e B sao subconjutos de um conjunto finito S. Alternativamente, tomando complementares,
podemos enunciar a igualdade anterior na forma

S\ (AUB)[=[5| - |A[ - [B| + AN B .

Teorema A.1l. Seja S um conjunto finito e sejam E1q, ..., E, subconjuntos de S. Entdo
T
IS\ (Ui E)| = 18| =Y _IEl+ Y |EiNEj|—-+ (=)' [EiNEyn---NE[. (x)
i=1 1<i<j<r

Dem. Se x € S nao pertence a nenhum dos conjuntos F;, entao este elemento contribui com 1 na
soma da expressao (x).

Se x € S pertence exactamente a k dos conjuntos E;, com 1 < k < r, entdo x contribui com

=)+ () () B (e -amve

onde se usou a féormula do binémio de Newton na peniltima igualdade. O

Exemplo A.2. Quantos inteiros 1 < n < 100 nao sao divisiveis por 2, 3 ou 57

Seja S ={n € N : n <100} e sejam E;, Fy e F3 os conjuntos formados pelos elementos de S que
sao divisiveis por 2, 3 e 5, respectivamente.

Os elementos de Ej sdo precisamente os niimeros pares entre 1 e 100, portanto |E;| = 12| = 50.
Analogamente |Fo| = [13%] = 33 e |E3| = [13%] = 20. Os elementos de Ey N E3 sdo os miiltiplos de

lEsta férmula, no caso do corpo Fp, p um primo, ja era conhecida por Gauss.
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2 e 3. Como MMC(2,3) = 6, entdo |Ey N Ey| = [1] =16 e

100
|Eq N E3| = 0 =10 porque MMC(2,5) =10,
100
|Eo N B3| = T =6 porque MMC(3,5) =15,
100
|E1 N EyN B3| = 30 =3 porque MMC(2,3,5) =30 .

Portanto o ntimero pedido é

N =100 — (50433 +20) + (16 + 10 +6) — 3 = 26 .
Exemplo A.3. Quantas permutacoes das 26 letras do alfabeto nao contém as palavras faz, ver, sim
e tudo?

Neste exemplo, S é o conjunto de todas as permutagoes de 26 simbolos, logo |S| = 26!. Sejam Ej,
FEsy, F5 e E4 os conjuntos formados pelas permutagoes das 26 letras que contém as palavras faz, ver,
stm e tudo, respectivamente. Note que estas quatro palavras nao contém letras em comum.

Os elementos de E; sao as permutagoes de 24 simbolos, nomeadamente faz e as restantes 23 letras.
Repetindo o raciocinio para os outros trés conjuntos, obtém-se

|Ei| = |By| = |Es| =241 e |Eyl=23!.

Os elementos de E1 N Ej sao as permutagoes de faz, ver e as restantes 20 letras, portanto |Ey N Ea| =
221. Procedendo do mesmo modo para as outras intersecgoes dos conjuntos Fj:

|E1 N Ey| = |EyNEs| = |EyNEs| =22 e |E; N Ey| = 21! parai=1,2,3,
|E1 N EyN Es| =20 e |EsNE;NEy=19! paral <i<j<3,
|E1 N EaN EsN Byl = 17!
obtendo-se, finalmente, que
N =26!— (3-24!+23!) + (3-221 +3-21!) — (20! +3-19!) + 17!
= 3160461970 - 19! = 3844547136789449881190400 ~ 3,8 x 10**

é o nimero de permutagoes pedido.

Exemplo A.4. Se X e Y sao conjuntos finitos, quantas fungoes sobrejectivas f : X — Y existem?
Seja X = {z1,...,zn} e Y ={y1,92,...,Ym}, com | X| =n e |Y| = m. Seja S o conjunto de todas
as fungoes de X em Y (sobrejectivas ou nao) e defina-se E; = {f : X — Y |y; & f(X)}.

Portanto
|S| =m" m escolhas para cada f(z;) € Y,
|Ei| = (m—1)" m — 1 escolhas para cada f(zx) € Y \ {vi} ,
|E; N Ej| = (m—2)" m — 2 escolhas para cada f(z;) € Y \ {vi,y;} com i #j ,

By N Byl = (m— )" m — j escolhas para cada f(vx) € X \ {wiy, ..., %} -

Como ha (Zn) interseccgoes Ej;, M-+ E;;, conclui-se que o niimero de fungoes sobrejectivas de X em
Y é

m

> (-1 ()i

J
Em particular, provou-se que

i(—l)j (m> (m — §)" = {0 sem>n |

nl sem=mn
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pois nao ha fungdes sobrejectivas se |Y| > |X]| e, se | X| = |Y| = n, entdo f é sobrejectiva se e s6 se
é bijectiva, ou seja, f é uma permutacdo de n elementos.

1.1. Funcoes de Euler e de Mobius

Recorde que a funcao de Euler, definida para nimero inteiro positivo n € N, é o nimero de inteiros
1 <k < n tais que MDC(k,n) =1, ou ¢(n) = |Z},|.

Proposicao A.5. A funcdo de Euler satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Se p é um nimero primo, entdo ¢(p) =p—1 e ¢p(p*) = p* — pF~1.

(i1) Se n = ab com MDC(a,b) = 1, entao ¢(n) = ¢(a)p(b).

Esta proposicao, assim como a existéncia e unicidade de factorizacdo de n € N em poténcias de
primos, é consequéncia do Lema de Euclides no anel dos inteiros Z.

A partir da factorizacdo em poténcias de primos, e usando a proposicao anterior, deduz-se facilmente
uma férmula para ¢(n). Alternativamente, podemos usar o Principio de Inclusdo-Exclusao para
obter a mesma férmula, como se faz no seguinte exemplo.

Exemplo A.6. Se n = p{'p§?---ptr, com py,...,p, primos distintos e e; > 1, é a factorizacao de
n € N em primos, seja S = {1,...,n}teseja E; = {zx € S : p;jlz}, com 1 <i <r. Como |E;| =n/p;,
|E; N Ej| = n/(pipj), etc., o Principio de Inclusdo-Exclusao aplicado a este caso fica:

.+...+(_1)7’pl.7?‘p:nﬁ(1—;.). (A1)
r ey i

Dem. Seja S = {1,2,...,n}. Vamos caracterizar os elementos de S usando a funcao ¢.

Para qualquer m € S, tem-se que MDC(m,n)|n. A condicado MDC(m,n) = d é equivamente a
m = mid, n = nid e MDC(n1,m;) = 1. Portanto, o nimero de elementos m € S tais que
MDC(m,n) = d é exactamente ¢(n1) = ¢(%) (contam-se os my tais que MDC(my,n1) = 1), donde

n=Y0(5) =Y 6. =
dn

dn

Outra fungao relacionada com divisores de n é a fungao de Mobius.
Definicao A.8. A funcdo de Mdbius é definida por

1 se n é o produto de um nimero par de primos distintos,
u(n) =< -1 sen é o produto de um nimero impar de primos distintos,

0 caso contrario.

O 1ltimo caso na definicao de u verifica-se precisamente quando n é divisivel por um quadrado de
um numero primo.

Por exemplo, como 10 =2 x5, 12 =22x3 e 70 = 2x 5 x 7, entdo u(10) = 1, u(12) = 0 e u(70) = —1.
No caso geral, considerando novamente a factorizagdo n = pi'---p¢ em primos, com e; > 1. Se
e; = 1, para todo o i, entao pu(n) = (—1)", e u(n) = 0 se existe algum e; > 1. Em particular u(1) =1
— ¢é o caso com 1 = 0.

Teorema A.9.

Zu(d)Z{é e

caso contrdrio.
din
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Dem. Se n = 1, como p(1) = 1, ndo hé nada a provar. Caso contrario, n = pi* ---pS" com r > 1,
pi primos distintos e e; > 1. Qualquer divisor (positivo) de n é da forma d = pj'-- pfr, onde
0 < fi < e. Se existe algum f; > 2, entdo u(d) = 0; caso contrario f; < 1 para todo o i, e
u(d) = (=1)7, onde j é o nimero de expoentes f; = 1 e ha precisamente (;) divisores d nestas

condigoes. Portanto

Su =3 ()= -1y =0, 0

dn j=0

As funcGes ¢ e u satisfazem a seguinte curiosa relagao

dn

que pode ser verificada retomando a primeira igualdade em (A.1): como pu(p;) = —1, p(pip;) = 1,
etc. (por defin¢ao de ), entao

7_1—2 + Y +(=1)" !

Dbi 1<i<j<n p’ij pP1--Pr
(d)
+Zﬂpz n Z Mpzpy __|_ ZMT’
1<i<j<n PiPj pr din

pois u(d) = 0 se algum p?|n.

Teorema A.10 (Férmula de Inversao de Mobius). Se f e g sdo fungoes definidas em N tais que

n)=Y gd),  entio  gn)= uld)f(>

din dln
Dem.
n n
dZ:,u(d)f(d) = dZ:,u(d)f(d) permutando d e n/d

_ n / o

= Z ,u(d) ( Zg(d )) pela hipétese em f
dn &'\d

= Zg(d')( Z u(m)) trocando a ordem dos sumatorios. (%)
d’|n m|%

Neste tltimo passo, note que d’ percorre todos os divisores de n pois d também o faz — isto justifica
o sumatdrio “exterior”. Quanto ao somatdério “interior”, basta ver qual é a relagdo entre m = n/d

ed:
n n
! !
dld <= d|— <<= m|.
m d
Pelo Teorema A.9, a unica contribui¢ao nao-nula do somatério interior em () vale 1 e ocorre quando

n/d = 1, obtendo-se
S o(@) (Y wlm)) = g(n) - 0

d'|n m|%

A igualdade (A.2) ¢ um caso particular da Férmula de Inversao de Mébius aplicada an = 3_,, ¢(d),
pondo £(n) = n ¢ g(n) = ¢(n).



2. Funcoes geradoras e relagcoes de recorréncia 107

2. Funcoes geradoras e relacoes de recorréncia

Dada uma sucessao {a,} de nimeros inteiros (ou reais), podemos representé-la através de uma série
de poténcias formal

f(z) = ana™ € Zllz]] (ou R[[a]])

n>0
e dizemos que f(z) é a fun¢ao geradora da sucessao {a,}.

As funcgoes geradoras sao bastante tteis para resolver relagoes de recorréncia, e sao muito usadas em
problemas de contagem. Também podem ser usadas indirectamente para deduzir desenvolvimentos
de certas fungoes em séries de poténcias.

Exemplo A.11. O ja conhecido desenvolvimento
" /m
1 m — n
(eam=3 (")

indica-nos que (1 + x)™ é a fungao geradora da sucessao a, = (?Z) Por convengao (ZL) = 0 sempre
que n > m.

Exemplo A.12. A factorizacao em Z[[x]]
l=(1-a)Q+z+a®+2%+--)=(1—-2)> 2"
n=0

1
1—2a

implica que a fungao geradora da sucessao constante a, = 1 é f(z) =

Usando derivadas (formais) podemos facilmente obter fungoes geradoras de outras sucessoes.

Por exemplo
oo

1 1 ! 2 n
(1_x>2:(1_x) =1+20+432°+ =Y (n+1)z (A3)
n=0
1
portanto f(z) = m é a fungao geradora da sucessao a,, = n + 1 e, multiplicando (A.3) por =z,

obtém-se a funcao geradora da sucessao a, = n, i.e.,

o0
=0l 2 43 = Y e (A4)
(1 - .T) n=0
Usando induc¢ao matematica (Exercicio A.12), prova-se que
1 = (k—1+n\ ,
—_— = " . A5
(S ) (45)
Exemplo A.13. Considere o seguinte problema: de quantas maneiras podemos colocar n bolas em
k caixas? Temos que separar n objectos idénticos em k grupos, portanto o problema é equivalente
a colocar k — 1 “separadores” entre as n bolas, como se ilustra na figura:

_—— —— _
1? caixa 22 caixa k? caixa

Portanto ha um total de n + (k — 1) posi¢oes das quais temos de escolher k& — 1 para colocar os

separadores (ou escolher n para as bolas), e a resposta é (”;:f;l) = (”+f;_1).

Daqui se conclui que a fungao geradora da sucessao a, (= resposta do problema para n bolas,
considerando o numero de caixas k € N fixo) é

Fz) = i <” Zf; 1) " (A.6)

n=0
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Por outro lado, a funcao geradora também é dada pelo produto de k termos
f@)y=QQ+z+2>+-H1+a+a’+-) - (I+a+a®+--) (A7)

onde cada um dos termos estd associado a uma das caixa. Mais precisamente, a configuracao com
r1 bolas na primeira caixa, ro bolas na segunda, etc, corresponde ao produto de z™ no primeiro
termo, com z" no segundo, etc. Portanto o niimero de configuracoes para n bolas em k caixas é o
termo de grau n = r1 4+ 79 + - - - + 1 na expressao (A.7). Usando agora o desenvolvimento de 1%

fo) = (1)

l1—=z

do Exemplo A.12, (A.7) escreve-se

e, comparando com a expressao (A.6), obtém-se novamente a igualdade (A.5).

Exemplo A.14. Quatro amigos tém 24 pastilhas. De quantas maneiras as podem partilhar se cada
um ficar com pelo menos 3 pastilhas, mas nenhum com mais do que 87

O polinémio (série) para cada um dos amigos é z3 + 2* 4 --- + 28, portanto a funcio geradora
associada ao problema é

f(x):($3+x4—|-...+x8)4

e a resposta é o coeficiente do termo de grau 24. Como

n=0 n=6
1—a28\"
_ 12 x 7
1—-=z
( _ r6)4
temos de determinar o coeficiente do termo de grau 12 em W. Como
-z

(1—2%*. (1_156)4 = (1 - (le)x6 + (g)ﬂ - <§>x18 +a:24) nf:ﬂ <n23>x” :
a resposta pedida é
()= () (6)+ () () -1

2.1. Relagoes de recorréncia

A relacao de recorréncia

a0:3
anp =2ap,_1 n=>1

define a progressao geométrica de razao a,/a,—1 = 2 e termo inicial ag = 3, portanto o seu termo
geral é a, = 3-2", n > 0, como facilmente se prova por inducao. Se for

)

a0:3
an=24+apn_1 n>1

entao a solugao é a progressao aritmética a, = 3 + 2n, n > 0. Noutros casos poderd nao ser tao
facil adivinhar a resposta e um método possivel para obter o termo geral duma sucessao definida
por recorréncia ¢é usar a funcao geradora associada.

Exemplo A.15. Determine o termo geral da sucessao
ap — 20p_1 =1 (n>1)

dado que ag = 1.
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Seja f(x) = Y 7 anx™ a funcdo geradora. Multiplicando a igualdade acima por z", e usando a
definigao de f(x), obtém sucessivamente

anx”™ — 2a,_12" = na" Vn>1
o0 o0 [ee)
— Z anT" — Z 2a,—1x" = Z nx”
n=1 n=1 n=1
o0
= (f(z) — ap) — 22 f(z) = Y na”
n=0

De (A.4), temos que é a funcao geradora da sucessao 0,1,2,3,.... Portanto

(1—)?

(F@) = 1) = 20f(@) = 7~ o33

e resolvendo em ordem a f(x) fica
1 T

T = Y Ao ama

Agora precisamos de determinar o coeficiente do termo de grau n do desenvolvimento desta funcéo
em série de poténcias. Usando o método das fracgoes simples:

T A n B n Cx
1-22)(1—2)2 1-22 1-2 (1-2)2

com A, B e C constantes. A solucdo é A =2, B=-2¢e C = —1, logo

— — n,..n n n
f(x)_l—Qm_l—x_(l—m)2_3E 2"y —2E x—E nx
n=0 n=0 n=0
(o.9]

:Z(B-Q”—2—n)x”,

n=0

donde se conclui que a, =3-2" —2 —n, paran > 0.

2.2. Polinémios irredutiveis

Terminamos esta sec¢ao contando o nimero de polinémios ménicos irredutiveis de grau n em F,[t].

Seja {f1, f2, f3,...} uma sucessdo com todos os polinémios ménicos irredutiveis em F,[t] de graus
dy,da,ds, ..., respectivamente, com d > 1 para todo o k € N. Seja I(g,n) o nimero de polinémios
ménicos irredutiveis de grau n em Fy[t], portanto I(q,n) = #{i : d; = n}.

Para qualquer sucessao {i1,12,...} C Ny, com apenas um nimero finito de termos nao nulos,
f= fil 2,
=J1 J2
é um produto finito e é um polinémio de grau n = i1dy + iode + - - -. Por unicidade de factorizagao

em FF,[t] (pois F,; é um corpo), qualquer polinémio ménico ¢é desta forma e a sucessoes diferentes de
expoentes {i1, 12, ...} correpondem polinémios diferentes. Ou seja, a seguinte correspondéncia

polinémios sucessoes {i} C Ng com um
monicos —— < numero finito de termos nao nulos
de grau n tais que n = i1dy + dodg + - - -

é bijectiva e estes dois conjuntos tém o mesmo niimero de elementos.

Como o conjunto da esquerda tem ¢" elementos, a funcao geradora para o nimero de polinémios
moénicos é
[o¢]

1
1 202 4 ... Nl 4L — no_ .
+gr+qx”+--+q'x" + E (qx) T

n=0
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Por outro lado, o nimero de sucessoes {ir} tais que n = i1dy + iady + - -+ é o coeficiente de ™ na
série de poténcia dada por

1—ah 1 — g Sll—ad

Portanto

1 | A N (X)
1_q$:i1_111—xdi:H(1—:Ud> ' (A.8)

No dltimo passo agruparam-se os termos com o mesmo expoente d; em z (recorde que I(q,d) =
#{i : di =d}). Uma vez que (pelo Exercicio A.17)

1 X

aplicando o logaritmo em (A.8) fica

i (qz)” _ ij(qu)(i (w‘f)j> .

n=1 =1 7j=1 ‘7

Igualando os coeficientes do termo de grau n e pondo j = n/d, obtém-se

" d
i:ZﬁI(Q7d) )

din

que simplificando d&

¢" =) dI(q,d) .
dn

Aplicando a férmula de inversao de Mobius (Teorema A.10) a esta tltima igualdade, termina-se a
demonstracao do seguinte teorema.

Teorema A.16. O numero de polinomios monicos de grau n irredutiveis em Fy[t] é

I =+ S n(5)a (A.9)
dn

Al

A2
A.3.
AA4.

A5,

A.6.

AT
A8.

Exercicios

Demonstre o Principio de Inclusao-Exclusao usando inducao matemadtica no nimero de con-
juntos excluidos F;, 1 <i <.

Quantos nimeros inteiros entre 1 e 1000 nao sao divisiveis por 2, 3, 5, mas sao divisiveis por 77
Quantas permutacoes de {a,b,c,...,z,y, 2z} ndo contém as palavras sim, riso, mal e cabe?

Qual o numero de solucoes inteiras de 1 + x9 + x3 + x4 = 21 tais que

(a) ; >0, parai=1,2,3,4;

(b) 0 <z; <8, parai=1,2,3,4;

() 0<21<5,0<22<6,3<23<8,4<x4<09.
Determine o nimero de polinémios ménicos de grau n em F,[t] sem raizes em [, onde [, é
um corpo com ¢ elementos.

(a) Quantos inteiros n entre 1 e 15000 satisfazem MDC(n, 15000) = 17
(b) Quantos inteiros n entre 1 e 15000 tém pelo menos um divisor primo em comum com 150007
Calcule ¢(n) e u(n) para: (i) 51, (ii) 82, (iii) 200, (iv) 420 e (v) 21000.
Determine todos os inteiros positivos n € N tais que

(a) ¢(n) ¢ impar;
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A9.
A.10.

A.11.

A12.

A.13.

A.14.

A.15.

A.16.

A7

A.18.

A.19.

A.20.

A.21.

A.22.

(b) ¢(n) é uma poténcia de 2;
(¢) ¢(n) é um multiplo de 4.

Mostre que ¢(n™) = n™ t¢(n), para n,m € N.

Demonstre a Proposicao A.5 e use-a para deduzir a igualdade (A.1).

Determine a série de poténcia para T

Z[[z]] (ou R[[z]]).

Use derivadas formais e indugao matematica para provar que

1 = (k—1+n\ ,
(1_x)k—nz:0< n >.’E N parakEN.

, a # 0, ou seja, calcule o inverso de 1 — az no anel
x

Um dado é lancado 12 vezes. Qual a probabilidade da soma das faces ser 307

O Zé vai comprar n berlindes azuis, vermelhos ou brancos (a loja possui uma grande quantidade
em cada uma destas cores). De quantas maneiras pode o Zé escolher os n berlindes de modo
a comprar um numero par de azuis?

A Ana, o Bernardo, a Carla e o David organizaram um churrasco e compraram 12 febras e 16

sardinhas. De quantas maneiras podem dividir as febras e as sardinhas entre eles se:

(a) Cada um deles fica com pelo menos uma febra e duas sardinhas.

(b) O Bernardo fica com pelo menos uma febra e trés sardinhas, e cada um dos outros fica com
pelo menos duas febras mas ndo mais do que cinco sardinhas.

Seja fo(x) a fungao geradora da sucessao 1,1,1,... e, para k > 1, seja fi(z) a funcdo geradora

da sucessao 0%, 1% 2% 3% ... J4 se mostrou que fy(z) = ﬁ Prove agora que

fi(@) = z(fro1(2))  parak>1.

Escreva explicitamente as funcoes f1, f2 e f3.

1 "
Verifique que log( > = E —.
n
n=1

1—=x

Usando fungoes geradoras, resolva a seguinte relacao de recorréncia: a, = 2a,-2, se n > 2, e
apg = 1, al = 2.

Através de funcoes geradoras, determine o termo geral da sucessao de Fibonacci

a0:a1:1
ap = ap-1+ap-2 n=>2 .

Seja d,, o determinante da seguinte matriz n x n (n > 1)

T2 -1 0 0 -+ 0 07
1 2 -1 0 0
0 -1 2
An=10 0 0 0
2 —1 0
0 0 -1 2 -1
L0 0 0o 0 -1 2]

Encontre uma relacao de recorréncia para d, e resolva-a.

Repita o exercicio anterior para a matriz que se obtém de A,
(a) subtituindo 2 por 3, e —1 por v/2;
(b) subtituindo 2 por 0 e mantendo as entradas —1.

2

Encontre uma relacdo de recorréncia para s, =y ;% e resolva-a.
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A.23. Uma relagdo de recorréncia linear homogénea de ordem k com coeficientes constantes é uma
relacao da forma

Coly + C1ap_1 + C2ap_2 + - + Cgap_ =0 (n > k) )

onde ¢g, c1, ..., € R sdo constantes, cg # 0. Define-se o polindmio caracteristico da relagao
homogénea por
p(z) = cor® + e P+ + ez + o € Rz,
e as suas raizes dizem-se raizes caracteristicas.
(a) Mostre que a solugao geral da relagdo homogénea de primeira ordem é a,, = agr™, n > 0,
onde r = —%, i.e., r é a raiz do polinémio caracteristico associado.
(b) Estude o caso quadrético (segunda ordem) homogéneo provando as seguintes afirmagoes:
(i) Se as raizes caracteristicas 71 e ry sao reais e distintas, entao a solugao geral é dada por

an = A(r1)" + B(r2)"

onde A, B € R sao constantes, i.e., (r1)" e (r2)" sdo duas solugoes linearmente indepen-
dentes.

(ii) Se hé apenas uma raiz caracteristica r € R (de multiplicidade 2), entao a solugao geral
é dada por

a, = Ar"™ + Bnr™ |

onde A, B € R sdo constantes.

(iii) Se hé duas raizes complexas r1, 79 € C, entao r1 e 3 sdo nimeros conjugados e a solugao
geral é dada por

an = A(r1)" + B(r2)"
onde A, B € C sao constantes (tal como no caso real). Mostre ainda que, se ag, a1 € R,
entdo A e B sdo nimeros complexos conjugados e a,, € R, para todo o n > 0.
[Sugestao: recorde que qualquer z € C\ {0} se pode escrever na forma z = p(cos(f) +
isen(f)) e que (cos(#) +isen(f))"” = cos(nb) + i sen(nd).]
(c) Generalize a alinea anterior para relagoes de ordem k:
(i) Mostre que, se r € R é uma raiz caracteristica de multiplicidade m, entao a parte da

solucao geral relativa a r é dada por

al" = Agr™ + Ayr™ + Aon®r" 4 - 4 App_in™

onde Ag, A1,...,An_1 € R s@o constantes.
(ii) Se r € C é uma raiz caracteristica complexa de multiplicidade m, qual a forma da parte
da solucao geral relativa a r e ao seu conjugado 77

A.24. Use os resultados do exercicio anterior para resolver as seguintes relagoes de recorréncia:
(a) an =2ap—1+ 3an—2,n>2,eay =23, a1 =5;
(b) dap, —4an—1 +ap—2=0,n2>2 ea9 =5, a1 = 4;
(¢) an —2ap—1+2a,2=0,n>2,eap=0a; =4
(d) an = an—1+ 5an—2 + 3an—3,n>3,ea0=a1 =3, as ="T.



APENDICE B

Neste apéndice vamos deduzir algumas propriedades sobre polinémios com coeficientes em corpos
finitos e, portanto, assumimos os resultados do Capitulo 3.

1. Polinédmios minimos

Recorde que o corpo finito F, é subcorpo de Fym, portanto o anel dos polinémio [Fy[t] é um subanel
de ]qu [t] .

Definicao B.1. Um polinémio minimo de a € Fyn sobre F, é um polinémio ménico f(t) € F,[t] de
grau minimo tal que f(a) = 0.

Note que um polinémio ménico é necessarimante nao-nulo. Além disso, f(a) = 0 implica que
t—al f(t) em Fym|t] logo, nao s6 um polinémio minimo é nao-nulo, como tem pelo menos grau 1.
Exemplo B.2. e SeacF,; C Fym, entdo t —a € F[t] é um polinémio minimo de a sobre Fj,.

e Seja Fy = Fala], onde a? = a+ 1. Como t e t + 1 sdo os tinicos polinémio de grau 1 em Fa[t] e
nio se anulam em o, um polinémio minimo de o tem pelo menos grau 2. Como t?+t+1 € Fat
se anula em a, podemos entdo concluir que t? 4 ¢ + 1 é um polinémio minimo de a sobre Fs.

Teorema B.3. (a) Para cada a € Fym existe um tnico polimomio minimo f(t) sobre F,. Além
disso, o polindmio minimo € irredutivel em Fyt].

(b) Se f(t) € Fy[t] € monico, irredutivel e f(a) =0, com a € Fgm, entdo f(t) € o polindmio minimo
de a sobre F.

Dem. (a) Existéncia: Pela Proposicao 3.15 (i), a é raiz do polinémio t4" — ¢, portanto o conjunto

{£(t) € Fy[t] \ {0} | f(a) =0, grau(f(t)) < ¢™}
¢ nao vazio e finito, porque F, ¢é finito, portanto existe polinémio minimo para a.

Unicidade: Sejam fi(t) e fo(t) polinémios minimos de a sobre F,. Pelo algoritmo de divisao em
[F,[t], temos que

fi(t) = fa(t)q(t) +r(t) ,  com q(t),r(t) € Fy[t] e grau(r(t)) < grau(fa(t)) .

Logo fi(a) = fa(a)q(a) + r(a) e r(a) = 0, pois fi(a) = fa(a) = 0. Como o grau de fy(t) é minimo
entre os polinémio nao-nulos que se anulam em a, temos que o resto r(t) tem de ser o polinémio nulo,
logo fo | fi. Analogamente, trocando f; e f2 no argumento anterior, também temos que f1 | fo,
donde se conclui que f1 = fa, pois ambos sdo moénicos.

Irreducibilidade: Seja f(t) o polinémio minimo de a sobre F,. Suponhamos que f(t) nao é
irredutivel, i.e., que existem g¢(t) e h(t) moénicos com graus estritamente menores que grau(f(t)) tais
que f(t) = g(t)h(t). Portanto g(a)h(a) = f(a) = 0, donde g(a) = 0 ou h(a) = 0, o que contradiz
f(t) ter grau minimo.
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(b) Seja g(t) o polinémio minimo de a sobre F,. Pelo algoritmo de divisao em Fy[t], temos que
) = g(t)q(t) + r(t), com q(t),r(t) € Fylt] e grau(r(t)) < grau(g(t)). Calculando em a, obtemos
) = 0, pois f(a) = g(a) = 0, donde o resto r(t) é o polinémio nulo, por minimalidade no grau
de ¢(t) e, portanto, g(t) divide f(t). Como f(t) é irredutivel e ménico, temos necessarimente que
) = g(t). O

Como consequéncia deste teorema, se f(t) é monico e irredutivel em Fy[t], e se v € Fy[t]/(f(t)) = Fym,

onde m = grau(f(t)), é uma raiz de f, entdo f(¢) é o polinémio minimo de « sobre Fy,.

Exemplo B.4. O polinémio f(t) = t3 4 2t + 1 é irredutivel em F3[t] porque tem grau 3 nio tem
raizes em F3. Seja Fo7 = F3]a], onde ® = o+ 2, ou seja, a € Fo7 é uma raiz de f(¢). Portanto f(t)
¢é o polinémio minimo de « sobre Fj.

De seguida determinamos os polinémios minimos, sobre F,, dos elementos em Fgm.

Definigao B.5. Se MDC(n, q) = 1, definimos a classe ciclotémica-q de i médulo n por
C; = {i¢"® modn|keNy}CZ,.

Lema B.6. Sejan € N tal que MDC(n,q) = 1. Entdo

(i) duas classes ciclotémicas-q ou sao iguais ou sao disjuntas;

(ii) as classes ciclotomicas-q modulo n formam uma particao de Zy,.

Dem. (i) Sejam C; e C; duas classes ciclotémicas-¢ médulo n e suponhamos que C; N C; # @.
Entao existem k;, k; € Ny tais que ig" = j¢* mod n. Como MDC(n,q) = 1, q é invertivel médulo
n, logo ¢* também é. Portanto

k;

i = jqkﬂ' mod n <= i= jqkﬂ'* mod n = i¢" = jqurkf*ki modn VkeNg,

donde C; C Cj. Trocando i e j no argumento anterior, também temos que C; C C;.
(ii) E consequéncia imediata de (i). O
Exemplo B.7. (a) As classes ciclotémicas-2 médulo n = 15 sao

Co={0}, Cy={1,2,4,8}, C3=1{3,6,12,9}, C5=1{510} e C;={7,14,13,11} .

(b) Classes ciclotémicas-5 médulo n = 4: como 5 =1 mod 4, C; = {i} para todo o i.

(c) As classes ciclotémicas-3 médulo n =5 sao
Co={0} e Cy={1,342}.
(d) As classes ciclotémicas-3 médulo n = 8 sao
Co = {0} , Cy ={1,3}, Cy ={2,6}, Cy = {4} e Cs ={5,7}.
Observagao B.8. Sen = ¢ —1, para algum m > 1 (e MDC(n,q) = 1), como ¢"* =1 mod (¢™—1),
temos que |C;| < m.
A observagao anterior aplica-se a (a), (b) e (d) do Exemplo B.7.

Lema B.9. Se f(t) € F,[t] tem uma raiz a € Fym, entdo a? € Fym também € raiz de f(t).

Dem. Pondo f(t) = fo+ fit+ -+ fut", com coeficientes f; € F,, e calculando em a?, obtém-se
fla?) = fo+ fra® + - + fi(a®)"
= (fo)? + (f1)%a? + - + (fn)?(a")" porque f!=f;, porque f; €F,
= (f(a))? pela Férmula do Caloiro
=0 por hipdtese em f. O
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Teorema B.10. Seja m € N tal que MDC(¢™ — 1,q) = 1. Seja o € Fygm um elemento primitivo.
Entdao o polinénio minimo de o* €

mi(t) = [t - o), (B.1)

JEC;
onde C; € a classe ciclotomica-q de © modulo g™ — 1.

Dem. 1° passo: m;(a') = 0, pela defini¢ao (B.1) de m;(t), pois i € C;.

2° passo m;(t) € F,[t]: Seja m;(t) = ag + a1t + - -+ + axt*, com k = |C;| e a; € Fym — note que o
produto em (B.1) é feito em F,m[t]. Portanto o coeficiente a; é o polindmio simétrico, de grau [, nas
raizes o/, com j € C;. Seja

mig(t) == [ ¢t—o) =[] ¢t —a¥).

Jj€Ciq jeC;

Pondo miq(t) = bg + bit +--- + btk o coeficiente b; € Fym é o polindmio simétrico, de grau [, nas
raizes a¥/ = (a7)9, com j € C;. Aplicando a Férmula do Caloiro aos coeficientes b; e comparando
com os coeficientes a; de m;(t), obtemos b; = a?, para todo o [ = 0,...,k. Por outro lado, como
iq € Cj, temos ainda que Cjy = Cj, logo m;(t) = myq(t), donde aj = a; e, pela Proposicao 3.15 (i),
concluimos que a; € F; C Fym.

3° passo: Para provarmos que m;(t) é o polinémio minimo de o, atendendo aos 1° e 2° passos, s6
falta ver que m;(t) tem grau minimo ou, equivalentemente, que qualquer outro polinémio ménico em
F,[t] que se anula em o' é um miiltiplo de m;(t). Seja entdo f(t) € Fy[t] ménico tal que f(at) = 0.
Como as rafzes em Fgm de m;(t) sao simples (i.e., sdo todas distintas porque a é um elemento
primitivo de Fym ), basta ver que cada uma delas também é raiz de f(t¢), para concluirmos que
m;(t) | f(t). Por definicdo de classe ciclotémica, cada j € C; é da forma j = i¢g® mod ¢™ — 1 para
algum k € Ny, logo o/ = (ai)qk e, pelo Lema B.9, temos que o/ é raiz de f(t). O

Note que, nas condic¢oes do teorema anterior, a* e o/ tém o mesmo polinémio minimo se e s6 se i e
j pertencem & mesma classe ciclotomica-g médulo ¢ — 1.

Observagao B.11. (i) O Lema B.9 diz-nos como obter raizes de um polinémio f(t) € F,[t] a
partir de uma raiz a € Fym, nomeadamente tomando a poténcia ¢ de a e voltando a fazer o

. ; 2 [ ;

mesmo as novas raizes encontradas: a, a?, a? , etc. No entanto, f(t) poderd ter outras raizes.

(ii) O Teorema B.10 diz-nos que, no caso do polinémio minimo m;(t) de o € Fym sobre F,, este
nao tem mais raizes que as “dadas” pelo Lema B.9 e que todas as raizes sao simples.

(iii) Note ainda que, no caso de polinémios com coeficientes no corpo do reais R, ja se conhece um
resultado andlogo ao do Lema B.9: se r € C é uma raiz de f(t) € R[t], entao o conjugado 7 é
outra raiz. Além disso, se r € C\ R, entdo (t — r)(t — 7) € R[t]. Por analogia, os elementos
ol com j € C; (a classe ciclotémica-g de i) dizem-se os conjugados de a = o, pois o/ sdo
precisamente os elementos da forma a?" como se viu na demonstracao do Teorema B.10.

Exemplo B.12. Seja Fi5 = Fy[a], onde a* = a + 1. (Verifique que o é um elemento primitivo de
F16). Portanto temos ¢ = 2 e m = 4. Aproyeitando as classes ciclotémicas calculadas no Exemplo
B.7(a), o polinémio minimo m;(t) de cada o' sobre Fy é

(t—ah)(t —a®) =t +t +1 = ma(t) = ma(t) = ms(t) ,

Yt —a)(t—a'?) =t + 3+ 2+t + 1 =mg(t) = mg(t) = mua(t) ,
N =t +t+1=m(?),

= (t—a")(t—a)(t—a®)(t — o) =t + 3+ 1 = mi1(t) = miz(t) = mua(t) .

4

Note que, uma vez que o* = a+1, temos que « é raiz de t*+t+1 e, como este polinémio é irredutivel
em Fy[t] (verifique!), também podemos concluir que m1(t) = t* +t + 1 aplicando o Teorema B.3.
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2. Factorizacao de t" — 1

Nesta seccao aproveitamos os resultados anteriores para obter uma factorizagdo em polinémios irre-
dutiveis em F,[t] de t" — 1, polinémio importante do ponto de vista dos cédigos cicliclos no Capitulo
8. Recorde que a seguinte factorizagao

t"—1=t—-1)A+t+ - +t"h (B.2)
é vélida' em F,[t], mas 1 + ¢+ ---+ "1 dependendo de n e g, poderd nio ser irredutivel.

o~ . . , . m ’ ~
Da Proposicao 3.15 (i), o polindmio ¢t¢° — 1 tem como raizes todos os elementos nao nulos em Fym

e, como a € Fym ¢ primitivo, Fym = {1,q,..., a?" =2} portanto o Teorema B.10 diz-nos que
S
" =1 = [, (1) (B.3)
r=1
onde s é o numero de classes ciclotémicas-¢ médulo ¢ — 1 distintas e i1, ..., sao representantes

dessas classes. Note que, para termos a factorizagao (B.3), é necessario que MDC(¢™ — 1,q) = 1.

t15

Exemplo B.13. Continuando o Exemplo B.12, a factorizacao de — 1 em factores irredutiveis

em Foft] é

th 1=+ DE+t+ D)+t + D)+ 2+ D) B3+ 24t 4+ 1) .
Esta factorizagao (B.3) é generalizada no préximo teorema.

Teorema B.14. Dados n € N tal que MDC(n,q) =1 em € N tal que n | (¢™ — 1), seja o € Fgm
um elemento primitivo e m;(t) € Fy[t] o polindmio minimo de o sobre F,. Entao

S
" — 1= [, (t)
r=1

onde |l =

m__1 . . , . - < . e
g e {i1,...,is} € um conjunto de representantes das s classes ciclotémicas-qg mddulo n.

Dem. Seja [l € N tal que nl = ¢ — 1, entao
= () 1

donde o, com i = 0,...,n — 1, sdo as raizes em Fgm de t" — 1, e sao todas simples pois « ¢é
um elemento primitivo de Fym e, por definicdo de polinémio minimo, temos que my(t) | t" — 1.
Portanto, basta encontrar os m;(t), i =0,...,n — 1, distintos que dividem " — 1. (Note que, como
os polinémios minimos sao irredutiveis sobre [Fy, dados dois, estes ou sao iguais ou sao coprimos em
Fq[t].) Mas my(t) = mj(t) se e s6 se Cy = Cj;, como classes ciclotémicas-g médulo ¢™ — 1, se e s6
se Cy = Cjj;, como classes ciclotémicas-¢ moédulo-n. O

Observacgao B.15. Nos resultados desta secgao assumiu-se sempre que MDC(n,q) = 1. Caso isso
nao acontega, como ¢ = p' para algum ¢ € N e algum primo p (nomeadamente p é a caracteristica
do corpo finito F,), entdo n = Ip, com j,1 € N e MDC(l,q) = 1, donde

—1= (" 1= (-1,
onde se aplicou a Férmula do Caloiro no ltimo passo. Como MDC(l,q) = 1, aplicamos o Teorema

B.14 para factorizar t! — 1, escolhendo um inteiro m tal que I | ¢™ — 1 — ver Exercicio B.2.

Exemplo B.16. Vamos decompor t — 1 em polinémios irredutiveis em Fy[t]. Neste caso temos que
q=2en =9 sio coprimos e 9 | 26 — 1, portanto aplicamos o Teorema B.14 com m = 6 el = 7.
Seja @ um elemento primitivo de Fey, logo ¢ = o7 é uma raiz-9 primitiva. As classes ciclotémicas-2
modulo 9 sao

C():{O}, 01:{1,2,4,8,7,5} (§] 03:{3,6},

Ipe facto, esta factorizagdo é valida em qualquer anel com identidade 1 # 0.
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portanto

mO(t) =t—1 )

ma(t) = (t = Ot = )t = ¢t =)= CNE=C) e

mai(t) = (¢t = )t = %) = (t = a®")(t —a®?) = + (¥ + o)t + 1
sdo os polinémios minimos de (° = 1, ¢ = o’ e (3 = a?!, respectivamente, e sdo os factores
irredutiveis de ¢t — 1 sobre Fy. Como moi(t) é irredutivel e t2 4+t + 1 é o tnico polinémio de
grau 2 irredutivel em Fy[2], temos? necessariamente que mo(t) = t2 +t + 1. Quanto a my(t), ou
determinamos um elemento primitivo e simplificamos a expressao anterior dada a custa das suas

raizes em Fgq ou, uma vez que ja temos os outros factores de T 1, podemos simplesmente fazer o
quociente de t* — 1 por mq(t)ma1(t) = t3 — 1 e obtemos mz(t) = t% + 3 + 1. Conclusio

1=+ 1) +t+ D)+ +1) em Foft] .

Por vezes é mais facil obter a factorizagao de " — 1 em polinémios irredutiveis sobre IF, por métodos
mais elementares, sem recorrer ao Teorema B.14.

Exemplo B.17. Em F7[t] temos
2 1= —1= (1)
e, como
1= 1= -1 +1),
obtém-se
B 1=0t-D"t+1D"#+1)7.

Repare que t2 + 1 é irredutivel em F7[t] pois tém grau 2 e nio tem rafzes em Fy.
Exemplo B.18. Em Fy[t] temos

1= —1=-1)2=t-1)2Q+t+2+t3+1t1)?2,

onde apenas se usou a Férmula do Caloiro no primeiro passo e a factorizacao (B.2) no segundo. Ja
se encontrou 1+t + t2 4¢3 + t* € Fy[t] como polinémio minimo sobre Fa[t] de algum elemento em
F1g, de modo que podemos concluir que este polinémio é irredutivel sobre Fs.

Exercicios

B.1. Determine as classe ciclotémicas-¢ médulo n nos seguintes casos:
(a) g=2,n=09;
(b) ¢ =3,n=13.
B.2. Dado n € N tal que MDC(n, q) = 1, mostre que existe m € N tal que n | ¢"* — 1.

B.3. Determine a factorizacao em polinémios irredutiveis de t” — 1 nos sequintes casos:
(a) t971 — 1 em F,[t];
(b) t9—1 em FFy[t];
(c) t® — 1 em F3t];
(d) t13 — 1 em F3[t].
B.4. Mostre que t¢"~! — 1 divide 9" =1 — 1 em F,[t] se e s6 se n | m. Sugestdo: quando é que Fyn é
subcorpo de Fgm?

1

2Alternativamente7 também temos que o?! 4+ a*2 = 1 porque {0, 1, a? ,a42} é o subcorpo Fy C Fgyq — justifique.
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