CAPITULO 1

Introducao

O objectivo destas notas é agrupar num tnico texto toda a matéria dada na cadeira de Combinatoéria
e Teoria de Cédigos. O livro A Fisrt Course in Coding Theroty de R. Hill [2] continua a ser uma
referéncia para esta cadeira, embora nao cubra toda a matéria dada, assim como as fichas de
exercicios usadas nos anos anteriores.

1. Primeiros exemplos e definicoes

Consideremos a seguinte situagao: fulano X estd perdido no meio de uma floresta mas estd em
contacto com fulano Y que consegue saber onde esta X e qual o caminho que este deve tomar. A
mensagem que Y gostaria de transmitir a X consiste numa sequéncia dos simbolos N (Norte), S
(Sul), E (Este) e W (Oeste), no entanto o canal de transmissao entre Y e X apenas permite usar dois
simbolos. Trata-se portanto de codificar os quatro pontos cardeais através de um cddigo bindrio.
Podemos escolher varios tipos de codigo.

Exemplo 1.1. Seja C; = {0,1,00,11} e consideremos a correspondéncia
N =0 S—1 E — 00 W —11 (1.1)

O conjunto C diz-se um cddigo bindrio (em dois simbolos) e a aplicacao entre {N, S, E,W} e C4
definida por (1.1) diz-se uma func¢do de codifica¢io. Neste exemplo o cédigo nao é unicamente
decifrdvel pois a mensagem 00 tanto pode significar NN ou FE.

Exemplo 1.2. Consideremos agora o cédigo Co = {0,01,011,0111} e a correspondéncia
N —0 S —01 E — 011 W — 0111 (1.2)

Neste caso o codigo é unicamente decifravel, mas nao é instantdaneo pois € preciso esperar pela
préxima palavra, ou pelo fim da mensagem, para se conseguir interpretar cada palavra.

Exemplo 1.3. Consideremos ainda um terceiro cédigo Cs = {0, 10,110, 1110} e a correspondéncia

N—0 S—10 E-—110 W —1110 (1.3)
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Neste caso o cédigo é unicamente decifravel e instantaneo — uma palavra acaba quando se recebe o
simbolo 0.

Exemplo 1.4. Consideremos ainda um quarto cédigo Cy = {00,01, 10,11} e a correspondéncia
N — 00 S — 01 E—10 W — 11 (1.4)

Trata-se de um codigo unicamente decifravel e instantaneo, pois todas as palavras tém o mesmo
comprimento. Neste caso Cy diz-se um cddigo uniforme.

Exemplo 1.5. Para finalizar estes exemplos, consideremos o ultimo cédigo C5 = {000,011, 101,110}
e a correspondeéncia

N—000 S—011 E—101 W —110 (1.5)

Tal como no exemplo anterior, Cs é um cédigo uniforme.

Nesta cadeira iremos considerar apenas codigos uniformes, como os dos Exemplos 1.4 e 1.5. Entre
estes, qual o melhor cédigo, Cy ou C5?7 A resposta depende naturalmente do sentido que se der
a “melhor”. Mas, mesmo sem especificar esse sentido, ja podemos comprar C4 e Cs nos seguintes
aspectos:

e (4 é um cddigo de comprimento menor do que Cjs, portanto é mais rapido transmitir uma
mensagem usando Cjy.

e C; é o conjunto de todas as palavras bindrias de comprimento 2 (i.e., Cy = (Z3)?), portanto
qualquer palavra recebida é uma palavra de cédigo e, por isso, C4 nao permite detectar erros
que ocorram durante a transmissdo. Por outro lado, C5 # (Z2)? e portanto Cs vai permitir
detectar alguns erros. Mas sera possivel corrigi-los?

A situagao geral considerada em Teoria de Cddigos pode ser esquematizada na seguinte figura:

canal de
mensagem | codificagdo  [mensagem | transmissdo [mensagem | descodificagao [ mensagem
original codificada | recebida | descodificada

As mensagens codificada e recebida s@o ambas formadas por sequéncias de palavras do mesmo
c6digo. O canal de transmissao poderd ter ruido, de modo que a mensagem recebida podera conter
erros ou simbolos apagados e nao serd igual a mensagem enviada. O objectivo é estudar codigos
tendo em conta certas caracteristicas como a rapidez de transmissao, facilidade e eficiéncia de
codificar e descodificar, capacidades detectoras e correctoras de erros, etc.

Comecemos entao por definir os termos ja usados na discussao anterior.

Definigao 1.6. e Um alfabeto é um conjunto finito de simbolos A, = {a1,...,aq}.
e Uma palavra é uma sequéncia finita de elementos do alfabeto A,.
e Um cddigo q-drio é um conjunto finito de palavras sobre um alfabeto de g elementos.

e Se todas as palavras do cédigo C' tém o mesmo comprimento n, i.e. se C' C Ay, entao C' diz-se
um cddigo uniforme.
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Notacao 1.7. Um cédigo (n, M), significa um cédigo uniforme g-ario com M palavras de com-
primento n. Também usamos (n, M) para denotar o mesmo tipo de cédigos quando o nimero de
simbolos ¢ estd subentendido.

Definigao 1.8. Um esquema de codificagcdo é um par (C, f) onde
e (' é um cédigo,
e f:S5 — C é uma aplicagado injectiva, chamada func¢do de codificagao,
e S diz-se o alfabeto fonte.

O alfabeto fonte pode ou nao ser o mesmo do cédigo C. Em todos os exemplos anteriores, o conjunto
{N,S,E, W} é o alfabeto fonte e o alfabeto do cédigo é {0,1}. As correspondéncias (1.1) a (1.5)
definem fungoes de codificagao.

Um alfabeto pode ser qualquer conjunto finito de simbolos & nossa escolha. O conjunto das letras
{a,b,c,...,x,y,z} é naturalmente um alfabeto, e o conjunto de todas as palavras portuguesas
formam um cédigo que nao é uniforme.

Os anéis Z,, = Z/{m) (com m > 2 um nimero inteiro) sdo também alfabetos. No caso particular
de Zs = {0,1}, o cdédigo diz-se bindrio, e se o alfabeto é Z3s = {0,1,2}, o cdédigo diz-se terndrio.
Note-se que Zgy e Zs tém uma estrutura de corpo. Os cédigos lineares (Capitulo 4) sdo uma classe
de cédigos cujos alfabetos s@o corpos finitos (estes serao definidos/revistos no Capitulo 3).

A partir de agora, iremos condiderar apenas cédigos uniformes, assim “cédigo” significarda sempre
“cédigo uniforme”.

Exemplo 1.9. Fixemos um alfabeto A, de ¢ elementos, por exemplo, A, = Z,. O cddigo de
repeticao q-drio de comprimento n é o conjunto formado por g palavras em que os simbolos de
cada palavra sdo todos iguais. Concretamente, {0000,1111} é o c6digo de repeticdo binario de
comprimento 4 e tem parametros (4, 2), {000, 111, 222,333,444} é o c6digo de repetigao quinquenario
de comprimento 3 e tem parametros (3,5), etc. Em geral, os parametros (ver Notagao 1.7) de um
cédigo de repeticao g-ario de comprimento n sao (n,q).

Exemplo 1.10. Os parametros de um c6digo nao o definem univocamente. Seja C7 = {0000, 1111}
o cédigo de repeticao bindrio e seja Co = {1010,0101}. Estes dois cédigos tém parametros (4, 2),
mas Cl 75 02.

2. Canal de transmissao
Definicao 1.11. Um canal de transmissao consiste num alfabeto A, = {a1,aq, ..., a,} e nas proba-
bilidades de canal P(recebido a; | enviado a;), parai,j € {1,...,q}, verificando a seguinte condi¢ao
P(recebido a; | enviado a;) =1 , para cada ¢ fixo.
j=1

Para simplificar a notacao, por vezes escrevemos P(a;|a;) para denotar a probabilidade condicionada
P(recebido a; | enviado a;), e indicamos as probabilidades do canal através de um grafo onde cada
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seta representa uma das probabilidades condicionais da definigao

P(ajla;)
g 2l o

Vamos agora considerar varios exemplos.
Um canal de transmissao bindrio (¢ = 2) é definido pelos dois valores pg = P(1]0) (a probabilidade

de troca do simbolo 0) e p; = P(0|1) (a probabilidade de troca do simbolo 1), e pode ser representado
pelo seguinte esquema

1————1
1-p1
onde o nimero em cada seta é a probabilidade do simbolo da ponta da seta ser recebido dado que
o simbolo da cauda da seta foi enviado. Portanto, neste exemplo, P(0[0) = 1 — po, P(1|0) = po,
P(O[1) = py e P(1]1) = 1 py.
Se pg = p1, obtém-se um canal bindrio simétrico, um caso particular que iremos usar bastante no
resto destas notas. Neste caso, o niimero p := py = p1 diz-se a probabilidade de troca de simbolos.

Para ¢ = 3, temos o caso particular de um canal simetrico terndrio com probabilidade de troca
p €]0, 1] definido pelo esquema

1—2
0—= 50
p

p
1 1
22

onde as setas diagonais tém todas probabilidade p e, portanto, as setas horizontais tém probabilidade
1 — 2p (a figura acima esta incompleta), ou seja, P(ajla;) = p se j # i, e P(a;|a;) =1 — 2p.

Observagao 1.12. Uma vez que, para cada simbolo a; € A, enviado, se tem 2321 P(ajla;) =1,
basta definir as probabilidades P(aj|a;) para i # j. Ou seja, na representacao esquemética, basta
definir as probabilidades das setas diagonais.
Outro exemplo interessante é o canal bindrio de apagamento definido por

0 1-po—qo 0

q0
Po
p1

q1

l-p1—q1
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i.e., para além de cada simbolo do alfabeto Ay = {0,1} poder ser trocado durante a transmissao,
pode ainda ser apagado, o que corresponde a ser enviado para o novo simbolo ‘?’. E equivalente a
usar o alfabeto {0, 1,7} em que o simbolo de apagamento ‘?” nao é usado em nenhuma palavra de

codigo.

Observagao 1.13. Nestas notas assumimos sempre que o canal de transmissao é sem memdria.
Por definicao, isto quer dizer que a transmissao de cada simbolo é independente das transmissoes
anteriores, de modo a se verificar a seguinte igualdade

P(recebido y | enviado z) = HP(yz|xz) , (1.6)
i=1

onde z = (z1,29,...,2,) € C é uma palavra de cédigo e y = (y1,¥2,...,yn) é uma palavras
arbitraria.

3. Descodificacao

Fixemos um cédigo g-ario C' de comprimento n, isto é, C' C Ay onde A; é um alfabeto com ¢
sfmbolos.

Um método de descodificagao é uma correspondeéncia entre palavras de Ag (vistas como as palavras
recebidas) e palavras do cédigo C. Caso esta correspondéncia nao esteja definida em todas as
palavras de Ay, a descodificacao diz-se incompleta. Nesta seccao vamos considerar dois métodos de
descodificacao.

Definigao 1.14. Descodificagio por mdrima verosimilhanga: recebido y € Ay, procurar z" € C' tal
que

P(recebido y | enviado 2') = maéc{P(recebido y | enviado x)} .
Te

Como C é finito, o conjunto {P(recebido y|enviado x) : = € C} também é finito e, portanto, o
maximo na definicao anterior existe sempre, embora possa nao ser unico.

Exemplo 1.15. Seja C' = {110, 111} e considere-se um canal bindrio simétrico com probabilidade de
troca p = 0,03. Suponhamos que recebemos a palavra 011. Como 011 ¢ C, sabemos que ocorreram
erros durante a transmissao. Vamos usar o método de descodificagdo por méxima verosimilhanca.

P(011 recebida | 110 enviada) = P(0|1)P(1|1)P(1]0)
=p(1 —p)p = (0,03)? x 0,97 = 0,000873
P(011 recebida | 111 enviada) = P(0|1)P(1|0)?
= p(1 —p)? = 0,03 x (0,97)* = 0, 028227
Como a ultima probabilidade é maior, concluimos que 111 é a palavra de cédigo que provavelmente

foi enviada, portanto descodificamos 011 por 111. Note-se que, no primeiro passo no célculo de cada
uma das probabilidades, usou-se a igualdade (1.6).
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Exemplo 1.16. Consideremos a mesma situagdo do exemplo anterior, mudando apenas o cédigo
para C' = {010,111}. Continuamos a ter um canal simétrico bindrio e a mesma palavra recebida
011.

P(011 recebida | 010 enviada) = P(0|0)P(1]|1)P(1]0)
= (1-p)%p
P(011 recebida | 111 enviada) = P(0]1)P(1]|1)?

=p(1 - p)?

Como as duas probabilidades sao iguais (e nem dependem do valor de p), o método de descodificagao
por méaxima verosimilhanca nao nos permite tirar conclustes acerca de qual a palavra enviada
com maijor probabilidade. Temos entdo duas alternativas. Ou optamos por uma descodificagao
incompleta, o que quer dizer que nao descoficamos a palavra recebida 011; ou escolhemos uma
das palavra de cédigo para descodificar 011 sempre que esta seja recebida. Neste iltimo caso, se
decidirmos descodificar 011 por 010, por exemplo, da préxima vez que 011 for recebida, teremos
que descodificd-la novamente pela mesma palavra 010 € C.

H& esquemas de decisao ou descodificagao que nao envolvem probabilidades, mas usam uma nogao
de proximidade.

Definicao 1.17. Sejam z,y € Aj. Define-se a distancia de Hamming entre as palavras z e y por
d(z,y) = ##{i : zi # yi} .

Ou seja, d(z,y) é o nimero de coordenadas em que z e y diferem, ou ainda, d(x,y) é o niimero
minimo de trocas de simbolos necessérias para obter y a partir de x. Por exemplo, d(00,01) =1 e
d(111000,112012) = 3.

Exemplo 1.18. Considere-se o alfabeto Ay = {1,2,3,4} e sejam = = 1234, y = 2341 e z = 1243.
Entao

d<x7y) =4,
d(z,2) =2,
d(y,z) =3.

Definigao 1.19. Seja C' um cédigo contendo pelo menos duas palavras. Define-se a distancia
minima de C por

d(C) = min{d(z,y) : z,y € C,xz #y} .

Este parametro d(C') vai ter bastante importéancia quando discutirmos as capacidades de detecgao
e correcgao de um cédigo C.

Notacao 1.20. Se C' é um cddigo g-ario com M palavras de comprimento n e distancia minima
d(C) = d, dizemos que C' é um cddigo (n, M,d),. Os nimeros n, M e d dizem-se os pardmetros de

C.

Exemplo 1.21. Consideremos o cédigo C5 = {000,011,101,110} definido no Exemplo 1.5. A
distancia entre 000 € C5 e qualquer outra plavara (de comprimento 3, claro) é o nimero de simbolos



3. Descodificagao 7

nao nulos nessa palavra, portanto d(000, z) = 2 para qualquer € C'\ {000}. Calculando a distancia
entre os restantes pares de palavras de cédigo:

d(011,101) = 2 , d(011,110) = 2 , d(101,110) = 2 ,
conclui-se que d(C5) = 2 e portanto (3,4, 2)s sdo os parametros deste c6digo.

Exemplo 1.22. A distancia mimina de um cédigo de repetigao g-ério C' (definido no Exemplo 1.9)
é o comprimento n das palavras, portanto (n,q,n), sa@o os parametros de C.

Proposicao 1.23. A distancia de Hamming € uma métrica, i.e., verifica as sequintes propriedades:
(i) d(w,5) 2 0 Va,y € AL,

(i1) d(z,y) =0 & = =,

(i41) simetria: d(z,y) = d(y,z) Vz,y € A},

(iv) desigualdade triangular: d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) Vz,y,2z € A}.

Estas propriedades s@do consequéncia directa da definicao de distancia de Hamming, por isso deixa-
mos a sua demonstragdo como exercicio.

Definigao 1.24. Descodificagdo por distancia minima: recebida a palavra y € Ay, procurar el
tal que
d(2',y) = min{d(z,y) : v € C},

ou seja, descodificamos y pela palavra de cédigo mais préxima.

Tal como no caso da descodificacao por méaxima verosimilhanca, por C' ser finito, o conjunto
{d(z,y) : x € C'} também ¢ finito e o0 minimo na definigdo anterior existe sempre, embora possa
nao ser unico.

Exemplo 1.25. Consideremos o cédigo bindrio C' = {0010,0101,1010,1110} e suponhamos que
recebemos a palavra 0100. Como
d(0100,0010) = 2,
d(0100,0101) = 1,
d(0100,1010) = 3
d(0100,1110) = 3,

)

usando o método de descodificagao por distancia minima, descodificamos 0100 por 0101.

Exemplo 1.26. Seja C' = {0000, 1111} o cédigo de repeticao de comprimento 4 e consideremos um
canal de transmissao binario simétrico com propabilidade de troca p = %. Pretende-se descodificar
a palavra recebida y = 0010 pelo dois métodos definidos.

Descodificacao por méxima verosimilhanca: Temos de calcular as probabilidades condicionadas
P(recebido y| enviado x) para z € C. Otém-se

P(recebido y | enviado 0000) = (1 —p)*p =35 e (1.7)

P(recebido y | enviado 1111) = p3(1 — p) = 4% ,
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3

71, descodificamos

pois y difere de 0000 em apenas um simbolos e difere de 1111 em trés. Como i—i >
y por 0000.

Descodificacao por distancia minima: Temos de calcular as distancias entre y e cada uma das
palavras do cdédigo C'. Obtém-se

d(y,0000)=1 e  d(y,1111) =3,

portanto descodificamos y por 0000, a mesma que se obteve pelo outro método. Nao se trata de
uma coincidéncia uma vez que as probabilidades calculadas em (1.7) apenas dependem no nimero
de coordenadas em que x e y diferem, i.e., da distancia d(x,y).

Teorema 1.27. Para um canal simétrico bindrio com probabilidade de troca p < % 0s esquemas de
descodificacdo por mdxima verosimilhanca e por distancia minima coincidem.

4. Correccao e deteccao de erros

Seja C' = {000,111} o cédigo de repetigao bindrio de comprimento 3. Se usarmos a descodificacao
por distancia minima, cada palavra em .A% é descodificada de acordo com a seguinte tabela

recebido ‘ descodificado por

000 000
100,010, 001 000
011,101,110 111

111 111

Caso 1: Se 000 (ou 111) é a palavra enviada e ocorrem erros de transmissdo em uma ou duas coor-
denadas, a palavra recebida y contém exactamente um ou dois simbolos 1. Embora nao tenhamos
informacao para corrigir o erro (admitindo que néo conhecemos a palavra enviada), podemos ainda
concluir que ocorreram erros pois y nao pertence ao codigo. Dizemos que C' detecta até dois erros.

Caso 2: Se a palavra enviada foi 000 e ocorreu um erro na transmissao de um dos simbolos, a
palavra recebida foi uma das da segunda linha da tabela, portanto é descodificada correctamente
por ela prépria. Ou seja, o erro foi corrigido. Analogamente para o caso de ocorrer um erro numa
das coordenadas de 111. Caso ocorram dois erros na transmissao de 000, a palavra recebida é
descodificada por 111 (terceira linha da tabela). Dizemos que C corrige um erro, mas nao corrige
dois.

Definicao 1.28. Seja C um c6digo e sejam s e ¢ niimeros inteiros positivos.

e Diz-se que C detecta s erros sse, quando ocorrem s erros ou menos, a palavra obtida nao
pertence ao codigo C.

e Diz-se que C corrige t erros sse o método de descodificagao por distancia minima corrige ¢, ou
Menos, erros.

Em particular, “corrigir” quer dizer que ha unicidade de minimo na definicao de descodificagao,
i.e., estd-se a usar um método de descodificacao incompleta em que nao se descofdifica a palavra
recebida em caso de “empate”.
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Teorema 1.29. Seja C' um cédigo com distancia minima d(C). Entao

(a) C detecta s erros sse d(C) > s+ 1;
(b) C corrige t erros sse d(C) > 2t + 1.

Dem. (a) Suponhamos que d(C) > s+1. Seja x € C a palavra enviada e suponhamos que ocorrem
no maximo s erros na transmissao e y # x é a palavra recebida. Portanto 0 < d(z,y) < s. Como
0 < d(x,y) < d(C), conclui-se que y & C e os s erros sao detectados.

Reciprocamente, se d(C) < s, entao existem palavras z,y € C tais que d(z,y) = d(C) < s. Logo
é possivel x ser a palavra enviada, ocorrerem d(C') erros e recebermos a palavra y. Como y € C,
estes erros nao sao detectados.

(b)(«<=) Suponhamos que d(C) > 2t+ 1. Seja x € C a palavra enviada e suponhamos que ocorrem
t erros na transmissao e y # x é a palavra recebida. Portanto 0 < d(x,y) < ¢. Para qualquer ¢ € C,
com ¢ # x, temos
d(z,c) < d(x,y) + d(y, c)

logo

d(y,c) > d(z,¢) —d(z,y) >d(C) —t>2t+1—-t=t+1>d(z,y) ,
e assim, usando o método de descodificagao por distancia minima, y é descodificada correctamente
por .

(b)(=) Seja C' um cddigo que corrige t erros e suponhamos que d(C') < 2¢t. Entao existem z, 2’ € C
tais que d(z,2’") = d(C) < 2t. Seja x a palavra enviada e seja y a palavra recebida com t erros, ou
menos, durante a transmissao. Queremos ver que ou y é descodificada erradamente por z’, ou existe
outra palavra de cédigo z € C, z # x, tal que d(y,z) = d(y, z) (i.e. ndo hé unicidade de minimo).

Se d(z,z’) < t+1, entdo podiamos ter y = x’ pois ocorreriam ¢ erros no maximo, e estes erros nem
seriam detectados porque z’ € C. Isto contradiz a hipétese de C' corrigir ¢ erros, portanto podemos
assumir que d(x,2’) >t + 1.

Sem perda de generalidade, podemos também assumir que z e 2’ diferem precisamente nas primeiras
d = d(C) coordenadas, com t +1 < d < 2t. Seja

y:xlxtxt+1xdxd+1xn .
—_——
como z’ como T como z e z’

Entao as trés chavetas contém ¢, d — ¢t e n — t coordenadas, repectivamente, e
d(y,2)=d -t <t=d(y,x) .
H4 dois casos a considerar. Ou d(y,z’) < d(y,) e y é descodificada incorrectamente por z’. Ou

d(y,2’) = d(y,x) e ndo podemos decidir entre z e 2’ na descodificagao por distdncia minima. O

Corolario 1.30. Seja C um cddigo de distancia minima d(C) = d. Entdo C detecta precisamente

d — 1 erros, ou corrige precisamente {2J erros.

Uma vez que a distancia de Hamming é uma métrica, podemos definir bolas em .AZ. A bola de
centro x e raio t é o conjunto

Bi(z) ={y € Ay : d(y,z) <t} C A7 .
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No Teorema 1.29 provamos que, se d(C) = 2t + 1, entdo quaisquer duas bolas de raio t e centro
em palavras de cédigo sao disjuntas duas a duas. Assim, se soubermos que ocorrem no maximo
t erros de transmissao e y é a palavra recebida, entao existe um dnico x € C tal que y € Bi(x),
nomeadamente, a palavra enviada.

Iremos voltar a usar esta nogao de bola no Capitulo 2.

5. Probabilidade de descodificacao (in)correcta

A probabilidade de erro na descodificacao associada a um cédigo C, de parametros (n, M, d),, é
definida por
P (C) = Z P(erro | ¢ enviado) P(c enviado) . (1.8)
ceC
Naturalmente, precisamos das probabilidades P(c enviado). Estas probabilidades definem a dis-

tribuicao de entrada e nao dependem de C', mas sim da situacao concreta em que o cédigo é usado.

Iremos assumir sempre uma distribuicao uniforme, i.e., P(c enviado) = ﬁ

A probabilidade condicionada P(erro |c enviado) que ocorre na definigao (1.8) denota a proba-
bilidade da palavra enviada c ser descodificada com erro, ou seja, descodificada por uma outra
palavra de cédigo qualquer diferente de c. Estas probabilidades condicionadas dependem do canal
de tranmissao usado e também podem depender da palavra c € C.

Exemplo 1.31. Consideremos novamente o cédigo binario de repeticao de comprimento trés, C' =
{000,111}, e um canal de transmissao simétrico bindrio com probabilidade de troca p. Assumindo
uma distribuicao de entrada uniforme, tem-se

1
P(000 enviado) = P(111 enviado) = 3

Calculemos agora as probabilidades de erro condicionadas. Se 000 é a palavra enviada, a descodi-
ficacdo € incorrecta se ocorrerem erros de transmissao em pelo menos dois simbolos, portanto

P(erro | 000 enviado) = P(recebido 110,101,110 ou 111|000 enviado)
=3p*(1—p)+p” .
Analogamente
P(erro | 111 enviado) = P(recebido 001,010, 100 ou 000 | 111 enviado)
=3p*(1—p) +p°.

Neste caso (e ndo é por acaso) as probabilidades P(erro |c enviado) ndo dependem de ¢ € C. A
probabilidade de descodificagao incorrecta é entao dada por

1 1
P...(C) = 5(3p2(1 —p)+p°) + 5(3p2(1 —p)+p°) =3p*(1 —p) 4+ p> =3p* — 2p° .

Quando P(erro | ¢ enviado) nao depende de ¢ € C, e a distribui¢do de entrada ¢é uniforme, a férmula
(1.8) simplifica-se para
P.,.(C) = P(erro | ¢ enviado)
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escolhendo uma palavra de cédigo ¢ qualquer. No ambito desta cadeira, assumir esta condigao nao
é uma grande restricdo, pois os cédigos lineares satisfazem-na e sdo estes os codigos que iremos
estudar a partir do Capitulo 4.

A probabilidade de descodificagao correcta é o “complementar” de P,..(C), ou seja,
Peorr(C) := 1 = Perr(C)
Esta probabilidade também pode ser definida directamente (e por analogia com (1.8)) por
Peorr(C) = Z P(descodificagao correcta | ¢ enviado)P(c¢ enviado) . (1.9)
ceC

Exemplo 1.32. Considere a mesma situagao do Exemplo 1.31: cédigo de repeticao C = {000,111}
e canal de transmicao bindrio simétrico com probabilidade de troca p.

Vamos calcular P,,,(C) calculando primeiro Peo(C') através de (1.9).

Se 000 ¢ a palavra enviada, a descodificagao é correcta se ocorrer no maximo um erro de transmissao,
portanto

P(descodificagao correcta | 000 enviado) = P(recebido 100,010,001 ou 000 | 000 enviado)
=3p(1—p)*+ (1 -p)*.
Analogamente
P(descodificagao correcta | 111 enviado) = P(recebido 110,101,011 ou 111|111 enviado)
=3p(1—p)*+(1-p)°*.

A probabilidade de descodificagao correcta é entao dada por

Peorr(C) = %(319(1—p)2+(1—p)3)+%(3p(1—p)2+(1—p)3) =3p(1—p)*+(1-p)° = (1-p)*(2p+1)

e portanto
Perr(c) =1- Pcorr(c) =1- (1 _p)2(2p+ 1) = 3p2 - 2]73 ’
que coincide com o resultado obtido no Exemplo 1.31.

Exercicios

1.1. Resolver a Ficha 1.

1.2. Prove o Teorema 1.27, ou seja, prove que, para um canal de transmissao bindrio e simétrico,
com probabilidade de troca p < %, os métodos de descodificagao por distancia minima e por
maxima verosimilhanca coincidem.






CAPITULO 2

O Problema Principal
da Teoria de Cédigos

1. Enunciado do problema e alguns resultados

Seja C' um cédigo g-ario (n, M,d). Define-se taza de transmissao de C' por

R(C) = logq(M)

e defini-se taza de correccdo de erros' por

(2.1)

Exemplo 2.1. Dois casos extremos.

e Para o c6digo binério de repeti¢ao de comprimento n, que tem parametros (n,2,n),

log, (2 1
R(C) = 0g,(2) .
n n
Se n =2t + 1, o c6digo corrige t erros (pelo Teorema 1.29) e
t t 1
(C) = — — = quando t — oo .

n_ 2+1 2
Por palavras, com n grande, o C' corrige “quase” metade dos erros. No entanto, a taxa de
transmissao é muito baixa — C' apenas contém duas plavaras!
e Com C = Z¥, um cédigo de parametros (n,2",1),
logy(2") _m

R(O) = 28252 = 2

lEsta 6 uma nogao que varia de autor para autor. Nestas notas optou-se por esta defini¢do, mas serd muito pouco usada.

13
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¢ a méxima taxa de transmissao possivel mas, como d = 1, §(C) = 0 é minimal

Os trés parametros n, M e d de um cédigo estao relacinados. Nao é possivel ter um cédigo “ideal”
com M grande (mais mensagens) e d grande (correccdo de mais erros) e n pequeno (taxas de
transmissao maiores).

Problema Principal na Teoria de Coédigos: Para g, n e d fixos, determinar
Ay(n,d) := max{M : 3 cddigo g-ario (n, M,d)} .

Ou seja, trata-se de determinar o maior nimero de palavras possivel que um cédigo g-drio de
comprimento n e distancia minima d pode conter.

Na continuagao do exemplo anterior, podemos deduzir o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. Para n > 1 verifica-se
hd Aq(na 1) =q",
e Ay(n,n)=qe
o Ay(n,d) <q¢" para 1 <d<n.

Dem. No primeiro caso, como d = 1, todas as palavras sao diferentes. O cédigo C' = A} tem
¢" palavras e distancia minima 1, logo A4(n,1) > ¢". Qualquer outro cédigo de comprimento n é
subconjunto deste, logo A4(n,1) < ¢".

No segundo caso, como d = n, cada palavra tem um simbolo diferente em cada posigao (ou coorde-
nada) fixa, logo A,(n,n) < #A, = ¢. Por outro lado, o cdédigo de repeti¢do g-drio de comprimento
n tem g palavars, logo A,(n,n) > q.

No terceiro caso, basta notar que qualquer cédigo C' de comprimento n contendo pelo menos duas
palavras? tem distancia minima 1 < d < n e é subconjunto de Ay . Portanto #C < ¢", tal como no
primeiro caso. U

Para parametros n e d arbitrdrios, determinar A,(n,d) é um problema extremamamente dificil,
e conhecem-se poucos resultados concretos. Para sistematizar a procura e construgao de cédigos,
introduz-se uma noc¢ao de equivaléncia.

Defini¢ao 2.3. Seja C um cédigo g-ario (n, M,d). C" diz-se um cddigo equivalente a C' se é obtido
de C através da aplicacao sucessiva das seguintes operagoes:

(i) permutar a ordem das coordenadas de todas as palavros do cédigo, i.e., substituir todo o
c=c1c2- ¢y € C POT Cyu(1)Cq(2) " * * Co(n), ONde 0 é uma permutacao dos indices {1,2,...,n}

(ii) permutar os simbolos de todas as palavras na coordenada ¢ (fixa), mais precisamente, substituir
todo o ¢ = cico -+ ¢y, € C por mi(c1)ma(c) -+ mn(cy), onde m, o, ..., T, sdo permutagdes do
alfabeto A,.

2Recorde que a distancia minima de um cédigo C s6 foi definida se #C > 2.
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Recorde que uma permutagao de um conjunto finito X é apenas uma aplicagéo bijectiva de X em

X. Assim, as permutagoes o e 71, ..., T, na definicdo anterior sao aplicagoes bijectivas da forma
o:{1,...,n} —{1,...,n} ou m Ay — Ay
No caso de uma permutagao o do conjunto {1 2,...,n}, também escremos

Por exemplo, ¢ =

03)=1,0(4) =4,005) =6
consulta de [1].

denota a permutacao definida por o(1) = 2, 0(2) = 3,

7oty ol 2 oln)
6
5

D =
Sy Ot

2

6) = 5. Para uma revisdo mais aprofundada, recomenda-se a

Exemplo 2.4. Os cédigos bindrios C; = {000,111}, Cy = {001,110} e C3 = {100,011} sao todos
equivalentes porque:

e (5 é obtido de (' trocando os simbolos 0 e 1 do alfabeto na terceira coordenada, i.e., na
notacao da Defini¢ao 2.3, aplicou-se a operagao (ii) com 73 dada por 73(0) =1 e w3(1) = 0;
e ('3 é obtido de (3 trocando a primeira e a terceira coordenadas das palavras de cédigo, i.e.,

aplicou-se a operacao (i) da Defini¢do 2.3 com o = (zl)) ; i’))

Lema 2.5. 1. Qualquer codzgo de comprimento n com alfabeto Z, é equivalente a um coédigo con-
tendo a palavra 0=00---0€ Ly.

2. Dados dois cddigos C' e C' de pardmetros (n,M,d)q e (n',M',d')y, respectivamente, se C' e C’
sao equivalentes, entao g =¢, n=n', M =M ed=d'.

Dem. 1. Aplicar permutagoes de simbolos de modo a uma palavra do cédigo inicial previamente

fixa se transformar em 0. Rigorosamente, fixar ¢ = cyco - - - ¢, € C. Escolher permutagoes 71, ...,7n

do alfabeto Z, tais que 7;(¢;) = 0. Definir C' = {m(x1) -+ mp(xp) : 212 € C}. Portanto C’ é

equivalente a C' e, por construcio, 0 = m(c1) - - - mn(cn) € C.

2. Directamente da Definicao 2.3, tem-se ¢ = ¢/, n =n' e M = M’. Sé falta ver que d = d'.

Trocar a ordem das coordenadas (operagao (i)) ndo altera a distancia entre palavras. Analisemos

agora a operacao (ii). Sejamz = x1---x, ey = y1 - - - Yy, duas palavras do cédigo C. Se x; = y; entao

mi(x;) = mi(yi) e se x; # y; entdo m;(x;) # mi(y:), porque 7; é uma aplicagao bijectiva. Portanto
d(z,y) = d(mi(z1) - 7 (@), T2 (Y1) - Tnlyn))

e conclui-se que d = d'. O

Exemplo 2.6. Vamos provar que Ay(5,3) = 4. (Em [2] prova-se também que, a menos de

equivaléncia, existe um unico cédigo bindrio (5,4, 3).)

1° passo: Mostrar que Az2(4,3) = 2.

Seja C' um cédigo (4, ]\{ ,3) binario. Sem perda de generalidide, como consequéncia do LeHLa 2.5,

podemos assumir que 0 € C. Como d(C) = 3 entao d(z,0) > 3 para todo o x € C\ {0}, ou
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seja, qualquer palavra de cédigo x nao nula tem pelo menos trés simbolos 1, ou seja, x € X =
{1110,1101,1011,0111,1111}. Para quaisquer duas palavras distintas y, z € X, tem-se

1, se =Touz=1
e ={y %

2, sey#£lez#1
em ambos os casos verifica-se d(y, z) < 3 = d(C), portanto C' contém no méximo uma palavra de

X, ou seja, C' tem no maximo duas palavras. Como C' é um cédigo (5, M, 3)2 arbitrario, provou-se
que Az(5,3) < 2.

Por outro lado C' = {0000, 1110} é um cddigo binério de parametros (4,2, 3).
2° passo: Mostar que A2(5,3) = 4.
Seja C' um cédigo bindrio (5, M, 3). Seja’
Cy ={z=xixom32424 € C : 21 =1} e Cop={r=x120030424 € C : 1 =0} .
O cédigo Cy tem pardmetros (5, Mo, dp), com distancia minima d, = d(Cp) > d(C) = 3 e My <
min{Az(4,3), A2(4,4)} = 2 (justifique). Por simetria, também temos M; < 2. Como C' = C; U ()

e C1NCy = @, ou seja, C7 e Cy formam uma partigao de C, entao M = My + Ms e, portanto,
As(5,3) < 4.

Por outro lado, C' = {00000,01101,10110,11011} é um cédigo binario (5,4, 3).

No resto desta sec¢ao, vamos considerar apenas cédigos bindrios, ou seja, o alfabeto é Zy = {0, 1}.
Este conjunto tem uma estrutura de corpo, com as operacoes definidas pelas seguintes tabelas:

+10 1 x |0 1
0|0 1 e 0/0 O
111 0 110 1

Z% tem entao uma estrutura de espago vectorial sobre Za, com a soma de vectores e produto por
um escalar em Zso definidos da maneira habitual, coordenada a coordenada. Nomeadamente, se
x=(x1,22,...,Tn) €LY,y = (Y1,Y2,---,Yn) € Zy e X\ € Za, entdo

r+y=(ri+y,z2+y2,...,Tn+Yn) e A= (Ax1, A2, ..., Axy) . (2.2)
Note que, uma vez que —1 = 1 em Zg, se verifica x — y = = + y para quaisquer vectores x,y € Zj.
Definicao 2.7. Para z,y € Z}, define-se
e interseccdo: x Ny = (T1Y1,T2Y2, - - -, Tnln) € ZY
e peso: w(z) =#{i : z; # 0} € Ny
onde x; e y; sao as coordenadas de x e y, respectivamente.
Por exemplo, se x = (0,1,1,0,1) e y = (0,0,1,1,0) ou, abreviadamente, x = 01101 e y = 00110, a

intersecgao é o vector xNy = 00100 e os pesos destes vectores sao w(z) = 3, w(y) =2 e w(zNy) = 1.
Note que Ny = y Nz, pois a multiplicacao em Zy é uma operagao comutativa.

3Estes codigos C1 e Cp dizem-se secgoes de C' — ver Capitulo 5.
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A nocao de peso faz sentido para Z, com ¢ arbitrdrio e iremos considerar também estes casos mais
tarde. Note-se que, para o alfabeto bindrio Zs, o peso de um vector x é também igual ao nimero
de coordenadas iguais a 1.

Directamente das defini¢oes, vemos que
d(z,0) = w(z) Vo e Zy e (2.3)
w(zNy)=#{i: z =y, =1} Va,yeZy .

Para a ultima igualdade, convém observar que ab =1 em Zs sse a =b = 1.

Proposicao 2.8. Para quaisquer vectores x,y € 725

(i) d(z,y) = w(z —y),
(ii) d(z,y) = w(z) + w(y) —2w(z Ny).

Deixa-se a demonstracao desta proposi¢do como exercicio. Apenas se observa que a igualdade (ii)
¢ falsa caso usassemos um outro alfabeto Z, com ¢ # 2.

Teorema 2.9. Seja d um nimero inteiro positivo impar.

Eziste um cddigo bindrio (n, M,d) sse existe um cédigo bindrio (n+ 1, M,d +1).

Dem. (=) Seja C' um cédigo binario (n, M,d) e, para cada palavra de cédigo z = x1x9 - xy,
defina-se
s { x1--x,0 se w(x) é par

xy--xpl se w(x) é impar
Seja C = {# : x € C}. Por construcao, C é um cédigo (n+1, M, d) com d < d < d+ 1 — justifique!
Além disso w(Z) é sempre par, por defini¢do de Z, e, portanto, d(z,y) também é par para qualquer
x,y € C - nesta tltima aﬁrmagao aplicou-se a igualdade (ii) da Proposu;ao 2.8. Donde se conclui
que a distancia minima d(C) =dé par. Atendendo a que d < d<d+1comd impar e d par,
concluimos finalmente que d=d+1.
(=) Seja agora C' um cédigo (n+ 1, M,d + 1) e fixemos Z,7 € C tais que d(Z,7) = d+ 1 = d(C).
Como esta distancia é positiva, podemos escolher uma coordenada i tal que Z; # ;. Seja C' o cédigo
obtido apagando a coordenada ¢ a todas as palavras de c , Ou seja,

C={3 %1341 %0 : 2€C}.

Deixamos como exercicio justificar que o cédigo C' contém exactamente M palavras. Quanto a
distancia minima d(C), basta observar que as palavras de C obtidas de Z e ¥ estdo a uma distancia
d e usar a definigao de d(C) e d(C). O

As construcoes de codigos usadas na demonstracdo anterior sao importantes. A primeira é um
caso particular de uma eztensdo de cddigos chamada extensao por paridade, a segunda chama-se
pontuagdo — ver Capitulo 5.

Corolério 2.10. Para d impar, As(n,d) = As(n+ 1,d+ 1) ou, equivalentemente, para d > 0 par,
Az(n,d) = As2(n —1,d — 1) ou, equivalentemente, para t € Ny,

Ag(n, 2t + 1) = Ag(n + 1, 2t + 2) .
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2. Estimativas

Nesta seccao apresentamos algumas desigualdades envolvendo A,(n, d) que, recordando da defini¢ao
dada na pagina 14, designa o nimero maximo de palavras que um cdédigo g-ario de comprimento n
e distancia minima d pode ter. O alfabeto dos cédigos serd sempre um conjunto arbitrario A, de ¢
elementos, sem qualquer estrutura adicional.

2.1. Estimativa de Singleton

Proposicao 2.11. Para g,n e d > 1 fizos, tem-se

Aq(n7d) S qn—d+1 .
Dem. Fixemos um cédigo arbitrario C' de parametros (n,M,d),. Queremos mostar que M <
q"~ %1, Apagando as tltimas d — 1 coordenadas (ou outras d — 1 coordenadas fixas & nossa escolha)
de todas as palavras de C, obtém-se um cédigo C’ com M palavras de comprimento n —d+ 1 todas
distintas entre si porque d — 1 < d = d(C). Portanto M < ¢"~4*1 = #(A,)" 4, pois C’ é um
subconjunto de Ag_d“. O

Os cédigos (n, M, d), que satisfazem a igualdade M = ¢"~ %! dizem-se cddigos de distancia mdzima

de separag¢ao (ou simplesmente cédigos MDS) e iremos estudar alguns exemplos mais tarde.

2.2. Empacotamento de esferas

Recorde que, usando a distancia de Hamming d, se ¢ € .Ag e r é um inteiro nao negativo, a bola
(ou esfera) de centro c e raio r é o subconjunto de Ay definido por

Br(c) ={x € Ay : d(z,c) <7} .

Sendo A, um conjunto finito, A7 e qualquer seu subconjunto também o sao. Define-se volume de
um subconjunto S de Ay por
vol(S) = #S

ou seja, o volume de S é o seu cardinal.
Lema 2.12. O volume da bola B,(c) é
T n ]
vol(Br(c)) = (@ —1),
=0 N
onde 0 <r <n exEAg.

Dem. A bola B,(c) é a unido disjunta dos conjuntos {z € A7 : d(z,c) = j} com j = 0,1,...,7.
Portanto

vol(By(c)) = > #{z € A} : d(z,c) = j} .
J=0

Como

e d(z,c) = j se e 86 se x e ¢ diferem exactamente em j coordenadas,
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° (7;) é o numero de maneiras diferentes de escolher j coordenadas em n e
e ¢—1é onimero de simbolos em A, \ {c;}, i.e., o nimero de escolhas para a coordenada z; # ¢;,

conclui-se que

#oedy g =iy = (") 0

Caso r > n, tem-se obviamente que B, (c) = Ay, cujo volume é ¢".
Exemplo 2.13. Fixemos Ay = Zo = {0,1}. Em Z3, a bola B4(001) tem volume 8, pois o raio é
r =4 >3 =n, donde B4(001) = Z3.
A bola de raio 1 e centro na origem em Z3 é o conjunto
B1(000) = {000,001, 010,100} ,

sendo 000 o tnico vector a distancia 0 do centro da bola, claro!, e sendo os restantes trés elementos
001, 010 e 100 os vectores de Z3 & distancia 1 do centro. Portanto vol(B;(000)) = 4. Também
podemos aplicar o Lema 2.12 para o cédlculo do volume.

Exemplo 2.14. Calcular o volume de B3(1100) C Z3. Aplicando directamente o lema anterior e
notando que ¢ — 1 = 1 neste caso, fica

vol(B3(1100)) = <3> + (i) + (;) + <§> —144+6+4=15.

Teorema 2.15 (Estimativa de Gilbert-Varshamov ou Minorante de Cobertura de Esferas). Para
qg>2el<d<n, temos

n

q

Aq(n,d) = m

(2.5)

Dem. Seja C' um cédigo (n, M,d), com M = Ay(n,d). Vamos primeiro provar que
Vee Ay 3eceC talque d(z,c)<d-—1. (2.6)
Suponhamos que nao. Nesse caso seja y € Ay tal que d(y,c) > d para todo o ¢ € C. Em particular
y ¢ C. Entao o conjunto C" = C' U {y} é um cbdigo (n, M + 1,d) [justifique que d(C’) = d] o que
contradiz a hipétese M = Ay(n,d). Provamos assim (2.6).
Em termos de conjuntos, (2.6) pode-se escrever na forma
A? = | Bi-1(0)
ceC
Como vol(Ay) = ¢" e vol(U,cc Ba-1(c)) < M vol(B4-1(c)) [porque é que ndo se tem necessarimante

a igualdade?], obtém-se a desigualdade do enunciado do teorema. O

Teorema 2.16 (Estimativa de Hamming ou Majorante de Empacotamento de Esferas). Para ¢ > 2
e2t+1<d<n, temos

n

Ag(n,d) < —1 (2.7)

~ vol(B¢(c))
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Dem. Seja C' um cédigo (n, M,d)y com M = Ay(n,d) e d > 2t + 1. Entao, pelo Teorema 1.29,
Bie)NBy(d)=2 Ve, d €C, comc#c .

Ou seja, as M bolas de raio t e centro nas M palavras do cédigo C sao disjuntas duas a duas, donde

vol ( U Bt(c)> =3 " vol(By(e) = Mvol(By(c)) , (2.8)
celC celC

uma vez que as bolas com o mesmo raio tém volumes iguais. Como vol(Aj) = ¢", a igualdade (2.8)

implica que M vol(By(c)) < ¢™. O

Exemplo 2.17. Sera que existe um c6digo bindrio (8,29,3)?

A Estimativa de Singleton da
Ay(8,3) <2873 =64 .

vol(Bs(c)) = (i) + <§> + <§) —1+4+8+28=37,

o Minorante de Cobertura de Gilbert-Varshamov dé
28 256

E inconclusivo.

Como

A(8,3) > ———— = — =6,9...
2(8,3) 2 vol(Ba(c)) 37
logo A2(8,3) > 7. Também é inconclusivo.
O Majorante de Empacotamento de Hamming da
28 256
A2(8,3) < —————~=—=28,4...

~ vol(Bj(c)) 9
logo A2(8,3) < 28 e, portanto, ndo existem cédigos (8,29, 3)s.

E o que é que acontece quando se verifica a igualdade nas estimativas de Gilbert-Varshamov ou de
Hamming?
Seja C' um c6digo g-ario de comprimento n qualquer. Define-se raio de empacotamento por
pe(C) :=max{r € Ny : B.(c)NB,(d) =2 Ve,d €C, com z # 2’}
e rato de cobertura por
pe(C) :=min{r € Ny : U B(c) = Ay} -
ceC
Assim, o raio de empacotamento p.(C') é o maior raio possivel de modo a todas as bolas de centro em
palavras do cédigo serem disjuntas duas a duas. Como nao hé sobreposigoes, € possivel “empacotar”

estas bolas no espago A7. E o raio de cobertura p.(C) é o menor raio r de modo as bolas de raio r
e centro nas palavras de cédigo formarem uma cobertura do espago Ag.

Na demosntracao do Teorema 2.15 provou-se que p.(C) < d—1=d(C) — 1 e na do Teorema 2.16

d(C) -1
provou-se que p.(C) >t = {<;J . Compare também com o Teorema 1.29 ou o Corolario 1.30.

Definicao 2.18. Um cédigo C' de parametros (n, M, 2t + 1), diz-se perfeito sse p.(C) = p.(C).
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Isto é, as bolas de raio p = p.(C) = pe(C) e centro em ¢ € C sao disjuntas duas as duas e formam
uma cobertura de .Ag. Diz-se também que estas bolas constituem um empacotamento perfeito, sem
“sobreposicoes” nem “espacos vazios”.

Exemplo 2.19. Seja C' ={000,111}. Uma vez que
B1(000) = {000,100,010,001} e  By(111) = {111,011,010, 110} ,
verefica-se directamente que
Z5 = B1(000) U B1(111) e  B1(000) N By(111) = & ,
donde se conclui que p.(C) = p.(C) = 1 e, portanto, C' é um cédigo perfeito.
Exemplo 2.20. Cédigos perfeitos triviais:

(a) Seja C' um cédigo contendo uma palavra apenas, de comprimento n. Neste caso, a distancia
minima d(C') néo foi definida, mas como C' corrige n erros, convencionamos que d(C) = 2n + 1.
Deste modo, os parametros de C sao (n,1,2n + 1), e C verifica a igualdade na estimativa de
Hamming (2.7) sendo, portanto, um cédigo perfeito.

(b) C = A}, com parametros (n,q", 1)y, ¢ um cédigo perfeito, porque o raio de empacotamento

pe(C) e o raio de cobertura p.(C) sao ambos zero.

(c) Os cédigo de repeticao bindrios de comprimento n impar também sao perfeitos.

Alguns exemplos de codigos perfeitos nao triviais, a ver mais tarde, sao os cédigos de Hamming e
os c6digos de Golay.

Exemplo 2.21. Sera que existe um c6digo perfeito binério de parametros (7,16, 3)?

Como
qn 27 27 27

—94 _ m

vl(Bi(e))  ()+ () 1+7 2
os parametros (7,16, 3) satisfazem a igualdade na Estimativa de Hamming. Daqui apenas se pode

existir que pode existir um tal cédigo.

Neste caso existe mesmo: o cédigo do Exercicio 6 da Ficha 1, que é um exemplo de codigo de
Hamming bindrio, tem parametros (7,16,3). Deixamos como exercicio verificar que a distancia
minima deste codigo é de facto 3.

2.3. Estimativas de Plotkin

Terminamos esta seccao com as estimativas de Plotkin, primeiro enunciadas no caso bindrio no
Teorema 2.22, depois generalizadas para o caso g-ario, com ¢ arbitrario, no Teorema 2.23. As
demostracoes sao parte dos exercicios da Ficha 2.

Teorema 2.22. Seja C' um cddigo bindrio (n, M,d) com n < 2d. Entao
2d

2d —n
M < 2
2d —n

se M € par

—1 se M ¢ impar
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-1 d
Teorema 2.23. Seja 6 = qT Se d > 6n, entio Ay(n,d) < T 04"

Note que, pondo ¢ = 2 no Teorema 2.23, obtém-se uma estimativa mais fraca do que no Teorema
2.22 no caso de M impar.

Exercicios

2.1. Resolver a Ficha 2.
2.2. Mostre que A4(n,d) < Ag41(n,d).
2.3. Mostre que Az(5,4) = 2.

2.4. (a) Demonstre a Proposigao 2.8.
(b) Através de um contra-exemplo, mostre que a segunda alinea da Proposi¢ao 2.8 nao é
verdadeira para vectores em Z%, n > 1.

2.5. Usando o Lema 2.12, verifique que o volume das bolas de raio n em Aj é de facto ¢".

2.6. Mostre que, se existe um cédigo perfeito C' de parametros (n, M,d),, entao Ay(n,d) = M e
verifica-se a igualdade nas estimativas de Gilbet-Varshamov e de Hamming.

2.7. Justifique as afirmagoes do Exemplo 2.20 resolvendo as seguintes alineas:
(a) Verifique que um cédigo contendo apenas uma palavra satisfaz a igualdade na Estimativa
de Hamming.
(b) Para o cédigo C' = A7, calcule os raios de empacotamento p.(C) e de cobertura p.(C').
Verifique também que C' satisfaz a igualdade na Estimativa de Hamming.
(c) Repita a alinea anterior para os cédigo de repeti¢ao bindrios de comprimento fmpar.



CAPITULO 3

Corpos Finitos e
Espacos Vectoriais

1. Corpos finitos

Nesta secgao comegamos por rever a definicao e algumas propriedades dos anéis Z,, e também de
anéis quocientes de polinémios. Depois introduzimos uma construgao dos corpos finitos. Os anéis
quocientes de polinémios sao tteis quer na construcao de corpos finitos, que faremos de seguida,
quer na descrigao de cédigos ciclicos no Capitulo 8. Alguns dos resultas nao serao demonstrados,
ou porque os alunos ja estudaram as demonstracoes numa cadeira de algebra anterior, ou porque
nao fazem parte do ambito desta cadeira. Mas, para os alunos interessados, sugere-se a consulta do
livro [1].

Seja m um numero positivo (bastava assumir que m # 0, mas com m > 0 nado precisamos de
nos preocupar tanto com os sinais). No anel dos nimero inteiros Z, temos a seguinte relacdo de
congruéncia:
— ! !/
a=a (modm) <= a—d =km paraalgumkecZ

i.e. a,a’ € Z dizem-se congruentes médulo m sse a — a’ é divisivel por m.

Note-se que, como caso particular, qualquer inteiro a é congruente com o resto r da sua divisao por
m. Recorde ainda que, para cada a € Z, o algoritmo da divisao em Z garante que o resto r e o
quociente g sao os unicos inteiros tais que

a=qgm-+r com re{0,....,m—1}.

Podemos entao identificar as classes de equivaléncia da relacao de congruéncia com os restos da
divisdo por m. Assim, cada ntimero inteiro pertence exactamente a uma tnica classe de equivaléncia
e denotamos o conjunto de todas elas por Z,,. Por abuso de linguagem, nem sempre distinguimos
entre a classe de equivaléncia (um conjunto) e os seus representantes (os elementos do conjunto) e

23
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escrevemos
Loy ={0,1,...,m — 1} .
Assim, por exemplo, se m = 3
7=4=-2=1 (mod 3),
o resto da divisao de 7, 4, —2 e 1 por 3 é sempre 1, e estes inteiros pertencem todos a mesma classe
de equivaléncia médulo 3. A sua classe de equivaléncia é o conjunto

{14+3k:keZy=1{...,—5-2,1,4,7,11,...}.
Com m = 3, ha mais duas classes de equivaléncia, nomeadamente
{043k : keZ}={...,-6,-3,0,3,6,12,...} e
{243k : keZ}={...,—7,-4,-1,2,5,8,... } ,
e identificamos Z3 com {0, 1, 2}.
No caso de m = 2, ha duas classes de equivaléncia, uma formada pelos niimeros pares, a outra pelos
impares, que identificamos com os restos 0 e 1, respectivamente, e escrevemos Zy = {0, 1}, como ja
temos feito nos capitulos anteriores.
Proposigao 3.1. Sea =d (mod m) eb=1V (mod m), entdo
(i) a+b=d 4+ (modm) e
(i) ab = ad'b’ (mod m).

A proposicao anterior permite definir as operagdes soma e produto em Z,, & custa das operacoes
respectivas em Z.

Teorema 3.2. O conjunto Zp, com a soma e produto definidos pelo Proposicio 3.1 é um anel
comutativo com identidade, i.e., satisfaz as sequintes propriedades:

(i) a+b="b+a e ab=ba (comutatividade da soma e produto)
(ii) (a+b)+c=a+ (b+c) e (ab)c = a(be) (associetividade da soma e do produto)
(iii) (a 4 b)c = ac + be (distributividade da soma em relagao ao produto)
(iv) a+0 = a (existéncia de elemento neutro da soma, ou zero)
(v) a-1=a (existéncia de elemento neutro do produto, ou identidade)
(vi)Va € Ly, 3 —a €Ly tal que a+ (—a)=0 (ezisténcia de simétrico)
para quaisquer a,b,c € ZLy,.
Definig¢ao 3.3. Um corpo F é um anel comutativo com identidade que satisfaz a seguinte condigao
VacF\{0} Ja'eF talque a-(a!)=1 (existéncia de inverso)
Exemplo 3.4. e Q. R e C sao corpos.
e 7 é um anel, mas nao é um corpo.

e O conjunto das matrizes 2 X 2 de entradas reais, Ms(R), é um anel com identidade mas nao é
comutativo.

e < 2 >:= {inteiros pares} é um anel comutativo sem identidade.
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Um corpo verifica ainda as seguintes propriedades.
Proposicao 3.5. Seja F um corpo. Entao

(1) a-0=0 para qualquer a € F,

(2)a-b=0 = a=0 ou b=0 (lei do corte).

Exemplo 3.6. e Zy = {0,1} é um corpo. O unico elemento nao nulo, o 1, é o seu préprio
inverso.

e Zs=1{0,1,2} é um corpo e tem as seguintes tabelas de operagoes (ou “tabuadas”)

e Z4=1{0,1,2,3} ndo é um corpo porque nao satisfaz a lei do corte pois 2 x 2 =0 (mod 4) mas
2 # 0 (mod 4). Em particular, 2 nao ¢ invertivel. No entanto 3 é invertivel e o seu inverso,
em Zy4, é o proprio 3 pois

3x3=9=1+4+2x4=1 (mod4).

Teorema 3.7. Z,, € um corpo sse m € wm numero primo.

Nesta seccao iremos ver que, embora 4 nao seja um nimero primo, existe um corpo com quatro
elementos. E outro com 8, e outro com 9, e muitos mais. Mas nao existe nenhum corpo com 6
elementos, nem com 10.

Definigao 3.8. Seja F um corpo finito.
e A ordem de IF é o seu cardinal, que passamos a denotar por |F|:
|F| = #F = ordem do corpo F .
e Dizemos que a € F\ {0} tem ordem n > 0, que denotamos por |a| = n ou ord(a) = n, se
a” =1e af # 1 para 0 < k < n ou, equivalentemente,
la| =min{n e N : " =1} .

o A caracteristica’ de F é definida por

n
car(F) =min{n e N : n-1 :221:0} ,
i=1
se este minimo existe, ou car(F) = 0 caso contrario.
e a € F diz-se um elemento primitivo® se
F\ {0} ={a":i>0}.
Notagao 3.9. F, ou GF'(q) (de “Galois Field”) designa um corpo de ordem g.

1Esta definicdo faz sentido para qualquer corpo F, ndo necessariamente finito.
2Também existe a nogao de elemento primitivo para corpos nao necessarimente finitos, mas a definicdo aqui apresentada
apenas se aplica ao caso finito.
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Exemplo 3.10. Os corpos Q, R e C tém caracteristica zero.

Exemplo 3.11. Consideremos o corpo Zy = {0,1}, ou Fo. Obviamente tem-se que a sua ordem é
|Zo| = #7Z2 = 2. Quando a caracteristica, como 1 #0e 2-1 =141 = 0 em Zg, conclui-se que
car(Zsy) = 2. Neste caso s6 existe um elemento nao nulo, a identidade, que é também um elemento
primitivo de Zs.

Exemplo 3.12. Consideremos o corpo Zs = {0,1,2}, ou F3. Tal como no exemplo anterior,
|Zs| = 3. Também temos que car(Zs) = 3, pois

1#£0, 2:-1=141=2#0 e 3:-1=1414+1=3=0 em Zsg .
Como

22=4=1 (mod 3),
entdao Zsz \ {0} = {1, 2} = {2, 22}, donde se conclui que 2 é um elemento primitivo de Zs.

Exemplo 3.13. Seja p um ntmero primo. Pelo Teorema 3.7 sabemos que Z, ¢ um corpo. Da
construgao de Z, tem-se directamente que a sua ordem ¢é |Z,| = p. Por isso também escrevemos F,,
para designar este corpo.

Vamos agora calcular a caracteristica de Z,. Seja m um inteiro tal que 0 < n < p. Identificando
n com a sua classe que equivaléncia médulo p, ou seja, pondo Z, = {0,1,2...,p — 1} como temos
feito para p = 2, 3, tem-se que

n

1=1+4+---41= 0 d
> +-+1=n#0 (modp),

=1 n vezes

l=14--+1=p=0 dp),
> 4o l=p (mod p)

=1 p vezes

logo car(Zy) = p.

Teorema 3.14. Seja F um corpo qualquer. Entao ou car(F) = 0 ou car(F) = p para algum nimero
pPrimo p.

Dem. Suponhamos que car(F) = n # 0. Suponhamos também que n nao é um ndimero primo.
Entéo existem inteiros a e b tais que n = ab e 1 < a,b < n. Da defini¢do de caracteristica, tem-se

n
0=> l=n-1=(ab)-1=(a-1)(b-1)
i=1
em F. Pela Lei do Corte, conclui-se que a-1 = 0 ou b- = 0, o que contradiz o facto de n ser o menor
inteiro positivo tal que n-1 = 0. (]

Nao ¢ dificil de ver que, se car(IF) = 0, entao F é um corpo infinito. Portanto, pelo teorema anterior,
a caracteristica de qualquer corpo finito é um niimero primo.

Embora ndo o vamos demonstrar nestas notas, é verdade que qualquer corpo finito contém um
elemento primitivo. A seguinte proposicao é bastante 1util para averiguar se um dado elemento é
primitivo ou nao, sem calcular todas as suas poténcias.
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Proposicao 3.15. Seja F um corpo finito de ordem q. Entdo

(i) para todo o a € F, a? = a,
(i) para todo o a € F\ {0}, |a| divide ¢ — 1,
(iii) a € F\ {0} é um elemento primitivo de F sse |a| = q— 1.

Dem. (i) O resultado ¢ trivial se @ = 0. Seja entéo a # 0, e sejam by,..., by—1 0s elementos nao nulos
de T, ie., seja F\ {0} = {b1,...,b4—1}. Como a # 0, também temos que F\ {0} = {aby,...,abs_1}.
Assim, multiplicando todos os elementos nao nulos de F, fica

by by_1 = (aby) -+ (abg_1)
ou ainda

br- byt = (@) (b1) - byn)
donde se obtém a1 = 1.
(ii) Fixemos a € F\ {0} e seja m um intero positivo tal que a™ = 1. Sejam r, s inteiros tais que
m=lals+re0<r < |a| (ie., aplicimos o algoritmo da divisao aos inteiros m e |a|). Entao

1=aq™ = a|a|s+T — (a\a|)sar —a" ’

portanto r = 0, por defini¢ao de |a|, ou seja, |a| divide m. O resultado agora segue da alinea (i),
pois podemos escolher m = ¢ — 1.

(iii) Deixamos como exercicio justificar que a € F \ {0} tem ordem ¢ — 1 sse a, a2, ..., a?~! sdo

todos distintos. O

1

Exemplo 3.16. Consideremos o corpo Z7 = {0,1,2,3,4,5,6}, ou F;. Vamos determinar todos os
seus elementos primitivos, calculando primeiro a ordem dos seus elementos nao nulos.

Como |Z7| = 7 e, pela Proposicao 3.15(iii), |a| divide |Z7|—1 = 6, entdo a ordem de qualquer a € Zr,
com a # 0, é 1,2,3 ou 6. Portanto basta calcular as poténcia a? e a3 para decidir se a é primitivo ou
nao (porqué?). E basta fazé-lo para a # 1, uma vez que a identidade tem sempre ordem 1. Assim,
temos

22=4, 22=8=1 — 2| =3
32=9=2, 3¥=3%.3=2.3= — 13| =6
42=(-32=32=2, #2=(3°=-6=1 — 14 =3
52=(-2%=4, 53=(-23=-1= — 5] =6
62=(-1)%=1 — 6] =2

donde se conclui que os elementos primitivos de Z; sao precisamente o 3 e o 5.

Exemplo 3.17. Z, nao é um corpo porque 4 nao é um numero primo. Mas serd que existe um
corpo de ordem 47

Vamos considerar um conjunto de 4 elementos, Fy = {0, 1, a, b}, com 0 o zero e 1 a identidade de Fy,
e tentemos escrever as tabelas para a soma e para o produto de modo a satisfazer as propriedade
de corpo.
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As propriedades dos elementos zero e identidade forcam a primeira linha da tabela da soma e as
duas primeiras linhas da tabela do produto e, por comutatividade das operacodes, as correspondentes
colunas também ficam preenchidas. A lei do corte para o produto for¢a as restantes 4 entradas da
tabela do produto. Portanto ja se calculou:

+]0 1 a b x|0 1 a b
010 1 a b 0/0 0 0 O
111 e 110 1 a b
a|a al0 a b 1
b|b b0 b 1 «a

A lei do corte para a soma implica que 1 +a =0 ou 1 4+ a = b. Suponhamos que 1+ a = 0. Entao,
muliplicando por b obtém-se b+ 1 = 0 e, comprando com 1 + a = 0 novamente, ficava a = b o
que é falso. Logo tem de ser 1 + a = b. Esta condicao, juntamente com as propriedade de corpo e
com o produto ja definido, permite completar o resto da tabela da soma. Obtém-se, finalmente!, as
seguintes tabuadas

+]0 1 a b x|0 1 a b
0[]0 1 a b 00 0 0 O
1110 b a e 110 1 a b (3.1)
ala b 0 1 a0 a b 1
blb a 1 0 b0 b 1 a

Estas tabelas definem de facto uma estrutura de corpo em F4. Além disso, da tabela da soma
conclui-se que a [F4 tem caracteristica 2 e, da tabela do produto, conclui-se que a e b sao elementos
primitivos.

Como se viu neste 1ltimo exemplo, determinar as tabuadas apenas com base nas propriedades de
corpo nao é tarefa simples, mesmo se ja soubermos que existe um corpo de determinarda ordem.
Os alunos que ja estudaram um pouco de teoria de grupos podiam ter chegado mais rapidamente
a tabuada da soma, uma vez que (F4,+) é um grupo abeliano e apenas hd dois grupos com 4
elementos: a outra escolha para a soma leva as operacoes de Z4. Mesmo assim, estas observacgoes
nada simplificam no caso de corpos finitos de ordens maiores. Interessa portanto construir os corpos
F, de uma maneira mais eficiente. Para isso, precisamos de rever primeiro algumas definicoes e
propriedades dos anéis polinémios.

Seja F um corpo qualquer. Seja F[t] o conjunto dos polinémios com coeficientes em F, i.e.
F[t] := {a(t) = ao + a1t + agt® +--- + a,t™ : n € Ny, a; € F}
Este conjunto com a soma e produto usuais de polinémios é um anel comutativo com identidade.

Define-se o grau de um polinémio a(t) por

—00 se a(t) é o polinémio nulo,
degla() ={ 0 ¢op
max{i € Ny : a; # 0} caso contrario.
A semelhanca de Z, o anel F[t] tembém tem definido um algoritmo de divisdo, ou seja,
Va(t),b(t) e F[b],b(t) A0 Fq(t),r(t) € F[t] tais que a(t) = q(t)b(t) + r(t)

onde deg(r(t)) < deg(b(t)). Naturalmente chamamos quociente a ¢(t) e resto a r(t).
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Fixemos f(t) € F[t] \ {0}. Analogamente a Z, definimos uma rela¢do de congruéncia em F[t| por
a(t)=d(t) (mod f(t)) = a(t) —d'(t) = k(t)f(t) para algum k(t) € F[t] .

e definimos ainda o quociente F[t]/f(t), ou F[t]/{f(t)), como o conjunto das classes de equivaléncia
que, continuando com a analogia a Z, identificamos com os restos r(t) da divisao por f(t):

F[t]/ f(t) = conjunto dos restos da divisao por f(t) € F[t]
= conjunto dos polinémios em F[t] de grau estritamente menor que deg(f(t)) .

Tal como fizemos para Z,,, sempre que nao haja ambiguidades, ndo distinguimos uma classe de
equivaléncia dos seus representantes. E é isso que fizemos nas igualdades anteriores.

Proposicao 3.18. Seja f(t) € F[t] um polindmio nao nulo. O quociente F[t]/{f(t)), com a soma
e o produto definidos mddulo f(t), € um anel comutativo com identidade. Os elementos zero e
identidade sao representados pelo polindmio nulo 0 € F[t] e pelo polindmio constante 1 € F[t],
respectivamente.

Exemplo 3.19. Consideremos o anel dos polinémios com coeficientes em Fo, Fo[t], e seja f(t) =
t2 +t+ 1. Como f(t) tem grau 2, temos

Folt]/(f()) = {a+bt : a,beFo} ={0,1,¢,t+1} .

Deixamos como exercicio verificar que as tabelas da soma e produto deste anel sdo

+ [0 1 t o t+1 x |0 1 t o t+1
o[ o 1 tt+1 o [0 0o 0 0
1 10 t+1 t e 1 (o 1 tt+1
t t t+1 0 1 t |0t t4+1 1
t+1t+1 ¢ 10 t+1]0 t+1 1 t

Portanto, Fa[t]/(t? + ¢ 4+ 1) é um corpo. [Compare com as tabelas (3.1) do Exemplo 3.17.]

Exemplo 3.20. Seja f(t) = t2 + 1 € Fa[t]. Tal como no exemplo anterior, tem-se que
FQ[t]/<t2 + 1> = {07 1at7t + 1} y

porque deg(f(t)) = 2. Mas as operagoes soma e produtos sao agora dadas pelas tabelas

+ | 0 1 t t+1 x [0 1 t t+1
0 [ o 1 t t+1 0 /o 0o 0 0
1 1 0 t+1 ¢ e 1 |0 1 t o t+1
t t t+1 0 1 t |0 ¢ 1 t+1
t+1|t+1 ¢ 1 0 t+1]0 t+1 t+1 0

Em particular, como (¢t + 1) +1)=t>+2t+1=1t>+1=0 (mod t? + 1), ndo se verifica a lei do
corte e, portanto, Fa[t]/(t? + 1) ndo é um corpo.

Pergunta: Quando é que o quociente F[t]/f(t) é um corpo?

Defini¢ao 3.21. Dizemos que f(t) € F[t] é um polindmio redutivel se é possivel escrever f(t) =
a(t)b(t), em F[t], com deg(a(t)) < deg(f(t)) e deg(b(t)) < deg(f(t)). Caso contrario, dizemos que
f(t) é irredutivel.
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Exemplo 3.22. (a) Como t2 +1 = (t+1)(t + 1) em F3[t], o polinémio t? + 1 é redutivel em Fa[t].

(b) t? 4+ 1 é irredutivel em F3[t]. Porqué?

(c) 2 +t+ 1 é irredutivel em Fy[t]. Porqué?

(d) f(t) = t*+t2+1 é redutivel em Fa[t] porque f(t) = (t* +t+ 1)2, mas note que f(t) ndo possui
rafzes em Fo: f(0) = f(1) =1#0.

Teorema 3.23. Seja F um corpo e seja f(t) € F[t] um polindmio nao nulo. Entdo o quociente
Fit]/(f(t)) € um corpo se e sé se f(t) € irredutivel em F[t].
Portanto

e Se F é um corpo finito de ordem g e f(t) € F[t] é um polinémio irredutivel de grau m > 0,
entdo o quociente F[t]/(f(t)) é um corpo de ordem ¢".

e O Exercicio 2(c) da Ficha 3 implica que, para qualquer inteiro positivo m e para qualquer
primo p, existe um polindmio irredutivel em F,[t] de grau m.

E fica assim justificado que exitem corpos de ordem p™. O resultado geral acerca da existéncia de
corpos finitos é o seguinte:

Teorema 3.24. (i) Existe um corpo de ordem q se e sé se ¢ = p™ para algum primo p e algum
inteiro m > 1.

(ii) Se E e F sao corpos finitos com a mesma ordem, entio E e F' sao isomorfos.

¢

A segunda alinea deste teorema quer dizer que s6 hd um corpo de ordem ¢, a menos de “mudar os

nomes dos seus elementos”.

Observagao 3.25. ATENGAO! Se p é um nimero primo, tem-se que F, = Z,,. Mas Fpm % Zym, se
m > 1, porque Zy» nao ¢ um corpo.

Seja f(t) um polinémio de grau m, irredutivel em F,[t]. Seja o uma raiz de f(¢). Entao o corpo
Fym =TF4[t]/(f(t)) também pode ser representado por

Fla] = {ao +ara+ -+ apm_12™ ' : a; €F} . (3.2)
Se, além disso, o for também um elemento primitivo de Fym, entao
Fym = {0,a,0?, ...,a?" 71} . (3.3)

A descrigao (3.2) é mais 1util para determinar a soma de elementos, a descrigao (3.3) é mais 1til
para calcular o produto de elementos.

Terminamos esta secgdo enunciando algumas propriedades tteis sobre polinémios (ir)redutiveis.
Proposicao 3.26. Seja F um corpo e fizemos f(t) € F[t]. Entao
(a) t —a divide f(t) sse f(a) =0 (i.e., se a é raiz de f),

(b) se f(t) tem grau 2 ou 3, entdo f(t) € irredutivel sse ndo tem raizes em F.
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Dem. (a) Se t — a divide f(t), entao f(t) = (t — a)g(t) para algum polinémio ¢(t) € F[t]. Pondo
t =a fica f(a) =0.

Reciprocamente, o algoritmo de devisao implica que exitem polinémios ¢(t),r(t) € F[t] tais que
f(t) =q(t)(t —a)+r(t) com deg(r(t)) < deg(t —a) = 1, ou seja, o resto é um polinémio constante
r(t) = r. Como g(a)(a —a) +r = f(a) =0, obtém-se r = 0.

(b) f(t) é redutivel sse f(t) = a(t)b(t) com deg(a(t)) = 1 e deg(b(t)) = 1 ou 2, porque deg(f(t)) = 2
ou 3. Logo temos a(t) =t — a para algum a € F e, pela alinea (a), a é raiz de f(t). O

A alinea (b) deste teorema permite responder as questoes deixadas no Exemplo 3.22 sem recorrer a
factorizagoes de polinémios.

2. Espacos vectoriais sobre corpos finitos

Seja [F; um corpo finito. A nogao de espaco vectorial sobre [F, é em tudo andloga a estudada na
cadeira de Algebra Linear no caso do corpo dos escalares ser o R. Em particular, ndo é dificil
verificar que o conjunto (F,;)" é um espago vectorial com a soma de vectores e produto por um
escalar definidos coordenada a coordenada respectivamente por
T4+y=(r14+y1, ., Tn+Yn)
aZ = (axy,...,axy,)
onde ¥ = (¥1,...,%) € ¥ = (Y1, ..,Yn) 520 vectores em F e a € F, é um escalar.

O espago vectorial Fy' também costuma ser denotado por V(n,q). Os vectores em [ serao denotados
por Z, ¥, etc ou simplesmente por x, y, etc.

Se V' é um espago vectorial, um subespago vectorial de V' é um subconjunto W C V| nao vazio, tal
que W é ele proério um espacgo vectorial.

Todos os espagos vectoriais que iremos considerar nesta cadeira serao subespagos de algum Fyg.
Tal como se verifica para espagos vectoriais reais, também temos o seguinte resultado quando o
corpo dos esclares é F, (ou mesmo qualquer corpo, finito ou infinito).

Teorema 3.27. Seja V um espaco vectorial e W CV com W # &. Entao, W é um subespaco de
V sse W € fechado para a soma e para o produto por um escalar.

A demosntracio é consequéncia directa dos axiomas de espaco vectorial.

Exemplo 3.28. Os seguintes conjuntos sao espacos vectoriais:

(a) {6} e Fy

(b) Vi={(a,a,...,a) : a € Fy} CFy

(c) Vo =1{(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} C F3

(d) V5 ={(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)} C F3

De seguida iremos ver algumas definicoes e resultados para espacos vectoriais sobre o corpo finito

F,. Muitos deles sao completamente andlogos aos ja estudados na cadeira de Algebra Linear, e as
demonstracgoes serao omitidas, mas por vezes o caso finito tem um comportamento diferente.
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Definicao 3.29. Seja V' um espaco vectorial sobre [F,.

e Uma combinacao linear de vectores vq,...,v,. € V é um vector da forma aqv1 +---+a,v, € V,
coma; €Fg,i=1,...,r.
e Um conjunto de vectores {v1,...,v,} CV diz-se linearmente independente se
alvl—l—---—i-arv?a:ﬁ = qaqr=a3=---=a,=0
e Diz-se que {v1,...,v,} CV éum conjunto gerador de V se qualquer vector em V' é combinagao
linear de vy, ..., v,.
e O espago gerado pelo conjunto {vy,...,v,} CV é
(v1,...,0p) ={arv1 + -+ a0 1 a; €y},
portanto é o menor subespeco de V' que contém os vectores vi, ..., V.
e Uma base de V' é um conjunto gerador linearmente independente.
Exemplo 3.30. Continuando o Exemplo 3.28:
e Qualquer conjunto que contem o vector nulo 0 ¢ linearmente dependente.
e O espaco {0} nio contém nenhuma base.
e {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é uma base de Fg, é a chamada base candnica.
e {(1,1,...,1)} é uma base para o espago V; do Exemplo 3.28(Db).
e {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} é uma base para o espago V5 do Exemplo 3.28(c) e {(1,0,1,0),(1,1,1,1)}
é uma outra base para 0 mesmo espaco.
e {(0,1,2)} é uma base para o espago V3 do Exemplo 3.28(d).
Teorema 3.31. Seja V # {6} um espago vectorial finito sobre Fy. Entao qualquer conjunto gerador
de V' contém uma base.

Como consequéncia directa, tem-se que qualquer subespago V' # {6} de Fy tem uma base.
Exemplo 3.32. Seja V' C F3} o espago gerado pelo conjunto {(0,1,2,1),(1,0,2,2),(1,2,0,1)}.
Vamos determinar uma base para V.

Uma vez que F3 é um corpo tal como R, o método de eleminacao de Gauss continua a ser valido.
Aplicando entao o método de eleminagao de Gauss a matriz (de entradas em F3) cujas linhas sao
os vectores do conjunto dado, fica

10 2 2 1 0 2 2 10 2 2
1201 —10 2 1 2| — (0 2 1 2
01 21 01 21 0000

portanto, olhando para a ultima matriz, conclui-se que (0, 1,2,1) é combinagao linear de (1,0,2,2)
e (1,2,0,1). Conclui-se ainda que {(1,0,2,2),(1,2,0,1)} é uma base para V.

Teorema 3.33. Seja V # {6} um espago vectorial finito sobre F,. Entao

(i) Fizada uma base B = {vi,...,v.} de V, qualquer vector v € V se escreve de maneira unica
como combinagao linear dos vectores da base B, i.e.,

VoeV 3Flay,...,a, €Fy tais que v =ajv1 + -+ ayv, .
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(ii) Qualquer base de V' tem o mesmo nimero de elementos.

Definigao 3.34. A dimensao do espago vectorial V' C Fy' é o ntiimero de elementos de uma base de
V,seV # {6}, e dim(V) =0 se V é o espago nulo.

Note que o Teorema 3.33 garante que a definicdo anterior ndo depende da base escolhida para V.

Exemplo 3.35. Consideremos novamente os espagos V1, Vo e V3 do Exemplo 3.28. Entao, pelo que
foi dito no Exemplo 3.30, dim(V;) = 1, dim(V2) = 2 e dim(V3) = 1.

Tratando-se de um espago vectorial finito, ndo é sempre necessario determinar uma base para para
calcular a sua dimensao.

Seja V £ {6} um subespago vectorial de Fy e seja k a sua dimensao, que queremos determinar.
Também sabemos que V' possui uma base com k vectores, e designemos por vy,...,v; 0s vectores
dessa base. Quantos elementos é que V' contém? Como qualquer v € V se escreve de maneira
Unica como uma combinacao linear de vy,...,v; (pelo Teorema 3.33 (i)), entao escolhas diferentes de
coeficientes escalares dao origem a vectores distintos de V, i.e,

aivy + - -+ agvp = by + - -+ b

com ai,...,ak, b1,..., b, € Fy, sse a; = b; para ¢ = 1,...,k. Ou seja V contém exactamente q*
vectores, onde k = dim V. Assim, provamos que o nimero de elementos em V é uma poténcia de
q = |Fq| e que a sua dimensao é

dim V' = log, (#V) | . (3.4)

J& agora repare que a férmula (3.4) também é véalida quando V é o espago nulo.
Definicao 3.36. Sejam u,v € Fy, de coordenadas u = (u1,...,n,) € v = (v1,...,vy).
(i) O produto interno euclideano dos vectores u e v é o escalar v - v = ujvy + -+ Upv, € Fy.
(ii) Dizemos que u é ortogonal a v, e escrevemos u L v, sse u - v = 0.
Proposigao 3.37. Para quaisquer vectores u,v, w € Fy e escalares a,b € Fy, verifica-se
(i) uw-v=wv-u (simetria)
(ii) (au+bv) - -w=a(u-w+b(v-w) (linearidade)
(iii) uw-v =0 para todo o u € Fy; se e s6 se v = 0 (ndo degenerescéncia)
Dem. As alineas (i) e (ii) provam-se aplicando directamente a defini¢ao de produto interno e usando
as propriedades de comutatividade e distributividade do corpo IF,.

Na alinea (iii), se v = 0 entéo, usando outra vez a defini¢do de produto interno, tem-se claramente
que u-v = 0. Reciprocamente, suponhamos que v # 0. Entao existe uma coodenada i tal que v; # 0.
Seja u o vector com todas as coordenadas nulas excepto u; = 1. Entao u - v = w;v; = v; # 0. O

ATENCAO! Nao é verdade, em geral, que v - v = 0 apenas para o vector nulo v = 0. Por exemplo,
em F3 se v =(1,0,2,1) entdo v-v=12+0+22+12=1+0+ 1+ 1 =0 (as operagdes sio feitas
em F3). Este comportamento “estranho” deve-se ao facto dos corpos finitos [, terem caracteristica
nao nula.
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Ha outros produtos internos com interesse na Teoria de Cédigos (ver o Exercicio 3.5 para um
exemplo), por isso damos aqui a definigao geral.

Definicao 3.38. Um produto interno em [y é uma aplicacao (-,-) : Fy x Fy — Ty tal que
o (u+v,w) = (u,w) + (v,w),
o (u,v+w) = (u,v) + (u,w),

e (u,v) =0 VuelFyssev=0e

[’}

e (u,v) =0 VovelFysseu=0,
para quaisquer vectores u, v, w € IE‘Z.
Mas, por defeito, usaremos o produto interno euclideano.
Definigao 3.39. Seja V' um subespago vectorial de Fy. O complemento ortogonal de V' é o conjunto
VL:{wEIFg cw-v=0 YveV}
Note que, tal como no caso dos subespacos de R”, na definicio de V+ basta verificar a condicao de
ortogonalidade para os vectores v numa base de V', porque o produto interno é linear.

Teorema 3.40. Seja V' um subespago de Fy. Endo o complemeto ortognal VL € também um
subespago de Fy e

dimV +dimV+t =n . (3.5)

Dem. Se V é o espaco nulo, entao V1 = [y e o teorema ¢ valido. Suponhamos agora que V' # {6}
Seja k = dimV e seja {v1,...,v;} uma base de V. Como o produto interno é linear, se x,y € Vvt
e a,be Iy, entao

(ax +by) -v; = a(x-v;) + by - v;) =0, para i=1,...k,

donde se conclui que ax 4 by € V+, logo V+ é um subespaco vectorial de Fy.

Se escrevermos as igualdades v1-x = - - - = v},-2 = 0 em notagao matricial, ficamos com V+ = N/(A),
onde A é a matriz k X n cuja linha i é formada pelas coordenadas do vector v;:
T
L
A= :
S A
Uk kxn

(vT" designa o transposto® de v;.)

Portanto, a dimensdo de V1 é o ndmero de varidveis livres no sistemas de equacdes Az = 0,
que ¢é igual a diferenca entre o nimero de colunas de A menos o nimero de linhas linearmente
independentes. Neste caso fica dimV+ =n —k=n —dimV. O

3Em notagdo matricial, identificamos vectores com matrizes colunas. Assim, se v é um vector ou uma coluna, o seu
transposto vX é uma linha.
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ATENCAO! Contrariamente ao que estamos habituados no caso real, nao é verdade que VoVt = Fy
para todo o subespago V' C Fp.

Recorde que a soma de dois subespagos V, W C Fj é definida por
V+W={v+twelF;:veV,weW} (3.6)
e é um subespago de Fy. Quando se verifica que VW = {6}, dizemos que o espaco soma ¢ a
soma directa de V e W e escrevemos V & W. Assim, Fy=V&Wseesose Fy =V + W e ainda
VnWw = {5} Recorde ainda que a interseccao V N W dos subespacos V e W é sempre um espago

vectorial.

Exemplo 3.41. {(_)'}L = Fy e, neste caso, tem-se trivialmente a decomposigao em soma directa
3 Ml _

{0} ® {0}~ =F7.

Exemplo 3.42. Seja V = ((1,1,1,1)) C F3. Entdo V* = {z € F4 : w(x) é par}, porque z € V=* se

es6sex-(1,1,1,1) = 0seesdsex1+xa+x3+xs = 0emFo, ie., seesdsew(z) =x;+xotxs+zy =0
(mod 2).

Da equacdo x1 + 29 + 3 + x4 = 0, ou 2 = @9 + x3 + 24, que descreve V-, também se tira que
{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} é uma base de V- — o primeiro vector é obtido subtituindo x5 = 1
e x3 = x4 = 0, o segundo substituindo x3 =1 e x2 = x4 = 0, etc.

Quanto as dimensoes temos que dim V' = 1, pois V é gerado por um tunico vector, nomeadamente
(1,1,1,1), e dim V+ = 3, aplicando o Teorema 3.40 ou directamente da definicao de dimensdo, uma
vez que ja temos uma basa para V.

Mas como (1,1,1,1) € V1, porque o seu peso é 4, conclui-se que .

Exemplo 3.43. Seja V o subespago de F3 gerado pelos vectores u = (1,0,1,0) e v = (0,1,0,1).
Como u e v sao linearmente independentes (ja visto num exemplo anterior), conclui-se que V' tem
dimensao 2. Calculemos o complemento ortogonal V. Usando a definicio

Vi={zeF}:z-u=02-v=0}

= {(xl’xQ)x37$4) S F% LI =23, X9 = :1;‘4} ,

donde se conclui que V+ = ((1,0,1,0),(0,1,0,1)), ou seja, .

Teorema 3.44. Seja V' um subespago vectorial de Fy/. Entao (VhHt=v.

Dem. 1° Passo: Mostrar que V C (V+)+,

Seja v € V. Entdo, para todo o w € V= verifica-se v - w = 0 (pela definicio de V), mas isto
também quer dizer que v € (V1)L
2° pPAssO: Comparar dimensoes.

Aplicando o Teorema 3.33 duas vezes, fica
dim(VH+t =n —dimV+:t =n— (n—dimV) =dimV .

Logo, os espacos vectoriais V e (V+)1 tém o mesmo nimero de elementos (justifique), e como um
é subconjunto do outro (pelo 1° passo), conclui-se que sao iguais. O
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Exercicios

3.1. Resolver a Ficha 3.

3.2. (a) Verifique que as tabelas dos Exemplos 3.19 e 3.20 estao correctas.
(b) Determine um isomorfismo (de anéis) entre Zo @ Zg e Fa[t]/(t? + 1).

3.3. Seja V um subespago vectorial de Fy de dimensao k, com 1 <k < n.
(a) Quantos vectores contém V'?
(b) Quantas bases diferentes tem V'?

3.4. (a) Mostre que Fym é um espaco vectorial sobre F,, com a soma e o produto por um escalar
definidos a custa das operacoes em Fym.
(b) Seja f(x) € Fy[z] um polindmio de grau m, irredutivel em F,[z], e seja o € Fym uma raiz
de f(x). Mostre que {1,a,a?,...,a™ 1} é uma base de Fym sobre F,.
3.5. Considere a aplicacao < -, - >pg: FZZ X IF;‘Q — 2 definida por

n
< U,V >Hg= g uivf ,
i=1

onde u = (u1,...,up),v = (V1,...,Up) € IF‘ZQ. Mostre que < -,- >g é um produto interno em
FZQ. Nota: < -,- >p diz-se o produto interno hermitico. O dual hermitico do cédigo linear C' é
definido por

ctn ={veFp :<v,e>p=0 VeceC}.

3.6. Recorde que Fy = Fo[z]/(x? + 2 + 1) = {0,1, , a?}, onde a é uma raiz de 22 + z + 1 € Fy[z].
Mostre que os seguintes cédigos lineares sobre Fy4 sdo auto-duais em relacdo ao produto interno
hermitico definido no problema anterior:

(a) C1 = ((1,1)) C B2,
(b) Cy ={(1,0,0,1,, ), (0,1,0,,1, ), (0,0,1,cx, v, 1)) C FFS.
Serao estes cédigos auto-duais em relagao ao produto interno euclideano?
3.7. Sejam V' e W subespagos de Fy. Mostre que a soma V + W, definida em (3.6), e a intersecgao

V' NW sao espagos vectoriais. Mostre ainda que a soma V + W é o espaco vectorial gerado por
VeW.
3.8. (a) Justifique que os polinémios t3 + ¢+ 1 e 3 + 2 + 1 sdo irredutiveis em Falt].

(b) Justifique que os quocientes A = Fa[t]/(t> +t + 1) e B = Fa[t]/(t3 + t? + 1) sdo ambos
isomorfos ao corpo Fg, e determine um isomorfismo ¢ : A — B.
[Sugestdo: Seja o € A uma raiz de 1+t +t3 e f € B uma raiz de 1 + ¢? + t3. Encontre
uma relacdo entre o e 3 ou, mais precisamente, determine uma raiz de 1 + 2 + ¢ em A.]

(c) Para a descricao A de Fg, determine um elemento primitivo e uma base de A como espagco
vectorial sobre Fsy.
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