CAPITULO 4

Cdédigos Lineares

1. Definicao, parametros e peso minimo

Seja Fy; o corpo de ordem ¢. Portanto, pelo Teorema 3.24, ¢ = p™ para algum primo p e inteiro
positivo m.

Definigao 4.1. e Um cddigo linear g-drio, de comprimento n, ¢ um subespago vectorial de Fy.

e Se C é um cédigo linear, C+ diz-se o cddigo dual de C.
e Se C' = C*, C diz-se um cddigo auto-dual.

Exemplo 4.2. O cddigo de repeticao g-ario de parametros (n, g, n), € linear. Eo subespago de Fy
gerado pelo vector I = (1,...,1), i.e., C = (1) C Fy. O cédigo dual de C' ¢

Ct ={(z1,...,z) eFy : Zazi:()}.
i=1

Para ¢ = 2, obtém-se o cédigo dos pesos pares C+ = {z € F} : w(x) é par}, também denotado por
E,, (de “even”).

Proposicao 4.3. Seja C um cddigo linear de comprimento n sobre F,. Entdo
(i) |C| = ¢@™C, i.e., dimC = log, |C|
(i) dim C + dim C+ =n
(iii) (CH)*+=C
Esta proposigao jé foi demonstrada no capitulo anterior — ver férmula (3.4) e Teoremas 3.40 e 3.44.

Como o numero de palavras que C' contém esta directamente relacionado com a sua dimencao,
definimos que os parametros de um cédigo linear sao [n, k, d], (ou simplesmente [n, k, d], ou ainda
apenas [n, k]), onde k = dim C, e n e d s@o respectivamente o comprimento e a distancia minima,
como anteriormente. Portanto, um cédigo linear [n, k, d], é também um cdédigo (n, q~, d)g.
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38 4. Cédigos Lineares

Recorde que qualquer cédigo, linear ou nao, é equivalente a outro contendo a palavra (vector)
0 € Fy, pelo Lema 2.5. No caso de um cé6digo linear, este contém necessariamente o vector nulo.

Definigao 4.4. Seja C um cédigo qualquer, nao necessarimanete linear. Definimos o peso minimo
de C por

w(C) = min{w(z) : z € C\ {0}},
se C'# {0}, e w(C) =0 se C = {0}.

Teorema 4.5. Seja C # {0} um cddigo linear. Entio d(C) = w(C).

Dem. Como C' # {6}, C contém pelo menos duas palavras e, de acordo com a defini¢ao de distancia
minima, d(C) = min{d(z,y) : =,y € C, x # y}. Sejam entdo z,y € C tais que d(z,y) = d(C).
Portanto

d(C) =d(z,y) = w(z —y) = w(C) .
Na desigualdade usou-se o facto de z —y € C, por C ser linear, e x — y # 0.

Seja agora x € C' tal que w(z) = w(C'). Portanto
w(C) = w(z) = d(z,0) > d(C) .

Na desigualdade usou-se o facto de 0 € C, por C ser linear. O

Para calcular a distancia minima d(C') de um cédigo C, contendo M palavras, por defini¢ao, é

preciso calcular a distancia d(z,y) para (]\24 ) = % pares de palavras. Se C' é linear, o teorema

anterior diz-nos que basta calcular o peso w(z) de M — 1 palavras.

Exemplo 4.6. Continuacgao do Exemplo 4.2.

O cédigo de repeticio C' C Fy tem dimensdo 1. Como w(z) = n para qualquer palavra de cédigo
z € C\ {0}, entdao d(C) = n. Portanto C' é um cédigo g-ario [n, 1,n).

Com q=2en>2, E,=C" logo dimE, =n — 1. Também se tem que w(zx) é par para qualquer
x € E,. Por outro lado (1,1,0,...,0) € E,, e tem peso 2. Logo o peso minimo é w(E,) =2e E, é
um cédigo bindrio de parametros [n,n — 1,2].

2. Matriz geradora e matriz de paridade

Definigao 4.7. Seja C' um cédigo g-ério [n, k.

e Se {v1,...,v;} é uma base de C, a matriz
S .
G: .
S

diz-se uma matriz geradora de C.

e H diz-se uma matriz de paridade de C se é uma matriz geradora do cédigo dual C+.
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Em particular, dim C' > 0 para haver uma matriz geradora, e dim C' < n para haver uma matriz de
paridade.

Note-se que uma matriz geradora tem k linhas e n colunas, e uma matriz de paridade tem n — k
linhas e também n colunas.

Observacao 4.8. Da definicdo de matriz geradora G e de paridade H, tem-se que C é o espago
das linhas de G e é também o niicleo de H. Analogamente, o cédigo dual C* é o espaco das linhas
de H e o nicleo de G.

Exemplo 4.9. G = [1 11 1] é uma matriz geradora do cddigo de repeticao C' C Fé. Por
definicao de complemento ortogonal,

Ct={zeF:.z.T=0}
= {(21, 22,73, 74) : 21 + T2+ 23+ 24 = 0}
= {(—x2 — 3 — T4, 72,73, 74) : T2, 23,74 € F5}

logo {(4,1,0,0),(4,0,1,0),(4,0,0,1)} é uma base de C+ e

¢ uma matriz de paridade para C.

Exemplo 4.10. Qualquer matriz n x n, nio singular!, G é uma matriz geradora do cédigo Fy. Em
particular, podemos escolher G = I,,, a matriz identidade.

Definigao 4.11. Seja C' um cédigo linear de dimensao k e comprimento n.

e Uma matriz geradora Gy, do cdédigo C diz-se na forma canonica se G = [Ik A], onde A é
uma matriz k£ x (n — k).

e Uma matriz de paridade H(,,_)x, do cédigo C' diz-se na forma candnica se H = [B In,k],
onde B é uma matriz (n — k) x k.

Lema 4.12. Seja C' um cddigo [n, k] sobre Fy com matriz geradora G. Entio H ¢ uma matriz de
paridade para C sse HGT =0 e as linhas de H sdo linearmente independentes.

Dem. Seja {vi,...,v;} a base de C obtida a custa da matriz geradora GG, mais precisamente, o
vector vj é a linha j de G. Sejam wq, ...,w,_ as linhas da matriz H. Entao, a entrada (i,7) da
matriz produto HGT é w;vj, que podemos ainda escrever como o produto interno w;-v; dos vectores
w;,vj € Fy.

(=) Se H é uma matriz de paridade de C, as suas linhas s@o linearmente independentes, por
definicao de matriz de paridade, e w; - v; = 0 para todo o i e j porque w; € Cte v; € C. Donde
sai que HGT = 0.

(<) Seja C' o espago das linhas de H. Entao dim C' = n—k porque as linhas de H sao linearmente
independentes. Como w; - v; = 0 para quaisquer 4, j (estamos a assumir que H GT = 0) e o conjunto

IRecorde da Algebra Linear que uma matriz quadrada é nao singular se e s6 se tem determinante nao nulo.
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{v1,...,v;} é uma base de C, conclui-se que C’ é um subespaco de C+. Mas como C’ e C* tém
ambos dimensao n—k, temos necessariamente que C’! = C* e, portanto, H é uma matriz de paridade
de C. O

No enunciado, a igualdade HGT = 0 é equivalente a GHT = 0, pois (AB)T = BTAT (AT)T e a
transposta de uma matriz nula é ainda uma matriz nula.

Se aplicarmos o lema anterior ao cédigo dual Ct obtém-se o resultado andlogo para matrizes ger-
adoras:

Lema 4.13. Seja C' um cddigo [n, k| sobre Fy com matriz de paridade H. Entao G é uma matriz
geradora de C sse HGT =0 e as linhas de G sdo linearmente independentes.

Teorema 4.14. Seja C um cédigo [n, k|, com uma matriz geradora G = [Ik A] na forma candnica.
Entao H = [—AT In_k] € wma matriz de paridade para C na forma candnica.

Dem. Como as ultimas n — k colunas de H formam a matriz identidade, tem-se imediatamente que
as linhas de H sao linearmente independentes. Calculando o produto HGT fica

HGT = [-AT I,4] [é’;] = - ATh 4+ 1, AT = AT 1 AT = 0.

Aplicando o Lema 4.12, conclui-se que H é de facto uma matriz de paridade para C. [l

Como consequéncia, tendo uma matriz geradora G na forma candnica, obtemos directamente uma
base para o codigo dual, nomeadamente, as linhas da matriz de paridade associada a G.

Exemplo 4.15. Seja C' o codigo bindrio linear gerado pelo conjunto
S ={11101,10110,01011, 11010} .

Vamos determinar uma matriz geradora e uma de paridade para C'. Seja M a matriz cujas linhas
sdo os vectores do conjunto S, e apliquemos o método de eliminacao de Gauss a M:

1 1.1 0 1} oy, (11101 1 1101 11101
M= 101 1 0f et JO 1 0 1 1 313l 01011 N 01011
01011 01011 0 00O0O 0 01 11
11010 0 01 11 00111 00 00O

Daqui ja podemos concluir que dim C' = 3, pois ha apenas trés linhas de M linearmente indepen-
dentes. Continuando a eliminacao de Gauss a partir da tdltima matriz obtida, mas agora “de baixo
para cima”, de modo a tentar obter a matriz identidade no lado esquerdo da matriz, fica

11101 1000 1
0 1 0 1 1] you++3 |0 1 0 1 1f -
00111 7 Jloo111l=M
00000 00000



2. Matriz geradora e matriz de paridade 41

Como a matriz M foi obtida de M aplicando apenas operagoes nas linhas (i.e., nao houve trocas de
colunas), M e M tém o mesmo espaco de linhas. Portanto

1 00 0 1]
G=101 0 1 1
0011 1
é uma matriz geradora do codigo C' e estd na forma canodnica, logo
110 1 0
H = 1110 1j

é uma matriz de paridade para C e esta na forma candénica. Aplicou-se o Teorema 4.14 a G para
obter H.

Teorema 4.16. Seja C um cédigo [n, k| sobre Fy, com matriz de paridade H. Entdo

(i) A(C) > d se e so se quaisquer d — 1 colunas de H sdo linearmente independentes,

(i) d(C) < d se e s¢ se existem d colunas de H linearmente dependentes.

Dem. Pelo Teorema 4.5, sabemos que d(C) = w(C). Designemos por ci,...,¢, as colunas da
matriz de paridade H. Seja z = (z1, ..., ;) uma palavra do cédigo C C Fyy com peso w(x) =€ > 0
e suponhamos que as componentes de x nao nulas se encontram nas coordenadas iy, ...,i.. Como

C =N(H), temos

n
$€C<:>Hﬂ§:6 <— incizﬁ

i=1
= x;c + -+ xic, =0 com i, ..., T, #0
<= existem e = w(x) colunas de H linearmente dependentes. (%)

(i) Por definicao de peso minimo, w(C') > d se e s6 se w(x) > d para todas as palavras de cdédigo
xeC\ {6}, ou seja, se e s6 se C' nao contém nenhuma palavra x nao nula com peso w(z) < d — 1.
Esta tltima afirmagao é ainda equivalente a dizer que, por (x), quaisquer d — 1 colunas de H sao
linearmente independentes.

(ii) Analogamente a alinea (i), w(C) < d se e s6 se existe uma palavra nao nula x do cddigo C
com 0 < w(z) < d, o que é equivalente, por (x), a existir um conjunto linearmente dependente de d
colunas de H. (]

Juntando as duas afirmacoes deste teorema, podemos dizer que a distdncia minima de um codigo
linear C' com matriz de paridade H é dada por

’d(C) = numero minimo de colunas de H linearmente dependentes | .

Exemplo 4.17. Seja C' o cddigo linear binario com a seguinte matriz de paridade

o=~ B

1
H=|0
0

O = O
—_ O =
[ S —Y
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Qual a distancia minima de C'? Designemos por ¢; a coluna i de H. Como H tem trés linhas (ou
seja, cada coluna é um vector em IF%), quaisquer 4 colunas sao linearmente dependentes, portanto,
d(C) < 3. Por outro lado

e como nao ha colunas nulas, qualquer coluna é linearmente independente,

e como nao ha colunas repetidas, i.e., como ¢; # c; se i # j, entao ¢; +c¢; # 0 para i # j, e
quaisquer duas colunas sao linearmente independentes,

e como ¢ + ¢4 + ¢ = 0, ha trés colunas linearmente dependentes (também podiamos escolher

c1+ca+ec3=0)
Donde se conclui, pelo Teorema 4.16, que d(C) = 2.

3. Equivaléncia Linear
Considere os trés seguintes codigos ternarios, de comprimento 3:
Cy =000, 121,212} , Cy = {000, 111,222} e Cs3 ={001,122,210} .

De acordo com a definigao de equivaléncia dada no Capitulo 2 (ver Definigao 2.3), estes trés cdédigos
sao equivalentes entre si pois:

e (), é obtido de C aplicando a permutagao de simbolos mp = (93 ?) na segunda coordenada, e
01
12

2
1
e (3 ¢ obtido de C5 aplicando a permutagao de simbolos 73 = (9 12) na terceira coordenada.

No entanto, os cédigos Cy e Cs sao lineares, mas C3 nao é. Ou seja, a operagao (ii) na Definigao
2.3 nem sempre preserva a linearidade de um cédigo. Interessa, portanto, restringir as operagoes
permitidas na nocao de equivaléncia ja dada, de modo a se obter ainda cédigos lineares.

Definigao 4.18. Seja C' um cédigo linear g-ario [n, k, d]. C’ diz-se um cddigo linearmente equivalente
a (' se é obtido de C através da aplicagdo sucessiva das seguintes operacoes:

(i) permutar a ordem das coordenadas de todas as palavros do cédigo, i.e., substituir todo o
c=cic2- ¢y € C POT Cu(1)Cq(2) " * * Co(n), ONde 0 é uma permutacao dos indices {1,2,...,n}

(ii) multiplicar a coordenada i (fixa) de todas as palavras do c6digo por um escalar nao nulo \; €
[, \ {0}, mais precisamente, substituir todo o ¢ = cica--- ¢, € C por (Aici, Aaca, -+, Apcy).

No exemplo do inicio desta seccao, aplicar a permutagao mp = (93 %) corresponde a multiplicar por

A2 = 2. A permutagdo 73 nao corresponde a multiplicagdo por nenhum escalar, porque m3(0) # 0.

Proposicao 4.19. Seja C um cddigo linear e seja C' um cddigo linearmente equivalente a C.
Entao, C'" € também linear.

Deixamos a demonstragao desta proposicao como exercicio.

Teorema 4.20. Qualquer cddigo linear C # {0} € linearmente equivalente a outro com uma matriz
geradora na forma candnica.
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Dem. Apenas fazemos um esboco da demonstragao e deixamos como exercicio justificar com detalhe
todos os passos do argumento apresentado. Seja G uma matriz geradora de C'. Se GG nao esta na
forma candnica, aplicamos o método de eleminacao de Gauss, usando apenas operagoes nas linhas,

e obtemos uma matriz G na forma

0

Q!

Il
co ocoo
co ocom
oo or o
oo —~oo
_—o ooo

SO O O *
SO O *x ¥

oo OO

0
que ainda gera o mesmo cédigo C, porque G e G tém exactamente o mesmo espaco de linhas.
Permutando agora as colunas de G de modo a colocar os pivots nas primeiras colunas, obtém-se
uma matriz geradora G’ na forma candnica. O cédigo C’ gerado pelas linhas da matriz G’ pode nao
ser igual a C, mas é certamente equivalente a este, pois permutar colunas numa matriz geradora
corresponde a aplicar a operacao (i) da definigdo de equivaléncia linear. O

Exemplo 4.21. Considere os c6digos bindrios lineares C' = (1100,0011) e C’ = (1010,0101). As

matrizes
1 1 0 0 1 01 0
G_[0011] © G_[0101]

sao matrizes geradoras de C' e de C’, respectivanemte. G’ estd na forma canénica. G nao estd, nem
nenhuma outra matriz geradora de C' estd na forma canénica. Porqué? Mas estes dois cddigos sao
equivalentes: se aplicarmos a operacao (i) da Defini¢ao 4.18 a C' com o = (1 23) obtemos C’.

Exemplo 4.22. A forma candnica de uma matriz geradora pode nao ser unica: seja C o codigo
bindrio com matriz geradora

1 1.0 00
G=1(0 01 01
0 0011

Se aplicarmos a operagao (i) da Defini¢ao 4.18 com o = (12342), obtemos um cédigo C; com a
seguinte matriz geradora

Gy =

S O =
S = O
_ o O

10
0 1
0 1

que estd na forma cadnica. Se usarmos a permutagao o = (1234 2), obtemos um cédigo Ca com a
seguinte matriz geradora

1 0 001
Go=101 01 0
00110

que também esta na forma candnica, mas G # Ga.
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4. Codificacao e descodificacao
4.1. Codificacao sistematica

Seja C' um cédigo [n, k] sobre F,. Como C' contém M = ¢* palavras distintas, qualquer vector
m € }F’qf poder ser codificado por C.

Seja B = {v1..., v} C F? uma base de C e considere-se o vector mensagem m = (my,...,my,) € F&.

. k . , . - . .
Seja x =Y, mv;, ou seja, x é a combinacao linear dos vectores da base BB tendo por coeficientes
as corrdenadas do vector mensagem m, logo x € C. O vector x também se pode escrever x = GT'm,
onde G é a matriz cujas linhas sao os vectores de B. Fica entao definida uma aplicacao

.k n
[:Fy —Fy
m—x=G'm.
Esta aplicacio f é injectiva e a sua imagem é C, pois as colunas de G7 formam a base B de C.

Portanto, depois de restringirmos o conjunto de chegada para C, obtemos uma funcao de codificagao
f:FF — C (ver a Definigao 1.8).

Suponhamos agora que a matriz geradora G estd na forma canénica: G = [Ik A], com A uma
matriz (n — k) x k. Ent@o o vector codificado x toma a forma

k
AT
Como as k componentes do vector mensagem m sao também componentes do vector codificado x,
dizemos que se trata de uma codificacdo sistemdtica. A essas compomentes de x chamamamos digitos

de mensagem. As restantes componentes de x chamamos digitos de verificacdo ou redundancia.
Escrevendo explicitamente as coordenadas em (4.1):

v = GTm = [I ]m:(m,ATm). (4.1)

digitos de verificagdo ou redundéancia
—N—
:B:(ml,...,mk,mk+1,...,xn) s (4.2)
—_——

digitos de mensagem

onde (Tpi1,...,2n) = ATm. Dado um vector codificado = € C, a mensagem original m é obtida
simplesmente apagando os digitos de verificagao.

Exemplo 4.23. O cddigo ISBN nao € linear, mas pode ser obtido a partir do seguinte cédigo linear
10

C = {($1,...,l‘10) EF%? L T10 = ZZJ}Z} .
=1

Como a condicao x19 = Z%ﬂl 1x; é equivalente a 21121(—2):31 + x19 = 0, a seguinte matriz
H=[-1 -2 -~ -9 1]=[X 9 8 7 6 5 4 3 2 1]
é uma matriz de paridade para C e estd na forma candnica [B I 1] com

B=[X 98 765 4 3 2.

Pelo Teorema 4.14, G = [Ig —BT] é uma matriz geradora de C'.
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Usando esta matriz G para codificar os vectores m € F{,, fica
— GT —
xr=G m=(mi,...,mg,x10)

onde a iltima componente é dada por

9 9
T19 = —Bm = E im; = E 1T
=1

i=1
e esta é precisamente a condigdo imposta na definigdo do cédigo C' (e também na do cédigo ISBN).

Recupera-se a mensagem original m a partir da mensagem codificada x apagando o digito de veri-
ficacdo x19. Em particular obtém-se

ISBN = {GTm : m e (F;; \ {X})?} .

4.2. Descodificacao por Tabelas de Slepian

Seja C' um cddigo linear [n, k] sobre F,. Para cada vector a € Fy, definimos a classe ou coconjunto
de a por

a+C:={a+z:2e€C}. (4.3)

Observacgao 4.24. A operacao soma de vectores num espago vectorial V' satisfaz todos os axiomas
de um grupo abeliano. Assim, quando ignoramos a operacao produto por um escalar, o que sobra é
o grupo abeliano (V, +). Em particular, (IFy, +) é um grupo abeliano e um cédigo C' é um subgrupo
(C, +), necessariamente normal. Assim, fica definida uma relacio de equivaléncia em Fy do seguinte
modo: a e b s@o equivalentes se e s6 se a — b € C, cujas classes de equivaléncia sao precisamente os
conjuntos em (4.3). Além disso, por C' ser um subgrupo normal de Fy, as classes de equivaléncia
formam ainda um grupo.

Em vez de usarmos a maquinaria de Teoria de Grupos, podemos simplesmente definir primeiro
as classes (4.3) e provar de seguida o seguinte resultado, cuja demonstragao elementar pode ser
consultada em [2] ou em [1].

Teorema 4.25. Sejam a,b € Fy vectores arbitrdrios. Entdo:

(i) Qualquer vector a € Fy pertence a uma classe.

(ii) Todas as classes contém o mesmo mimero de elementos, i.c., |a + C| = |C| = ¢".
(iii)) be a+C seesésea+C=b+C

(iv) Oua+C=b+C ou(a+C)NH+C)=2.

(v) Ezistem precisamente "% classes distintas.

(vi) a —b € C se e sé se a eb pertencem a mesma classe.

Uma consequéncia directa deste teorema é o espaco quociente
Fy/C:={a+C :acF}

estar bem definido e conter exactamente ¢" ¥ classes.
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A um representante da classe a + C' com o menor peso possivel chamamos chefe de classe, mais
)
precisamente,

¢q € a+C éum chefe de classe se e sé se  w(z) > w(e,) Veea+C.

Uma classe pode conter mais do que um chefe de classe. No entanto, a classe do vector nulo
04 C = C contém um unico chefe de classe, nomeadamente, o préprio vector nulo.

Exemplo 4.26. Considere o cédigo linear bindrio C' = (1011, 0101) = {0000, 1011,0101,1110}. A
classe de 0001 é o conjunto

0001 + C = {0001, 1010, 0100, 1110} .

Como w(0001) = w(0100) = 1, w(1010) = 2 e w(1110) = 3, os vectores 0001 e 0100 sdo ambos
chefes da classe 0001 + C.

Considere o seguinte algoritmo de descodificacao:

Recebido y € Fy, procuramos o chefe de classe ¢, € y+ C e descodificamos y por y — ¢,. (Caso nao
haja unicidade de chefes de classe, devemos indicar a priori qual o que vamos usar para o algoritmo,
ou entao optar por uma descodificagdo incompleta.)

Para aplicar este algoritmo sistematicamente, construimos uma Tabela (Padrdo) de Slepian:

;1. k
e enumeramos as plavaras de cédigo C = {z!, 2% ... 27 };

e escolhemos chefes de classes a = 0, a!, a?, ..., a®7! k

distintas

,onde s = ¢"~% é o numero de classes

e escrevemos uma tabela

- k
QO+C:C: wl :1;2 x.] xq
- k
al+C: a4+t al+22 o a4+l oo a4 a4
. . A . , A ) k s=q linhas
QZ+C- CLZ+J,'1 CLZ+,I2 a7'+x] G/Z+xq
a” O sl gl sl g2 L gsTlygd L g5l ga

qk colunas

Note que nesta tabela encontram-se todos os vectores de Fy, sem repetigoes, e na primeira linha
encontram-se as palavras do cdédigo C. Assim, o algoritmo de descodificagdo também pode ser
descrito da seguinte maneira:

Recebido um vector y € [y, encontrar a sua posigao na Tabela de Slepian, i.e., encontrar

a entrada (i, j) tal que y = a’ + 27, assumir o erro a’ e descodificar y por y —a’ = 27 € C.

Estamos a assumir que o erro ocorrido é o chefe de classe a’ que, por definicdo, tem peso minimo
entre os elementos da sua classe. Portanto, ao usarmos este algoritmo, estamos a descodificar por
distancia minima. Conclui-se também que os vectores erro que este algoritmo permite corrigir sao
precisamente os chefes de classe escolhidos a', a2, ..., a* 2 e a* L.
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Exemplo 4.27. Continuando com o Exemplo 4.26, sejam z° = 0000, ' = 1011, z?> = 0101 e
23 = 1110 as quatro palavras do cédiogo C, que formam a primeira linha duma Tabela de Slepian.
Para escrevermos a segunda linha, temos de esolher uma palavra de peso minimo em F%\C . Qualquer
palavra de peso 1 serve. Por exemplo, pondo a' = 0001, a segunda linha da tabela fica

0001+ C: 0001 1010 0100 1111

iy réxima lin m ra a® um vr minimo entr v r u
Para a préxima linha, escolhemos para a? a palavra de peso o entre os vectores de Fy' que

ainda nao aparecem em nenhuma das linhas anteriores ja escritas. Continuando este procedimento,
obtemos a seguinte Tabela de Slepian:

C: 0000 1011 0101 1110
0001+ C: 0001 1010 0100 1111
0010+ C': 0010 1001 0111 1100
1000+ C': 1000 0011 1101 0110

(Outra possivel Tabela de Slepian, seria escolhermos 0100 para chefe da classe 0001 + C. Nas outras
trés classes, ha apenas uma escolha possivel.)

Para descodificar a palavra recebida y = 1101, localizamos y = 1000 + 0101 = a® + z2 na tabela e
descodificamo-la pela palavra no topo da coluna correspondente, neste caso por 22 = 0101.

Como se pode imaginar, construir uma Tabela de Slepian é um procedimento moroso e nao muito
prético se Fy contiver um numero elevado de palavras. No entanto, sabermos quais sao os chefes de

classe (que corresponde a ter a primeira coluna da tabela, se escolhermos 2" = 6) ja nos d4a alguma
informagao sobre a distdncia minima do cédigo. No exemplo acima, sabendo apenas que os chefes
de classe nao nulos sdo a' = 0001, a®> = 0010 e a®> = 1000 e tém todos peso 1, mas nao incluem
todos os vectores de F3 com este peso, j4 nos permite concluir que a distancia minima do cédigo é
d(C) < 3, pois o cédigo nao corrige todos os erros de peso 1.

Proposicao 4.28. Se d(C) = d, entdo todas as palavras de peso menor ou igual a t = Ld%lj 840
chefes de classes distintas.

Deixamos a demostragao desta proposicao como exercicio. Resolva também o Exercicio 4.5.

4.2.1. Probabilidade de descodificagao correcta e de detecgao de erros

Seja C' um cddigo linear binario e considere um canal de transmissao binario simétrico, com proba-
bilidade de troca de simbolos p < % A probabilidade de ocorrer um vector erro € de peso w(€) =i
é p'(1 — p)™ ", pois ocorreram precisamente i trocas de simbolos. Seja

o = #{chefes de classe a/ com pesow(a’) =i} . (4.4)

Portanto, a probabilidade de descodificar correctamente (ver (1.9)) a palavra recebida y pela palavra
de cédigo de facto enviada é

Pcor'r(c) = Z aipi(l - p)n—i )
=0

pois corresponde a probabilidade do vector erro ser um chefe de classe. Note que P,-(C) apenas
depende dos chefes de classe. Em relacao ao nimero destes, temos o seguinte resultado.
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Proposicao 4.29. Sejat = L%J Entao o = (?), para qualquer 0 < ¢ < t.

Suponhamos agora que o coédigo C' é usado apenas para deteccao de erros. Se x € C é a palavra
enviada e y é a palavra recebida, o vector erro € = y — x nao é detectado se e s6 se y € C'\ {z},
o que ¢ ainda equivalente a € € C'\ {6} Portanto a probabilidade de nao se detectar um erro nao
depende da palavra enviada x e é dada por

Pundetec<C) = Z Azpl(l - p>n—i )
=1

onde
Ai=#{zeC : w(x)=1i}. (4.5)
A probabilidade de detecg¢ao de erros é entao dada por Petec(C) = 1 — Pypdetec(C)-

4.3. Descodificagao por sindrome
A descodificacao por sindrome é também um método de descodificacao por distancia minima, é

equivalente ao algoritmo usando um Tabela de Slepian, mas muitissimo mais eficiente.

Fixemos um cddigo linear C, de parametros [n, k];, com matriz de paridade H.

Definigao 4.30. O sintoma de z € Fy é o vector S(z) = H.

Como habitualmente, identificamos um vector x com a matriz coluna cujas entradas sdo as coorde-
nadas de z.

Lema 4.31. Dois vectores x,y € Fy tém o mesmo sintoma se e s6 se pertencem a mesma classe

de C, i.e., S(x)=S(y) ssex+C =y+C.
Dem. S(z)=S(y) @ Hr=Hys Hz—y)=0sc—yecNH) =Cer+C=y+C. O

Por definicao, a aplicagao
) —k
S:F; — Fy
x+— S(z) =Hz

é uma aplicagdo linear. O lema anterior garante que esta aplicacao S induz uma aplicacao S
(necessariamente linear) no espaco quociente Fy/C

g . Fn n—k
S:F;/C — Ty
r+Cvr— S(zr)=Hzx

e que S ¢ injectiva. Como Fy /C contém precisamente ¢"* classes distintas, entdo S também é
sobrejectiva, logo € bijectiva, i.e., S é um isomorfismo de espagos lineares.

Portanto, para definir um algoritmo de descodificagao é preciso determinar a aplicagdo inversa de
S e escolher um representante de cada classe x + C' (estes representantes vao ser os erros corrigidos
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pelo algoritmo), por exemplo, os chefes de classe a’ também usados nas Tabelas de Slepian. Para
facilitar a desodificagdo, comecamos por escrever uma tabela de sindrome:

at | S(a?)
=085 =0
at | S(at)
as—l S(as—l)
onde s = ¢" % é 0 nimero de classes distintas e a® = 0, a’, ..., a* ! sdo chefes de classe. O algoritmo

de descodificacdo por sindrome é o seguinte

q» calcular o sintoma S (y), determinar o chefe de classe a’ tal

que S(y) = S(a%), assumir o erro a’ e descodificar y por y —a' = 27/ € C.

Recebido um vector y € F

Exemplo 4.32. Considere novamente o cédigo linear C' = (1011,0101) do Exemplo 4.27. J&
determindmos chefes de classe a® = 0000, a' = 0001, a? = 0010 e a® = 1000. Agora precisamos de
uma matriz de paridade para calcularmos os sintomas. Como a matriz geradora

1 0 1 1
G = 01 0 1]
estd na forma canonica, conclui-se imediatamente que
1 0 1 0]
B=11 101

é uma matriz de paridade para C. A tabela de sindrome fica entao

0001 | 01
0010 | 10
0100 | 11

(Note que na coluna dos sintomas S(a’) aparecem exactamente os quatro vectores em F3.) Seja
y = 0110 a palavra recebida. Como S(0110) = 11 = S(1000), descodificamos y por y — 1000 =
1110 € C.

Por vezes nao é necessario escrevermos a tabela de sindrome para aplicarmos o algoritmo.
Exemplo 4.33. Seja C o cddigo linear sobre Fi; = {0,1,2,...,9, X} com a seguinte matriz de
paridade

11111111
123456 789 X
A coluna i de H é ¢; = [1 i]T, portanto

det |¢; Cj :det[

11 . .
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donde concluimos que quaisquer duas colunas distintas sdo linearmente independentes. Como as
colunas de H sao vectores em F%l, quaisquer trés colunas sdo linearmente dependentes (bastava
haver trés colunas linearmente dependentes). Aplicando o Teorema 4.16, obtém-se que d(C') = 3 e,
portanto, o cédigo C' pode ser usado para corrigir qualquer erro simples de troca de simbolos.

Vamos ver que, usando uma descodificagdo incompleta, para além de corrigir os erros simples, C'
também permiter detectar os erros duplos de transposicao.

Seja x = (z1,...,710) € C a palavras transmitida, e seja y = (y1,...,y10) € F17 a palavra recebida.

No caso de ocorrer um erro simples, entdao y = = + (0,...,0,%,0,...,0) com k € Fy; \ {0} na
coordenada j. Pondo

10 10
A=y e B=> iy
=1 =1

fica S(y) = (A, B). No caso particular do vector recebido, ainda fica

10
A=>"mi+k=k e B=) ir;+jk=jk
j i=1
porque S(x) = 0. Portanto ambas as compomentes do sintoma S(y) sdo nao nulas e podemos ainda
concluir que que ocorreu um erro de amplitude k = A na coordenada j = BA™!.

No caso de ocorrer um erro de transposi¢ao, o vector recebido é

Y= (Tl oy TGl They Tt 1y -+ oy T 15 Ty Thot 15 - - - , 10)

para algum par de coordenadas 1 < j < k < 10, com x; # z}, na palavra enviada (se x; = x; e se
permutarmos as coordenadas j e k, nao alteramos o vector z). Portanto, as coordenadas do sintoma
S(y) sao agora dadas por

10 10

B = Zzyz Zmz (joip + kxj) — (joj + kag) = (k= j)(x; —xx) #0

Portanto, S(y) = (0, B) com B # 0, mas nao conseguimos determinar o tipo de erro ocorrido apenas
conhecendo o valor de B.

Acabamos de provar que o seguinte algoritmo de descodificacdo incompleta corrige erros simples e
detecta erros duplos de transposicao:
1. Recebido y € F1Y, calcular o sintoma S(y) = (A, B) € F?,

2. Se (A, B) = (0,0), ent@o assumir que nao ocorreram erros de tansmissao e descodificar a palavra
y por ela prépria, uma vez que y € C.

3. Se A#0e B # 0, assumir que ocorreu um erro simples na posicdo j = BA™! de amplitude A,
e descodificar y por y — (0,...,0,A4,0,...,0) (A na coordenada j).

4. Se A # 0ou B # 0 (masnao A # 0 e B # 0), assumir pelo menos dois erros e pedir retransmissao.
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4.1.
4.2.

4.3.

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

Exercicios

Resolver a Ficha 4.

Seja C um cédigo linear [n, k] sobre F,. Para cada i € {1,...,n} fixo, mostre que, ou z; = 0
para todo o z = (x1,...,2,) € C, ou o niimero de palavras em C' com z; = a, para a € Fy fixo,
é @ _ k-1

¢ — 1
Seja C' um codigo linear binario de comprimento n > 4. Seja H uma matriz de paridade para

C tais que as colunas de H sao todas distintas e tém todas peso impar. Prove que d(C) > 4.
Demostre a Proposicao 4.28.

Seja C' um c6digo linear perfeito de distancia minima d(C) = 2t 4+ 1. Numa Tabela de Slepian
para o codigo C, quais sdo os chefes de classe?

Demonstre a Proposicao 4.29. Mostre ainda que, no caso de um cédigo perfeito, também se
tem que «; = 0 para qualquer ¢ > .
(a) Quantas palavras do cédigo ISBN terminam no simbolo X € ;7
(b) Quantas palavras do cédigo ISBN terminam no simbolo a € {0,1,...,9} C Fy;7
(¢) Seja C' o cbdigo linear sobre Fi; definido no Exemplo 4.33 e seja C' C C o subcddigo
definido por
C'={xeC:m#X Vi=1,...,10}.
Mostre que |C’| = 82644629.
[Sugestao: use o principio de inclusdo-exclusao e o resultado do Exericio 4.2.]



