


CAPITULO 5

Construcao de Cédigos

Alguns casos particulares das contrugoes apresentadas neste capitulo ja tém sido usadas, quer em
demonstragoes, quer em exemplos. Comegamos por apresentar construgoes envolvendo um cédigo
apenas (Secgoes 1 a 5), as restantes envolvem dois c6digos ou mais.

1. Extensao

Dado um cédigo C' de parametros (n,M,d),, linear ou nao, constrdi-se um novo cédigo C' de
parametros (n + s, M,d), acrescentando s componentes a cada uma das palavras de C, podendo
estas s componentes ser definidas a custa das n primeiras. C diz-se uma extensdao de C.

Um caso particular importante é a extensdo por paridade de C, usada na demonstracao do Teorema
2.9 para codigos bindrios. Para codigos ¢-arios a definicao é a seguinte
n+1

C = {(z1,.- T, Tpt1) : (T1,...,2,) € C, Za:z =0 (modq)},
i=1
onde a ditancia miima de C satisfaz d < d <d+1.

No caso de C ser um cédigo bindrio linear [n,k,d], a extensdo por paridade C tem parametros
[n+ 1,k,d|, com d par e matriz de paridade

onde H é uma matriz de paridade para C.

Exemplo 5.1. A extensao por paridade do cédigo binario Fy é o cédigo dos pesos pares

Eni1 = {z € F3™ : w(z) é par} CFRT .

C;‘I
<o
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Como consequéncia, temos o seguinte lema.

Lema 5.2. Seja C cédigo bindrio, de comprimento n, com d(C) = d impar. Entao a extensao por
paridade C C E,+q tem distancia minima d(C) =d + 1.

Dem. Basta observar que C' C F3 e que a extensao C tem distancia par, pois CC Enir. O

Como exemplos, iremos ver no Capitulo 6 a extensao por paridade dos cédigos de Hamming binarios.

2. Pontuacao

Dado um cédigo C' de parametros (n, M, d),, contréi-se outro cédigo C com parametros (n—s, M, d)

eliminando s < d componentes a cada uma das palavras de C, portanto d < d. Ao cddigo ¢ assim
obtido chamados o pontuado de C.

Esta construcao ja foi usada na demonstracao do Teorema 2.9, com s = 1, e também para provar a
desigualdade de Singleton, Proposi¢ao 2.11, com s =d — 1.
No caso de C ser um cddigo linear [n, k, d], com matriz geradora G, o pontuado C' é ainda linear e

o o
obtem-se uma matriz geradora G para C' apagando as s colunas correspondentes as s componentes
eliminadas.

No Capitulo 6, iremos definir os cédigos de Golay Gas e G11 como os pontuados na tltima compo-
nente de G4 e G129, respectivamente.

3. Expansao

Dado o cédigo C de parametros (n, M, d),, obtém-se um novo cédigo C com parametros (n, M, )gs
acrescentando palavras a C. Portanto M > M e d < d.

Exemplo 5.3. Seja C' um cddigo bindrio (n, M, d) e defina~se o cédigo complementar
Co={x*ET—2:2eC},

onde T denota o vector com todas as componentes iguais a 1. Por exemplo, com z = 01011, o vector

7

“complementar” é x¢ = 10100. Ou seja, obtém-se C° trocando os 0 e os 1 em todas as palavrab de
C. Seja C' = C U C*®. Este cédigo C' tem parametros (n, M,d) com M < 2M, mais precisamente

M =2M — |C N Ce| e d = min{d,n — max{d(z,y) : v,y € C, x # y°}} . (5.2)

No caso de C ser um cédigo linear [n, k, d],, uma extensao de C' é um subespaco CC [y que contenha

C. Se G é uma matriz geradora de C, obtém-se uma uma matriz gerador G de C acrescentado
linhas a G, mais precisamente, dada uma base B = {v1,...,v;} de C, completa-se B para obter

uma base B = {vy,..., v, w1,...,w;} para C.



4. Eliminagao ou Subcdédigos 55

Exemplo 5.4. Considere o cédigo bindrio C' = {000000,010010,001100,011110}. Este c6digo
é linear e uma base pode ser, por exemplo, {010010,001100}. O cédigo complementar de C é
C°¢={111111,101101,110011, 100001}, que nao é linear pois nao contém o vector nulo. A reuniao
deste dois cédigos é

C U C° = {000000,010010,001100,011110,111111,101101, 110011, 100001 }
e tem parametros (8,8,2), pois d(C) = 2. Note que, neste caso, C' U C¢ é um cédigo linear e

10 00 01
G=101 0 0 10
0 01100

é uma matriz geradora — justifique.

4. Eliminacao ou Subcdédigos

Dado um cédigo C' de parametros (n, M, d),, eliminando palavras em C' obtém-se um novo cédigo
C de parametros (n, M, d),. Portanto M < M e d > d. C diz-se um subcddigo de C'.

Exemplo 5.5. (i) As secgoes de C
Cio={z=(21,...,25) €C : ; =a}, (5.3)
comi € {l,...,n} e a € Ay fixos, sao subcédigos de C'.
(ii) O cédigo ISBN é obtido do cédigo linear C, sobre Fi1, com matriz de paridade
H=[1 234567389 X|

usando eliminacao — ver Exemplo 4.23. No entanto, o c6digo ISBN nao é uma secgao de C.

No caso linear, a eliminacao corresponde a tomar um subespaco C de C.

ATENGAO! Uma matriz geradora de C néao é necessariamente obtida de uma matriz geradora de C'
apagando linhas.

Exemplo 5.6. Seja C um cddigo linear. Entao C;o = {x € C : x; = 0} s@o as tnicas sec¢oes de
C' que ainda sao cédigos lineares (as outras secgoes nao contém o vector nulo), e

dimC -1 <dimCjo < dimC V1.
Exemplo 5.7. Seja C o c6digo binario com matriz geradora

100 110
G=101 01 01
0 01 011

Vamos determinar uma matriz geradora G para a seccdo Cso = {x € C : x5 = 0}. Note que,
se apagarmos as linhas de G que nao estao em Cg, obteriamos uma matriz linha geradora de
um cédigo de dimensao 1, que nao é Cg o, pois esta seccao ¢ um espaco vectorial de dimensao 2
(justifique).
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Como G estd na forma canénica [I A], entao

110100
H=[-AT I]=1{1 00 0 1 0
011001
é uma matriz de paridade para C. A condi¢ao xg = 0 traduz-se numa linha [0 - 0 1], donde
110100
H 100010
1= 1011 0 0 1
00 0 0O01 00 0O0O01

¢ uma matriz de paridade para Cg g, se as suas linhas forem linearmente independentes. Aplicando
o método de eleminagao de Gauss a H para tentar obter uma forma candnica:

11010 0] pemugr [0 1 100 0 011000
bstatis |1 0 0 0 1 0] tmhas [1 1 0 1 0 O momy, |1 1 0 1 0 0
H "= 1911000 7 Jto1o010 7 |110010

000001 000001 000001

logo podemos concluir que as 4 linhas de H sao linearmente independentes e que

100110
G=[I _BT]:011110

¢ uma matriz geradora de Cj g.

5. Contraccao

Uma contracao de um codigo C' é obtida aplicando as construgoes de eliminagao e pontuacao. Um
exemplo importante é a pontuagao de uma seccao, que passamos a descrever.

Dado um cédigo C' de parametros (n,M,d),, pontuando na componente i da seccao Cj, de C
(definida em (5.3)), obtém-se um cddigo contraido C' de parametros (n — 1, M',d'), com M’ < M
ed >d.

No caso de um cédigo linear [n, k,d],, a sec¢do C;, (com i € {1,...,n} e a € F; fixos) nao é
necessariamente um subespaco vectorial de C, mas contém ¢*~! palavras se C' Cio (consequéncia
do Exercicio 4.2). Supondo entéo que Cjg # C, C;, é um cédigo de parametros (n, g1, d)q com
d > d. Pontuando C; , na componente 4, obtemos um cédigo linear C’ de parametros [n—1,k—1, d'],
e uma matriz de paridade para C’ pode ser obtida apagando a coluna i de uma matriz de paridade
para C — justifique!

Usando varias das contrugoes que definimos até agora, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.8. Se existe um codigo linear de parametros [n, k,d|,, entao também existe um cddigo
linear de parametros [n+r, k —s,d — t]y, para quaisquer r >0,0<s<k—-1e0<t <d.
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Dem. Seja C' um cédigo [n, k,d],.

(i) Fixemos r > r. Usando extensao por zeros, ou seja, acrescentando r componentes todas nulas a
cada palavra do cédigo C, obtemos um novo cédigo de parametros [n+ r, k,d + r],.

(ii) Fixemos 0 < s < k—1. Seja x € C uma palavra com peso w(z) = d = d(C). Seja {v1,v2,..., vt}
uma base de C' com v; = z. Entdo o subespaco C’' = (vq,...,v5_s) C C é um cédigo [n, k — s, d],.
Para justificar que d(C’) = d, basta observar que x € C’ pois k — s > 1.

(iii) Fixemos 0 <t < d — 1. Seja z € C com peso w(z) = d = d(C). Pontuando em ¢ componentes
1<i; <ig<---<ip <ntais que z; # 0parak=1,...,¢ (que existem porque t <d—1 < w(x)),

obtemos um cédigo C de parametros [n—t, k, d—t],. Aplicando agora a alinea (i) desta demonstracao

ao codigo ¢ com r = t, obtemos um cédigo de parametros [n, k,d — t],. O

6. Soma directa

Dados dois c6digos g-drios C; e Cy de pardmetros (ni, My,dy1) e (ng, Ma,ds), respectivamente,
define-se o cddigo soma por

Cigo =C1® Cy ={(x1,22) : &1 € C1, x2 € Ca} .
Portanto, o cédigo soma contém M; M, palavras de comprimento ny + na.
Lema 5.9. A distancia minima de Cy @ Co € d = min{d;, ds}.
Dem. Sem perda de generalidade, suponhamos que dy < dy. Sejam z1,y; € C; tal que d(z1,y1) =
dy = d(C1) e seja xg € Cy. Como (1, x2), (Y1, x2) € Cig2, entao
d(Cre2) < d((z1,22), (Y1, 22)) = d(z1,31) < di .

Por outro lado, para quaisquer palavras (z1,22), (y1,y2) € Cig2 distintas , tem-se

d((z1,22), (y1,92)) > d(21,91) > da se r1 # Y1
d((w1,22), (y1,92)) > d(22,9y2) > do > dy se T3 # Y2 ,
portanto, tomando o minimo entre pares de palavras distintas, d(Cig2) > d;. O

No caso de C e (3 serem cédigos lineares de parametros [ny, k1, d1]q € [n2, k2, d2]4, respectivamente,
C1 @ Oy é a soma directa de espagos vectoriais, portanto é ainda um espaco vectorial. Como
|Cy @ Co| = My Mo = ¢ %2 conclui-se que dim(Cy @ Cs) = ky + ks. Resolva o Exercicio 5.4 para
obter uma matriz geradora de C] @ Cs a custa de matrizes geradoras de C; e Cy.

7. Construcao de Plotkin

Dados dois cédigos g-drios C1 e Cy de parametros (n, M1, d;) e (n, Ma, d2), respectivamente, define-se
um novo cédigo por?

01*2201*02:{($,$+y) : xeCl,yECg}.

Embora nao se exija que C7 e C2 sejam lineares, a definicdo da construcdo de Plotkin assume que esteja definida uma
operagao soma no alfabeto dos cédigos.
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Os paramteros de C; x Cy s@o (2n, M1 Ms,d), onde d = min{2d;,ds} — a distancia minima foi
calculada na Ficha 2.

No caso de (' e (s serem cédigos lineares, entao a construcao de Plotkin C4o também é um codigo
linear: basta verificar o fecho da soma de vectores e do produto de um vector por um escalar, pois
C1.2 é um subconjunto do espaco vectorial Fg”. Para matrizes geradora e de paridade, resolva o
Exercicio 5.5.

Exemplo 5.10. Seja C; = B = {z € F3 : w(x) é par} e seja C3 o cédigo de repeticdo binario de
comprimento 3. Entao C7 = (110,101) e Co = (111) tém parametros [3,2,2] e [3, 1, 3], respectiva-
mente. Portanto, {110110,101101,000111} é uma base de Cy x Co — justifique — e os parametros
deste cédigo sao [6, 3, 3].

8. Concatenacao

Definimos concatenacao apenas no caso linear.

Recorde que o corpo Fgm é um espago vectorial de dimensao m sobre Fy. Se f(t) € Fg[t] é um
polinémio irredutivel de grau m, entdo Fgm = F,[t]/(f(t)). Se o € Fgm é uma raiz de f(t) entdo
ainda podemos escrever

Fym = Fyla] = {ap + a1+ -+ + apm-12™ " : a; €T} .
Portanto, a aplicacao

¢ : Fgm — (Fg)™ (5.4)

ap+ara+ -+ apm1a™ "t —s (ap, a1y ..., am-1)
¢ um isomorfismo linear sobre I, i.e., ¢ é uma aplicacao linear bijectiva. Recorde ainda que
{1,a,...,a™ 1} é uma base de Fym como espaco vectorial sobre Fy, por isso, para definir ¢, basta
dar ¢(a’) = €11, com 7 € {0,1,...,m — 1}, onde €; € Fi" é o vector com 1 na componente j e 0
nas restantes. Seja ¢* a aplicagao definida por
N vezes
——
¢ Fgm x -+ Fgm =Fh — (F)N = FN (5.5)

x=(x1,...,2N) —> (¢(x1),...,d(xN))

Entao ¢* também é uma aplicacao linear sobre F,. Além disso, usando apenas a injectividade de
¢, tem-se

" (x1,...,2p) =0 <= o(x;))=0 Vi <—= ;=0 Vi <= (r1,...,2,)=0,

portanto ¢* é injectiva.

1° caso: concatenacgao com um cédigo trivial

Seja A um cddigo linear [N, K, D] sobre Fym. Em particular A é um subespago vectorial de Fé\in e
podemos aplicar ¢* as palavras de A. Seja

A" = 97 (A) = {(¢(c1), d(c2), -, dlen)) = (er,-- o en) € A}



8. Concatenacao 59

A* diz-se a concatenagao de A com o cédigo trivial Fi'. Como A é um cédigo linear e ¢* é uma
aplicacao linear sobre Fy, a concatenacao A* = ¢*(A) é ainda um cddigo linear (a imagem de um
subespago vectorial por uma aplicagao linear é um espago vectorial).

Exemplo 5.11. Com a notacio j& habitual que temos vindo a usar, Fy = {0,1,a,a?} onde « é
uma raiz do polinémio 1+t + 2 € Fa[t] C F4[t], ou seja, a®? = 1+« . A aplicacdo ¢ : Fy — F3 é
definida por

Pp(0)=00, ¢(1)=10, ¢(a)=01 e ¢(®)=¢(l+a)=1L1.
Atendendo a que {1,a} é uma base de Fy como espaco vectorial sobre [y, bastava indicar ¢(1) e
¢(a) para definir a aplicagao linear ¢.

Seja A o cédigo de repetigao bindrio de comprimento 3 sobre Fy. A concatenacio de A com F3 é o
c6digo bindrio
A* = ¢*(A) = {000000,010101,101010,111111} = (010101, 101010) . (5.6)
Exemplo 5.12. Ainda sobre F4 como no exemplo anterior, considere o cédigo
A={((1,a,0%) ={(0,0,0), (1,,02), (o, 2, 1), (a*, 1, )} .
A concatenagao de A é o cédigo bindrio

A* = ¢*(A) = {000000, 100111,011110,111001} = (100111,011110) . (5.7)

2° caso: concatenagao de dois codigos

Consideremos dois cddigos lineares: um cédigo A de parametros [N, K, D] sobre Fym e um cédigo B
de parametros [n,m, d] sobre F,. Como dim B = m = dimFyn, entdo B e Fym sao isomorfos como
espacos vectoriais sobre F,. Fixemos, entao um isomorfismo linear

¢:Fgn — B

e seja ¢* a aplicacao definida como em (5.5) a custa deste ¢. Portanto ¢* é Fy-linear, injectiva, e,
como ¢(z;) € B para qualquer x; € Fym, a sua imagem é um subespago de BN

Como o cédigo A é um subespaco vectorial de Fé\fn sobre [F,m e como este corpo é um espago vectorial
sobre F,, entdo A é também um subespago vectorial sobre [, (trata-se de um caso particular do
Exercicio 5.7) e, portanto, ¢*(A) é um subespaco de IE"Z”N sobre [F, porque ¢* ¢ uma aplicacao
F,-linear.

Definicao 5.13. Dado o cddigo exterior A de parametros [N, K, D] sobre Fym e o cddigo interior
B de parametros [n,m,d] sobre F,, e um isomorphismo vectorial ¢ : Fym — B, o cédigo linear
C = ¢*(A) diz-se a concatenagao de A e B.

Exemplo 5.14. Seja Fg = Fy[t]/(1+t+t3) = Fla], onde « é uma raiz do polinémio 1+t +t3. Seja
A o c6digo linear sobre Fg gerado pelo vector (1,«a) € IF%, e seja B = 3. Considere as aplicacoes
lineares ¢, ¢o : Fg — F3 = B definidas por

¢1(1) = 001, ¢1(@) =010, ¢1(a®) =100 e  ¢o(1) = 111, ¢(a) = 100, ¢2(a®) =110 .
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$1 € P2 sao isomorfismos, por isso podemos formar as concatenagoes C = ¢f(A) e Co = ¢2(A), que
sao codigos bindrios de parametros [6,3,2] e [6, 3, 3], respectivamente — justifique! Logo C; e Co
nao sao coédigos equivalentes, apesar dos cédigos exterior A e interior B serem os mesmos.

Proposicao 5.15. Se A e B sdo cédigos [N, K, D]gn e [n,m,d)q, repectivamente, entio a con-
catenagao C' é um cddigo (nN,mK,d'],, onde d' > dD.

Dem. Por construgao, o comprimento do cédigo concatenacao é nN, uma vez que C' C IFZ]LN .

dim A

Como ¢* é uma aplicagdo injectiva e C' = ¢*(A), entdo |C| = |4| = (¢") = ¢™ logo

dim C = log, |C] = mK.

Quanto & distancia minima, pelo Teorema 4.5, basta ver que w(y) > dD para qualquer y € C'\ {0}.
Seja (x1,...,zn) € A\ {0} com z; € Fgm. Para cada j tal que z; # 0, tem-se ¢(x;) # 0, porque
¢ é injectiva e linear. Portanto w(é(z;)) > d = d(B) porque ¢(z;) € B\ {0}. Por outro lado,
w(z1,...,zy) > D =d(A), donde

W(y) = W(¢*(x1; ceey xn)) = W(¢<$1), cey ¢(xN)) 2 dD )

porque ha pelo menos D coordenadas z; nao nulas. Como y = ¢*(z1,...,2n) é uma palavra
arbitraria de C, conclui-se que d(C') > dD. O

Corolério 5.16. Se existe um cédigo [N, K, D]gm, entao também existe um cddigo [mN, mK, D],.

Dem. Seja A um cédigo [N, K, D] sobre Fym e seja B = [y sobre Fy. Como os parametros de B
sao [m,m,1],, pela Proposi¢ao 5.15, a concatenagao C' de A e B é um cédigo [mN, mK,d'], com
d > D. Pelo Teorema 5.8 aplicado a C comt =d —D > 0e s =r = 0, obtemos um cédigo
[mN, mK, D], como pretendiamos. O

Exemplo 5.17. No Exemplo 5.11, o cédigo exterior A e o cédigo interior B = F3 tem parametros
3,1,3]4 e [2,2,1]2, respectivamente. Os parametros da concatenacao podem ser determinados
directamente da lista das palavras em (5.6) e sao [6, 2, 3]2. Neste caso d’ = 3 = dD. No Exemplo 5.12,
o cddigo interior é o mesmo B, o c6digo exterior A é diferente, mas tem também parametros [3, 1, 3]4
(na realidade, este A é equivalente ao cédigo de repeticdo). A concatenagao A* tem parametros
[6,2,4]a — ver a lista das palavras em (5.7). Neste caso d' =4 > 3 =dD.

Exercicios

5.1. Verifique as igualdades (5.2) no Exemplo 5.3.

5.2. Mostre que se existir um cédigo [n, k, d], entdo também existe um cédigo [n — r, k — r,d] para
qualquer 0 < r <k —1.

5.3. Dado um cdédigo C' [n, k,d],,
(a) serd que existe sempre um cédigo [n+ 1,k,d + 1]7?
(b) serd que existe sempre um cédigo [n+ 1,k + 1,d]?
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5.4. (a) Sejam G e G matrizes geradoras dos cédigos lineares g-drios C e Cy, respectivamente.

Mostre que
_|G1 O
é uma matriz geradora do cédigo soma Cy @ Cs.
(b) Escreva uma matriz se paridade para C; @ Cy em termos de matrizes de paridade H; e Ho
de C7 e (9, respectivamente.

5.5. Repita o exercicio anterior para a Construgao de Plotkin:
(a) Sejam G e G2 matrizes geradoras dos cédigos lineares g-arios C e Coq, respectivamente,
ambos de comprimento n. Mostre que

_|G1 Gy
G—[o GQ]

é uma matriz geradora do cdédigo Cy * Cs.
(b) Escreva uma matriz se paridade para C * C em termos de matrizes de paridade H; e Ho
de Cq e (9, respectivamente.

5.6. Considere dois cédigos lineares C; e Cy sobre Fy, de comprimento n e dimensoes dim(C;) = k;,
i =1,2, e defina
C={(a+z,bt+z,a+b+2x):abeCzeclCs}.
(a) Mostre que C' é um cédigo linear de parametros [3n, 2k; + k2.
(b) Escreva uma matriz geradora de C' em termos de matrizes geradoras G1 e G de Cy e Cy,
respectivamente.

(c) Escreva uma matriz de paridade de C' em termos de matrizes de paridade H; e Hy de C}
e Cy, respectivamente.

5.7. Seja V um espaco vectorial de dimensao finita sobre Fym. Mostre que V' ¢ também um espago
vectorial sobre [, e
dimIqu (V) =mdim, (V) ,
onde dim, (V') designa a dimensao de V' como espaco vectorial sobre o corpo F.

5.8. Seja a uma raiz do polinémio 1+ ¢? + ¢3 € Fa[t] e considere a aplicacio ¢ : Fg — F3 definida
por ¢(aj + aza + aza?) = (a1, az,as), onde ay,az, a3 € Fo. Considere o cédigo linear

A={(a+1,0*+1,1))
sobre Fg. Quais os parametros de ¢*(A)?
5.9. Seja o uma rafz do polinémio 1+t + t? € Fa[t]. Considere o cédigo linear
A={(1,1),(a,1 4 ))
sobre F4 e o cédigo binario
B = {0000, 1100,1010,0110} .

Seja ¢ : Fy — B aaplicacao linear definida por ¢(1) = 1100 e ¢(«) = 1010. Quais os parametros
de C = ¢*(A)?






CAPITULO 6

Exemplos de Cédigos
Lineares

1. Cédigos de Hamming

A redundancia de um cédigo linear [n,k,d]; é 1 = n — k, ou seja, é o nimero de linhas de uma
matriz de paridade.

Seja H uma matriz cujas colunas sao todos os vectores nao nulos do espago vectorial 5. Portanto
H tem r linhas e 2" — 1 colunas. Além disso, como os vectores da base canénia €1, ..., €. sdo colunas
de H, a matriz identidade I, é uma submatriz de H com deteminante det(/,) = 1 # 0, portanto as
r linhas de H sao linearmente independentes, logo este H é uma matriz de paridade de um cédigo
binario.

Definicao 6.1. Seja H uma matriz r X (2" — 1) cujas colunas sao todos os vectores em % \ {6} (0]
c6digo bindrio Ham(r,2) com esta matriz de paridade H diz-se um cddigo de Hamming bindrio de
redundancia r.

Exemplo 6.2. (a) O cédigo de Hamming bindrio de redundéancia 2, Ham(2,2), tem matriz de
paridade
011
i = [1 0 1}

Como H estd na forma canénica, G = [1 1 1] é uma matriz geradora e, portanto, Ham(2, 2)
é o cédigo de repeti¢ao binario de comprimento 3, de parametros [3, 1, 3].

(b) A matriz

0001111
H=]0 1 1 0 0 1 1
1010101
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é uma matriz de paridade de um cédigo Ham(3,2). Este cédigo tem parametros [7,4,3] —
podemos determinar a distancia minima aplicando o Teorema 4.16.

Teorema 6.3. Seja r > 2. Entdo
(i) Ham(r,2) tem parametros [2" —1,2" —r —1,3];
(ii) Ham(r,2) € um codigo perfeito.

Dem. (i) Por construgao, Ham(r, 2) tem comprimento |Fj\ {0}| = 2" — 1 e dimensdo k = n —r =
2" —r — 1. S6 falta ver que a distancia minima é d = 3. Sejam ¢;, com ¢ =1,...,2" — 1, as colunas
de uma matriz de paridade H para Ham(r,2). Por construgdo, ¢; # ¢; para quaisquer i # j, e
nenhuma coluna é o vector nulo, logo quaisquer duas colunas de H sao linearmente independentes.
Por outro lado ¢ = (0,...,0,0,1), ¢; = (0,...,0,1,0) e ¢4, = (0,...,0,1,1) s@o colunas de H, se
r > 2. Como ¢, = ¢; +cj, estas trés colunas sao linearmente dependentes. Logo, pelo Teorema 4.16,
d(Ham(r,2)) = 3.

(ii) Basta ver que os parametros determinados em (i) satisfazem a igualdade no majorante de
empacotamento de esferas de Hamming. Comon =2"—1, M =2"""ed =3, entdo t = L%J =1
e

Mvol(By(z))) = 2"" ((Z) + <71‘>> — 91 ) = 27T = 9" | 0

Observagao 6.4. e Para r fixo, os cédigos Ham(r,2) sao todos equivalentes (basta permutar
as colunas numa matriz de paridade) e qualquer cédigo linear com os mesmos paradmetros é
equivalente a um Ham(r, 2).

e Existem cédigos bindrios nao lineares com parametros (n,2"",3) com n = 2" — 1 (ver [4], por
exemplo).

Algoritmo de descodificacao para os cédigos de Hamming binarios

Como Ham(r,2) é um cédigo perfeito de distancia minima 3, os chefes de classe sdo precisamente
os vectores x € F% de peso w(z) =1 = L%J (pela Proposigao 4.28 e pelo Exercicio 4.5). Supondo
que as colunas de H estao ordenadas por ordem crescente, i.e., a i-ésima coluna é o numero i €
{1,...,n = 2"—1} escrito na base 2 (como foi feito no exemplo anterior), se e; = (0,...,0,1,0...,0),
com 1 na coordenada i, entao o sintoma S(e;) é a representagao bindria de 7. Assim, temos o seguinte
algoritmo de descodificacao para Ham(r,2):

1. Recebido y € F3, calcular o sintoma S(y) = Hy.

2. Se S(y) = 0, assumir que nao ocorreram erros de transmissao e descodificar y por y.

3. Se S(y) # 0, entao S(y) é uma coluna de H e, se estas estao por ordem crescente, assumir que
ocorreu um erro na coordenada ¢ correspondente ao nimero S(y) na base 2, e descodificar y por

Yy —€;.

Exemplo 6.5. Seja C' = Ham(4,2), portanto n = 15. Seja y = 001100000100000 € F1° o vector
recebido. As coordenadas 1 de y estao nas posigoes 3, 4 e 10. Como 319y = 0011(3), 4(10) = 0100(3)
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(S 10(10) = 1010(2), fica

0 0 1 1
0 1 0 1
Sly)=csteatcao= ||+ gl T 1| = |o] =3
1 0 0 1
pois 13(19) = 1101(). Descodificamos y por y — e13 = 001100000100100 € C'.

Como se pode ver neste exemplo, a vantagem de assumir que as colunas de H estao escritas por
ordem crescente é nao ser necessario escrever a matriz H para se calcular os sintomas.

Cédigos de Hamming binarios estendidos

Consideremos a extensao por paridade @1(1", 2) do cédigo de Hamming bindrio Ham(r, 2) definida
na Seccao 1 do Capitulo 5. Portanto o cédigo estendido Ham(r,2) é linear e, pelo Lema 5.2, tem
parametros [2",2" —r — 1, 4].

Como d(Ham(r,2)) = 4, este cédigo apenas corrige um erro, tal como Ham(r,2), mas o cédigo
estendido pode ser usado para simultaneamente corrigir qualquer erro simples e detectar qualquer
erro duplo. Deixamos como exercicio descrever um tal algoritmo.

Cédigos de Hamming g-arios

Um c6digo de Hamming ¢-ario de redundancia r, Ham(r, ¢), é um cédigo de parametros

Para mostrar que existem, vamos determinar uma matriz de paridade H para Ham(r,q). Para
termos d(Ham(r, ¢)) = 3, quaisquer duas colunas de H tém de ser linearmente independentes e tém
de existir trés colunas linearmente dependentes. Seja

M, ={ v : XeF,\{0}},

com v € [y \ {6} Ou seja, M, é o conjunto dos multiplos escalares nao nulos do vector v # 0.
Portanto |M,| = ¢g—1 e dois vectores v; e va sdo linearmente independentes se e s6 se M,, N\ M,, = &,
donde se conclui que héa precisamente

F A\ {0 ¢ -1

‘Mv’ B q— 1
classes de vectores linearmente independentes dois a dois em Fy. As colunas de H sdao obtidas
escolhendo um vector em cada classe M,. Por outro lado, os vectores (0,...,0,0,a), (0,...,0,b,0) e

(0,...,0,¢,c) sao colunas de H, para alguma escolha a, b, ¢ € F;\ {0}, e sao linearmente dependentes.
Pelo Teorema 4.16, um cédigo com esta matriz de paridade tem distancia minima 3.

Agora s6 falta ver que as linhas de H sdo linearmente independentes, para H ser de facto uma
matriz de paridade. Deixamos essa verificagao como exercicio.
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Observagao 6.6. Tal como no caso bindrio, os cédigos Ham(r,q), com r e ¢ fixos, sao todos
linearmente equivalentes por construgao: qualquer matriz de paridade é obtida a partir de outra
permutando colunas (escolher vectores em classes distintas M, por ordens diferentes) e/ou multipli-
cando colunas por escalares nao nulos (escolher dois vectores diferentes na mesma classe M, para
matrizes H diferentes).

Exemplo 6.7. Ham(2, 3) é um c6digo ternério (ou é uma classe de cédigos) com parametros [4, 2, 3].
Como as classes de vectores linearmente independentes sao

M(O,l) = {(07 1)7 (072)}7 M(l,O) = {(170)7 (270)}7 M(l,l) = {(L 1)7 (272)} e M(1,2) = {(172)a (27 1)}

as matrizes

0111 0121 2. 0 1 2 011 2
Hl_[1 0 1 2]’H2_[ ]’H?’_[o 2 1 1]6H4_[1 0 2 2]

sao matrizes de paridade destes cédigos equivalentes, estando H; e Hy na forma candnica.

Exemplo 6.8. Ham(3,3) tem parametros n = % =13, k=n—-r=10ed =3¢
Oo00O0O011 1111111
H={01 1100011122 2
101 2 012012012

é uma matriz de paridade para este codigo.

Teorema 6.9. Os cddigos de Hamming Ham(r, q) sao perfeitos.

A demosntracao é analoga ao caso bindrio. como consequéncia, tem-se que, para n = T
q-—

Ay(n,3)=¢""" Vr>2.

Algoritmo de descodificacao para os codigos de Hamming ¢-arios

Vamos assumir que a matriz de paridade H tem as colunas escritas por ordem lexicografica e que
a primeira entrada nao nula de cada coluna é 1. No Exemplo 6.7 escolheriamos a matriz Hi, no
Exemplo 6.8 a matriz H estd na forma pretendida.

Como Ham(q,r) é um cédigo perfeito de distancia minima 3, o sintoma de qualquer vector y é

S(y) = 0 ou S(y) = S(\e;) para algum A € F, e e; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na coordenada

i €{1,...,n}. Portanto:

1. Recebido y € Fy, calcular o sintoma S(y).

2. Se S(y) = 0, ent@o assumir que ndo houve erros de transmissao.

3. Caso contrario, S(y) = A¢; # 0 para alguma coluna ¢; de H e escalar ndao nulo A. Assumir que o
vector de erro é Ae; e descodificar y por y — Ae;.

O algoritmo descrito para os cédigos de Hamming binarios é um caso particular deste, onde se tem
necessarimante A = 1.
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Exemplo 6.10. Seja C = Ham(3,3) com a matriz de paridade do Exemplo 6.8. Supondo que
recebemos o vector y = 1101112211201 € F3, como

S(y) = Hy =

O N
Il
[\
N O =

assumimos que ocorreu um erro na coordenada 7 descodificamos y por y — 2ey = 1101110211201.

Se aplicarmos a construcao contraccao definida na Secg¢ao 5 do Capitulo 5 a um cédigo de Hamming
Ham(r, ¢) obtém-se cédigos [n—s,n—r—s,d] com d > 3. Se a redundancia r for pequena, em muitos
casos ainda ficamos com cédigos de distancia minima d = 3 mas, em geral, com maior capacidade
de detecgao de erros.

Exemplo 6.11. Consideremos o cédigo C' = Ham(2, 11), sobre Fy;, com matriz de paridade
0
H= [ :

Contraindo nas duas primeiras coordenadas, obtemos o c¢édigo C’ com matriz de paridade

1 11111111
1 34567 8 9 X |-

[N

1
0

1

o — 111111111
1123456789 X |7

ou seja, o cédigo contraido é o cédigo ja estudado no Exemplo 4.33. Como foi visto, d(C’) = 3
mas C’ pode ser usado para corrigir erros simples e, simultaneamente, detectar erros duplos de
transposicao.

Cédigos simplex
Por definicao, um cédigo simplex é o dual de um cédigo de Hamming

S(r,q) & Ham(r, q)* ,

, R . _ qr_l . ~
portanto, S(r,q) é um cédigo de comprimento n = e dimensao r.

Proposicao 6.12. Se x € S(r,q) \ {6}, entdo w(x) = ¢"~t. Em particular, d(S(r,q)) = ¢" .
Dem. Seja G uma matriz geradora de S(r,q), portanto G é uma matriz de paridade de Ham(r, q)

e, por construgao dos cdédigos de Hamming, cada uma das coluna de G pertence a uma classe
My = {Xz : A € Fg\ {0}}, com x € Fy, \ {0}. Como ja se observou anteriormente, cada uma das

n = % classes M, contém g — 1 vectores. Logo, se v € F}; é um vector nao nulo, entdo (v)*\ {0}
Tﬁl— e . . ~
¢ a uniao disjunta de 4 T L classes M, (porque o cédigo dual (v)* tem dimensdo r — 1), o que

. . T‘_lf N .
implica que ¢-v = 0 para as qul colunas de GG pertencentes as classes M, contidas em <U>J‘.
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Por outro lado, sendo ¢;, com ¢ = 1,...,n as colunas de G, como S(r,¢q) é o espago das linhas de
G, os vectores em S(r,q) sao da forma

cL-v
GTv =
Cp + U
onde v € Fy. Donde se conclui que as palavras nao nulas em S (r,q) tém peso
-1 _qr_l_qr—l_l B

T r—1
w =n— = = . O
(G'v)=n 1 g—1 -1 q

O nome simplex deste codigos é justificado pela proposicao anterior, no caso binario: as palavras
de S(r,2) sao os vértices de um simplice-n regular (para a distancia de Hamming) em F3, com
n = 2" — 1. Um simplice-2 é um triangulo e tem trés vértices, um simplice-3 é um tetraedro e tem
quatro vértices. Em geral, um simplice-n é um “sélido” em F% (ou R™ ou Fy ou ..) com n + 1
vértices tal que o hiperplano definido por n dos vértices nao contém o outro vértice.

Exemplo 6.13. Para r = 2, temos n = 2" — 1 = 3 e |S(r,2)] = 2" = 4 = n + 1, portanto
S(2,2) = {000,110,101,011} C F3 e podemos representar as palavras deste cédigo na figura
011
110

101

2. Cddigos de Reed-Muller

Na Ficha 2, ja definimos a familia dos cédigos de Reed-Muller por:
RM(0,m) = {6, f} = cddigo bindrio de repeticao de comprimento 2™ ;
RM(m,m) = (F9)*" ;
RM(r,m) =RM(rm—1)«RM((r—-1,m—-1), 0<r<m.

Uma vez que os cédigos de repeticao e que (F2)?" sdo todos cédigos lineares, qualquer RM (r, m)
¢ também um cdédigo linear, pois a construcao de Plotkin preserva a linearidade, e, como foi visto
na Ficha 2, os seus pardmetros sao [27, 37 o ("), 2™7"].

Proposigao 6.14. Seja m € N. Seja € RM(1,m). Entio =0 ouz =1 ou w(x) = 2",
Dem. Exercicio da Ficha 5. O

Em particular, RM(1,m) contém 2™~! — 2 vectores de peso 2™~ 1.
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Proposicao 6.15. Seja 0 <r < m. Entdo RM(r,m)t = RM(m —r —1,m).

Dem. Exercicio da Ficha 5. O

Proposicao 6.16. Seja m > 1. Entdo RM(1,m)* € equivalente ao cédigo de Hamming bindrio
estendido Ham(m,2).

Dem. Uma maneira de provar este resultado, que deixamos como exercicio, é obté-lo como corolario
da Proposicao 6.15. Aqui apresentamos uma demonstracao que usa a Proposicao 6.14 e matrizes
geradoras dos codigos Reed-Muller e de paridade dos cédigos de Hamming bindarios estendidos.

)+ é uma matriz geradora G,, para RM(1,m). Como

1 1
éi=|p ]
como matriz geradora. Como 1 € RM(1,m), pela Proposicao 6.14, podemos escolher uma matriz
geradora de RM(1,m) na forma

Uma matriz de paridade para RM(1,m
RM(1,1) = F3, podemos escolher

)

0

0
1 ... 1‘1

Entao GJ, gera um cédigo equivalente a RM(1,m) e é uma matriz de paridade de um c6digo

estendido C, onde C = N (H,,). Vamos agora provar, por indugdo mateméatica em m, que H,, é
uma matriz de paridade para Ham(m, 2), ou seja, vamos mostrar que as colunas de H,, sao todos
os vectores nao nulos em [F3".

m = 1: De G1 vem que H; = [1] que é a matriz de paridade de Ham(1,2).
m = m + 1: Suponhamos agora que H,, é uma matriz de paridade de Ham(m, 2). Como

101 -+ 1l1]1 --- 1
Gm Gm
Gerl: = Hm Hm
0 01 1 0 0
1 0]0 0|11 L
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entao
0
Hypi1 = H,, : H,,
0
0 --- 0‘1‘1 o1
Por hipétese de indugao, as colunas de H,, sao todos os vectores em 3" \ {6}, i.e., representam os
nimeros em {1,...,2™ — 1} na base 2. As colunas de H,,;+1 sdo
| 0 |
c c
) ) e )
1 0 1
0 T 1
onde ¢ é uma coluna de H,,. Estes trés tipos de coluna representam, respectivamente, qualquer
ntimero par 2 com ¢ € {1,...,2™ — 1}, o nimero 1 e os nimeros 2i + 1 com ¢ € {1,...,2™ — 1},
donde se conclui que H,, 1 é de facto uma matriz de paridade para um cédigo de Haming binario
Ham(m, 2). O

3. Minorante de Gilbert-Varshamov Linear

O método usado para construir uma matriz de paridade para Ham(r, ¢) permite obter minorantes
para A,(n,d), onde ¢ é uma poténcia de um nimero primo.

Teorema 6.17 (Gilbert-Varshamov). Seja ¢ uma poténcia de um nimero primo, 2 < d < n e
1<k<n. Se

-2

> < ; >(q —1) <q" " (6.1)
i=0

entdo existe um cddigo linear [n,k,d'] sobre F, com d' > d.

Dem. Assumindo a desigualdade (6.1), vamos provar que existe uma matriz H,_j, tal que quais-

quer d — 1 colunas sao linearmente independentes. Seja » = n — k e seja ¢; a coluna j de H.
Escolhemos

CleFZ\{ﬁ}, C2€F2\<Cl>, C3€FZ\<61,CQ>.
Para 2 < j < n, ¢; pode ser qualquer vector em Iy que nao seja combinagao linear de d — 2 (ou
menos) colunas ci,...,cj—1 ja escolhidas. Portanto, sendo N(j) o ntiimero de vectores em Fy, que

nao podem ser escolhidos para c;, tem-se

N<j)=1+(j;1)<q—1>+<j;1>(q_1)2+...+@:;)(q_l)m

onde a primeira parcela conta o vector nulo, a segunda parcela conta os multiplos nao nulos das
J — 1 colunas ja escolhidas, etc, a i-ésima parcela conta o nimero de combinacoes lineares de 7 — 1
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das colunas ja escolhidas com todos os coeficientes nao nulos. Ou seja
d—2 ] 1 '
v =% (77 -

E possivel escolher a j-ésima coluna cj se e s6 se N(j) < ¢" = |[F|. Por hipétese, N(n) < ¢",
logo existe uma matriz H,_j, tal que quaisquer d — 1 colunas sao linearmente independentes,
como pretendiamos. No entanto nao temos garantia de que as linhas de H sejam linearmente
independentes para poder ser uma matriz de paridade de um cédigo, mas podemos ainda tomar
C = N(H). O nicleo de uma matriz é sempre um espago vectorial, portanto C' é um cédigo
linear de comprimento n, dimenao dim C' > k (igualdade apenas se as linhas de H sao linearmente
independentes) e d(C') > d pelo Teorema 4.16. Aplicando agora o Teorema 5.8 sabemos que existe
um cédigo C’ de parametros [n, k,d’| com d' > d(C) > d. O

Corolario 6.18. Seja ¢ uma poténcia de um niumero primo e 2 < d < n. FEntao
S
d—2 m—1 i
Zizo (nz )(q - 1)1

Dem. Pelo teorema anterior, sabemos que existe um cédigo C' de parametros [n, m,d'] sobre Fy,
com d' > d. Aplicando o Teorema 5.8 a C' comr =s=0et =d — d, obtemos um cédigo [n,m,d|,
que contém ¢™ palavras, logo A,4(n,d) > ¢™. O

n

Ay(n,d) > ¢™ onde m = max{k: eN: "<

4. Coédigos de Golay

Seja Ga4 0 codigo bindrio com matriz geradora na forma candnica G = [I 12 A], onde

01 1 11111111 17
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
A= 111000101101
110001011011
100010110111
100101101110
101011011100
110110111000
11 0110111000 1]

Gay diz-se o codigo de Golay binario estendido.

Lema 6.19. (i) Goy € um cddigo auto-dual, i.e., G3; = Gay;
(ii) [A 112] ¢ uma matriz geradora de Gaoyg;

(iii) Vo € Gag,w(z) =0 mod 4;

(iv) Yz € Gag, w(x) # 4;
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Para a demostracao deste lema, consultar [2].

Teorema 6.20. O cddigo de Golay bindrio Gag tem pardmetros [24,12, 8].

Dem. Por construgao, tem-se directamente que GGo4 tem comprimento 24 e dimensao 12. Atendendo
a que qualquer linha da matriz geradora G = [I 12 A], excepto a primeira, tem peso 8, as alineas
(iii) e (iv) do Lema 6.19 implicam que d(Ga4) = 8. O

O cédigo de Golay Ga3 é o pontuado, na iltima coordenada, do cédigo G4, portanto os seus
parametros sdo [23,12,d], ou (23,2'2,d), com 7 < d < 8. Uma vez que a primeira linha de G é uma
palavra de G24 com peso 8 e tultima coordenada igual a 1, o cédigo GGog contém uma palavra de
peso 7, donde se conclui que Ga3 tem Qisténcia minima d = 7 e é um codigo perfeito. Note ainda
que a extensao por paridade de Gaz é Gag = Gog.

A definigdo dos cédigos de Golay ternarios é anédloga a dos bindrios. Seja G = [Iﬁ B}, onde

011111
101221
1101 22
B=l1 2101 2
122101
1122 1 0

Seja G12 o c6digo ternario com matriz geradora (G. Deixamos a demosntr¢ao do seguinte teorema
como exercicio.

Teorema 6.21. (i) G2 é um cddigo auto-dual;

(ii) O cddigo de Golay terndrio Gia tem parametros [12,6,6].

Definimos G171 como o pontuado do cédigo G2 na tltima coordenada, portanto os seus parametros
sdo [11,6,5], ou (11,35,5), e 6 um cédigo perfeito.

5. Cddigos de distancia maxima de separacao ou MDS

A estimativa de Singleton 2.11 para cddigos lineares [n, k,d], pode ser provada de outra maneira
usando o Teorema 4.16: como as colunas de uma matriz de paridade sao vectores em Iﬁ‘g*k e
quaisquer d — 1 colunas sao linearmente dependentes, logo d < n — k + 1.

Definicao 6.22. Um cédigo linear de parametros [n, k,d| tal que d = n — k + 1 diz-se um cddigo
de distancia mdzxima de separacdo, ou MDS.

Exemplo 6.23. (i) C = Fy tem pardmetros [n,n, 1], ¢ MDS.
(ii) O cédigo de repeticao (1) C [y tem parametros [n,1,n], e também ¢ MDS.
(iii) O dual de um cédigo de repetigao tem parametros [n,n — 1,2], e também é MDS.

Definigao 6.24. Qualquer cédigo equivalente a um dos do Exemplo 6.23 diz-se um cddigo MDS
trivial.
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O cddigo [10, 8, 3] sobre Fq; do Exemplo 4.33 e os dos problemas 1 e 2 da Ficha 4 sao exemplos de
c6digos MDS nao triviais.

Lema 6.25. Seja C' um cddigo linear [n, k], com matriz de paridade H. Entdo C é MDS se e so
se quaisquer n — k colunas de H sao linearmente independentes.

Dem. (=) E consequéncia imediata do Teorema 4.16.
(<) d(C) >n—k+1, pelo Teorema 4.16, e d(C) < n — k + 1, pela estimativa de Singleton. [

Teorema 6.26. O dual de um codigo MDS ¢ também um codigo MDS.

Dem. Seja C um cédigo linear [n, k,d]; com d =n — k + 1. Seja H uma matriz de paridade para
C, portanto H é uma matriz geradora do cédigo dual Ct, de parametros [n,n — k,d’]. Queremos
ver que d = k+1. Como d < k + 1, pela estimativa de Singleton, basta ver que d’ > k + 1. Como
d(Ct) = w(Ct), basta ver que w(z) > k + 1 para todo o z € C+\ {0}.
Seja z € C tal que w(z) < k. Sem perda de generalidade, como = tem no méximo n—k coordenadas
nulas, podemos assumir que z = (z/,0) com 2’ € F’; e0e€ Fg_k . Seja H' a submatriz de H formada
pelas tltimas n — k colunas desta, ou seja

H=[A 1
com A uma matriz (n — k) X k e H' uma matriz quadrada. Pelo Lema 6.25, porque C é um
cédigo MDS, as colunas de H' sao linearmente independentes, logo as linhas de H' também sao
linearmente independentes, porque o espaco das linhas e o espago das colunas duma matriz tém a
mesma dimensao.
Por outro lado, o vector = = (2/, 6) é combinacao linear das linhas de H, i.e., se ly,...,l,_; sao as

linhas de H, entao
n—k
r = Z Ozili y
i=1

onde os coeficientes o; € Fy sao unicamente determinados por x, donde

onde I} é a i-ésima linha de H' (portanto as entradas de [} sdo as tltimas n — k entradas de [;),
logo ; = 0 para todo o 4, porque {l{,...,l/ _,} é um conjunto linearmente independente. Donde

se conclui que z = 0 e, portanto, as palavras nao nulas de C tém peso pelo menos k + 1. O

A alinea (iii) do Exemplo 6.23 é um caso particular deste teorema.
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6. Exemplos de Cédigos Lineares

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.

6.5.
6.6.

Exercicios

Resolva a Ficha 5.

Descreva um algoritmo de descodificacao para o codigo de Hamming bindario estendido Pfar\n(r, 2)
que permita corrigir qualquer erro simples e detectar erros duplos simultameamente.

Justifique que os c6digos de Hamming Ham(2, ¢), de redundancia 2, sao cédigos MDS.
Seja Fy = {0,1, a, @?}, onde o é uma raiz de 1+t +t2. Seja C' um cédigo linear sobre Fy com
matriz geradora
1 1 1
=lota

01 a o
Escreva uma matriz geradora para o cédigo dual C. Mostre que C' e Ct sao cédigos MDS.
Mostre que os tnicos cdédigos MDS bindrios sao os triviais.

Seja C' um cédigo g-ario MDS de parametros [n, k] com k < n.
(a) Mostre que existe um c6digo g-ario MDS de comprimento n e dimensao n — k.
(b) Mostre que existe um cédigo g-ario MDS de comprimento n — 1 e dimensao k.



