CAPITULO 8

Cddigos Ciclicos

1. Introducao

Um cddigo linear C' tem varias vantagens em relagao a um cddigo arbitrario sem qualquer estrutura
adicional: C fica completamente descrito por uma matriz geradora (apenas k palavras em vez da
lista de todas as ¢* palavras de c6digo), é mais facil testar se uma dada palavra pertence ao cédigo
através de uma matriz de paridade, hé algoritmos de descodificao que requerem “pouca informagao
armazenada” (pelo menos em relacao a um cédigo qualquer). Os cédigos ciclicos sdo uma subclasse
dos codigos lineares que ainda requerem menos informagao para se poder descrever todas as palavras
de codigo, basta um polinémio de grau menor do que o comprimento das palavras, e com algoritmos
de descodificagdo mais eficientes. Além disso, os cddigos de Hamming bindrios, os cédigos de Golay
G11 e Gag, e outras familias importantes (como, por exemplos, os cédigos BCH, Reed-Solomom e
Goppa) s@o cddigos ciclicos.

Definicao 8.1. Um codigo C' diz-se ciclico se

(i) € élinear (portanto C' é subespago de algum FFy) e

(ii)) se x = (z1,22,...,Tn-1,2Ty) € C, entao (z,,x1,22,...,Tn-1) € C.

O vector (zn, T1,T2,...,2y—1) € Fy diz-se um desvio ciclico de x € Fy, e iremos denotd-lo por o(x).
Portanto, um cddigo € ciclico se é linear e se contém os desvios ciclicos de todas as palavras de
cédigo. Mais geralmente, se C' é um cédigo ciclico, entdo o%(c) € C para todo o ¢ € C e todo o
1 € Z — ver Exercicio 8.2.

Exemplo 8.2. e Os cédigos triviais {0} e [y sdo ciclicos.
e O cédigo binédrio Es = {000, 110,101,011} é ciclico.

e O cédigo simplex S(3,2) = {0000000,1011100,0101110, 0010111, 1001011, 1100101,
1110010,0111001} é ciclico.

e (7 ={0000,1010,0101,1111} é um cédigo ciclico.
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e O cédigo Cy = {0000,1001,0110,1111} nao é ciclico, embora seja linear, e é equivalente ao
cédigo C1 do ponto anterior.

e O cédigo C3 = {0000,1010,0101} nado é ciclico porque nao é linear, mas contém todos os
desvios ciclicos.

e Ham(2,3) nao ¢ ciclico nem equivalente a um cédigo ciclico — a ver mais tarde.

Teorema 8.3. O dual de um cddigo ciclico € ainda um cédigo ciclico.

Dem. Seja C' um cédigo ciclico de comprimento n. Como o dual de um codigo linear é linear, s
temos de verificar a condigdo (ii) na definicdo de cédigo ciclico para C*. Por definicio de dual e
porque C' é ciclico,

reCt — z.07Ye)=0 VeeC,

mas como .
z-0 )= Z$i0i+1 =o(x)-c,
=1

onde os indices sao tomados médulo n, fica
reCt — o ect. O

Como consequéncia deste teorema e do terceiro ponto do Exemplo 8.2, o c6digo de Hamming binério
Ham(3, 2) é ciclico. Iremos ver que qualquer c6digo de Hamming bindrio é equivalente a um cédigo
ciclico. Tal nao se verifica, em geral, para os cédigos de Hamming g-arios.

2. Polinémio gerador

Iniciamos esta seccao apresentando algumas nocoes de dlgebra de que iremos precisar ja de seguida.
Os anéis que iremos considerar no resto do capitulo sao o anel dos polinémios Fy[t] e quocientes
deste, por isso vamos sempre assumir que R é um anel comutativo com unidade.

Definigao 8.4. O subconjunto nao vazio I C R diz-se um ideal de R se é fechado para a soma e
para o produto por qualquer elemento de R, mais precisamente, se a +b € I e ar € I para todo o
a,belereR.

Dado a € R, o conjunto (a) := {ar : r € R} é um ideal (verifique) e diz-se o ideal gerado por
r e o elemento a diz-se um gerador do ideal, e pode nao ser uinico. Mais geralmente, o conjunto
(a1,...,an) ={>_;air; : r; € R} é um ideal e {a1,...,an} diz-se um conjunto gerador.
Definicao 8.5. Um ideal I C R diz-se um ideal principal se I = (a) para algum a € R. Se todos
os ideais sdo principais, R diz-se um anel de ideais principais’.
Exemplo 8.6. e O conjunto {0} e o préprio anel R = (1) sdo ideais principais.

e Se R é um corpo, {0} e R sao os dnicos ideais.

e No anel dos inteiros Z, o conjunto dos nimeros pares é um ideal e também é principal: (2) =
{2z : x € Z}. O inteiro —2 também é um gerador deste ideal.

1E se R for um dominio integral onde todos os ideias sdo principais, dizemos que R é um dominio de ideais principais ou,
abreviadamente, um d.i.p.
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e Em Z[t], o ideal (2,t) nao é principal.

Teorema 8.7. F,[t] ¢ um anel de ideais principais®. Mais concretamente, se I # {0} € um ideal,
entdo I = (g(t)), onde g(t) € um polindmio mdnico de grau minimo em I. Além disso, este g(t) é
Unico.

Dem. Seja I # {0} um ideal de F,[t]. Seja g(¢) um polinémio nao nulo de grau minimo em 7. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que ¢(t) é moénico (caso nao seja, multiplicamos g(t) pelo
inverso do coeficiente de maior grau). Queremos ver que este g(¢t) é um gerador do ideal I. Seja
a(t) um elemento em I qualquer. Pelo algoritmo da divisao em F[t], existem polinémios ¢(t) e
r(t) tais que a(t) = g(t)q(t) + r(t), com deg(r(t)) < deg(g(t)), portanto r(t) = a(t) — g(t)q(t) € I.
Como ¢(t) tem grau minimo entre os polinémios nao nulos em I, entao o resto r(t) é nulo e
a(t) = g(t)q(t) € (g(t)). Como a(t) € I é arbitario, conclui-se que I C (g(t)). E como g(t) € I,
também se verifica a inclusao inversa I O (g(t)), donde I = (g(t)).

Deixamos como exercicio verificar que existe um tUnico polinémio monico gerador do ideal I. O

Com o mesmo tipo de demonstragao, usando o algoritmo da divis@o para os inteiros, também se
prova que Z é um anel de ideais principais. O caso do anel [F[t] vai ser 1til no contexto dos cédigos
ciclicos.

Vamos agora traduzir a condicao combinatérica dos desvios ciclicos na Definicao 8.1 numa condicao
algébrica. Considere o anel quociente R, = F,[t]/(t" — 1). Este anel tem uma estrutura natural de
espaco vectorial sobre ;. Considere a aplicacao linear, sobre F,,

p:F; — Ry,

a=(ap,a1,...,an—1) — a(t) =ag+arit+---+an—2 + ap_1

Como cada classe em R,, tem um tnico representate em [F,[t] de grau menor ou igual a n — 1
(nomeadamente o resto da divisdo por t" —1), a aplicacao ¢ é um isomorfismo vectorial (verifique!),
além disso

QO(O'(CL)) = (p(anfla ap, at, - - . aan72)
=anp_1+apt+---+ an,gtn_l
= ta(t) ,
onde se usou t" = 1, em R,,, no dltimo passo. Portanto
[ p(o(a)) = tp(a) ] (8.1)

ou seja, tomar o desvio ciclico o(a) em F q corresponde a multiplicacao por ¢ em Ry,

Teorema 8.8. Um subconjunto C C Fy ndo vazio € um cddigo ciclico se e s6 se I = o(C) € um
ideal de R,,.

Dem. (<=) Como I é um ideal, entdao I é fechado para a soma e para o produto por escalares
(que sao identificados com os polinémio constantes em R,,), ou seja, I é um subespago vectorial de

2Este resultado verifica-se para K|[t], onde K é um corpo qualquer, ndao necessarimente finito
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R, portanto C' = ¢~ !(I) é um subespaco vectorial de [Fy;. Como [ ¢ fechado para o produto por ¢,
porque é um ideal, entao, por (8.1), C' é fechado para desvios ciclicos.
(=) Como qualquer elemento de R, é combinacio linear de 1,¢,...,¢t" 1 e I é um subespaco
vectorial de R, basta verificar que I é fechado para o produto por t¥, com 0 < k < n.
Por inducao em k:
k = 1: Seja a(t) € I e seja a = ¢ '(a(t)) € C C F7. Como C é ciclico, entdo o(a) € C, logo
w(o(a)) =ta(t) € I, por (8.1).
k = k+1: Se a(t) € I, entdo t*a(t) € I, por hipétese de indugdo, logo t*+1a(t) = t(tFa(t)) € I,
pela base de indugao. (I
Exemplo 8.9. (a) Ao cédigo trivial C = {0} C F y corresponde o ideal trivial I = {0} C R,,.
(b) Ao cédigo trivial ' =Fy corresponde o ideal trivial I = Ry,.
(¢) Para o c6digo dos pesos pares E3 = {000,110,101,011} C F3, tem-se
I=¢(Es)={0,141t,1+*t+1"} C Ry =Fat]/(t* — 1) .
Como t +t> =t(1+t)el+t>=1t>(1+1t) (modt> — 1), entdo I = (1 +t). Mas também é
verdade que I = (1 4 t?) = (t + t2), como ideal em Rj3.

(d) Para o cédigo bindrio C; C F3 do Exemplo 8.2, o ideal correspondente em Ry é I = ¢(C) =
{0, 1+ 2,6t +3, 1+t +t2 + 3} = (1 +t2), que também é gerado por t + t3.

Tendo em conta o Teorema 8.8, interessa caracterizar os ideais de R,. Considere a aplicagao
quociente, que é um homomorfismo de anéis,
m:Ft] — R, =TFy[t]/(t" - 1) .

Lema 8.10. Se J € um ideal em F,[t] entao w(J) € um ideal em R,,. Se I é um ideal em R,,, entdo
7= Y(I) é um ideal em Fyt] que contém t" — 1.
Dem. O resultado segue da definicao de ideal, tendo em conta que a imagem e a pré-imagem de
conjuntos sao, respectivamente,

w(J):={r(j) € Ry : jE€J} e 7 (1) = {i €F[t] : w(i) = [i] € I} . O

Como consequeéncia deste lema, a aplicacao 7 define uma correspondéncia biunivoca® entre os ideais
no quociente R,, e os ideais contendo t" — 1 no anel dos polinémios Fy[t].

Exemplo 8.11. Considere o ideal I = (1 +t) C R3 associado ao c6digo E3 (ver Exemplo 8.9). De
acordo com o Lema 8.10, 7= 1(I) = (1 +¢,1 + 2, ¢t + 2,3 — 1), mas como

1+ =0+t)?, t+t2=@+1)t e B-1=@t+1)A+t+1?),
ou seja, como os trés polinémios 1412, t4t2 e t3 — 1 sdo miltiplos de ¢ + 1, entdo 7~ (I) = (1 +t) C

Fo[t].

3Esta caracterizagio dos ideais no anel quociente R/A é vélida para qualquer anel comutativo R e qualquer ideal A C R,
nao necessariamente principal.
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Observacao 8.12. Nota a notacao e terminologia: Recorde que os elementos de R,, sao classes
de equivaléncia de polinémios, geralmente identificados com um representante muito “especial”, o
resto da divisao por t" — 1. Definimos, portanto, grau de um elemento de R, como o grau deste
representante. Rigorosamente, para qualquer f(t) € F,[t], definimos o grau da classe [f(t)] € R,
por
deg([f(D)]) := min{deg(k(t)) : k(t) = £(t) (mod " — 1)} .

Portanto, o grau dos elementos de R,, é sempre menor do que n. Note ainda que, em F,[t] é sempre
verdade que deg(a(t)b(t)) = deg(a(t)) + deg(b(t)), mas em R,, apenas se verifica que

deg(a(t)b(t)) < deg(a(t)) +deg(b(t) Va(t),b(t) € Ry .
Por exemplo, em R3, t —1 e 1 4+t + t? tém graus 1 e 2 respectivamente, mas o seu produto

(t —1)(1 4+t 4 t?) = t3 — 1 representa a classe nula em Rj3, tendo portanto grau —oo e nio grau 3.

Teorema 8.13. R, € um anel de ideais principais. Mais concretamente, se I # {0} é um ideal em
R, entao I = (g(t)), onde g(t) € um polinémio mdnico de grau minimo em I. Além disso, este
g(t) € dnico, g(t)[t" —1 e go = g(0) # 0.

Dem. Seja I # {0} um ideal em R,, e seja J = 7 (I). Pelo Lema 8.10, J é um ideal em F[t] que
contém t" — 1. Pelo Teorema 8.7, existe um tnico polinémio ménico g(¢) de grau minimo em J tal
que J = (g(t)) C Fy[t]. Como t" —1 € J, ent@o ¢(t) divide t" — 1 e, como consequéncia, também se
verifica que g(0) # 0 (caso contrario ¢ seria um divisor de t™ — 1 en F,[t]). Aplicando o Lema 8.10
novamente, I = 7(J) é gerado pela classe [g(t)] (note que w(7~(A)) = A, para qualquer A C R,
porque 7 é uma aplicagdo sobrejectiva). [l

Defini¢ao 8.14. O polinémio g(t) € Fy[t] no Teorema 8.13 diz-se o polindmio gerador do cédigo
ciclico C' = ¢(I).
Exemplo 8.15. Continuacao do Exemplo 8.9:

(a) O polinémio gerador de E3 é 1+, os outros dois geradores de I = p(FE3) tém grau 2. Note que
o poliménio gerador 1+t é precisamente o gerador ménico de 7—1(I), como se viu no Exemplo
8.11.

(b) O polinémio gerador do cédigo ciclico (1010,0101) C F5 é 1 + 2.
A partir de agora identificamos I e C sem fazer necessariamente referéncia ao isomorfismo vectorial
o Fy — Rp.
Lema 8.16. Seja g(t) € Fyt] tal que g(t)|t" —1. Entdo a(t) = g(t)z(t) (mod t" —1) se e s6 se g(t)
divide g(t) em Fyt].
Dem. Seja h(t) € F,[t] tal que g(t)h(t) =t — 1. Entao

a(t) = g(t)z(t) (mod t" —1)

— af (t)x(t) + (" — 1)y(t) , para algum y(t) € Fy[t]

( (0)z(t) + g(O)h(t)y(t) = g(t)(z(t) + h(t)y(t))
ou seja, ¢(t) divide a(t). O

a(t) =g
= a(t)=yg
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Teorema 8.17. Seja f(t) € Fy[t]. Entdo f(t)[t" — 1 e f(t) € monico se e s6 se f(t) € o polindmio
gerador de algum codigo ciclico.

Dem. (<) Consequéncia imediata do Teorema 8.13

(=) Seja a(t) € Fyt] tal que f(t)a(t) =t" — 1, seja C = (f(t)) e seja g(t) o polinémio gerador do
codigo C. Queremos ver que f(t) = g(t). Como g(t) € (f(t)) C Ry, entdo existe b(t) € F,[t] tal que
g(t) = f(t)b(t) (mod t"™ — 1), portanto, pelo Lema 8.16, f(t) divide g(t) em Fy[t]. Como g¢(t) é o
polinémio moénico de grau minimo em C' e f(t) é ménico, conclui-se que f(t) = g(t). O

O teorema anterior permite-nos classificar todos os c6digos ciclicos g-arios de comprimento n a custa
da factorizacao de t" — 1 em polindmios irredutiveis em F,[t].

Exemplo 8.18. Como 3 — 1 = (1 +¢)(1 +t+t2) e 1 +t + t? é irredutivel em Fy[t] (porque tem
grau 2 e nao possui raizes em Fy), entdo os tinicos c6digos ciclicos bindrios de comprimento 3 sao
Ry=(1), (1+8), (1+t+)={01+t+"} e (—1)={0},

ou, vistos como subespagos vectoriais de F%, os unico cddigos ciclicos de comprimento 3 sao IE‘%, o
cédigo dos pesos pares F3, o cdigo de repeticao {000,111} e o c6digo nulo {6}

3. Matriz geradora e matriz de paridade

Nesta seccao recuperamos as caracteristicas lineares de um cédigo ciclico a custa do seu polinémio
gerador.

Teorema 8.19. Seja g(t) = go + g1t + -+ - + gt 0 polindmio gerador do cddigo ciclico C C R,.
Entao

go gl DTS gr 0 DY DY O
_ t -
, , tg(t)
G(n—r)xn: : O .
o --- 0 g 91 - g O nfr;l
— t
0 PEEEEY DY 0 gO gl DY g,r_ g( )

€ uma matriz geradora de C' e dim C' = n—r = n—deg(g(t)), ou seja, o grau de g(t) € a redundancia
do codigo C.

Dem. Como gy # 0, as linhas de G sao linearmente independentes. Vamos ver que as linhas
também formam um conjunto gerador, como espago vectorial, do cédigo C. Seja a(t) € C' = (g(t)).
Entao deg(a(t)) < n e, pelo Lema 8.16, a(t) = g(t)q(t) para algum polinémio ¢(t) € F,[t]. Como
deg(a(t)) = deg(g(t)q(t)) = deg(g(t)) + deg(q(t)), entao deg(q(t)) < n —r, ou seja,

qt) =qo+qt+-+gnrat" " e

a(t) = g(t)q(t) = qog(t) + aqitg(t) + -+ guoy1t" " g(t) ,
ou seja, a(t) é combinacdo linear de g(t),tg(t),...,t"""1g(t), que sdo precisamente as linhas da
matriz G.

Uma vez que as n — r linhas de G formam uma base de C, conclui-se C' tem dimensaon —r. 0O
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Exemplo 8.20. J4 vimos que g(t) = 1+t2+3+t* é o polinémio gerador do cédigo simplex S(3,2).
Pelo teorema anterior,

101 110

G=101 0111

001 011

é uma matriz geradora deste codigo. Note que as colunas d
nulos de F3, como devia ser, pois S(3,2)+ = Ham(3,2).

o = OO

G sao de facto os sete vectores nao

Definigao 8.21. Se C' é um cédigo ciclico, de comprimento n, com polinémio gerador g(t), entao
th —1
h(t) = YOl € F,[t] diz-se o polindmio de paridade de C.
g
Uma vez que g(t) é ménico, entao h(t) também é, pois h(t)g(t) =t™ — 1.
ATENCAO! O polinémio de paridade de um cdédigo ciclico C' nao é, em geral, o polinémio gerador
do cédigo dual C*, embora este seja ciclico, pelo Teorema 8.3.
Exemplo 8.22. Para o cédigo simplex S(3,2), com polinémio gerador g(t) = 1 + 2 + 3 + ¢4, o
-1
polinémio de paridade é h(t) = [ S i 1+ 2 +t3. Pelos Teoremas 8.17 e 8.19, este h(t)
¢ o polinémio gerador de um cdédigo ciclico C' com matriz geradora

1011100
Gh,=10 101110
0010111

Seja G a matriz geradora de S(3,2) do exemplo anterior. Entdo, como G GT # 0, a matriz G}, ndo
é uma matriz de paridade para S(3,2), logo C' # S(3,2)*. No entanto, C' e S(3,2)" sdo cédigos
linearmente equivalentes — verifique!

Proposigao 8.23. ¢(t) € C se e so se c(t)h(t) =0 (mod t" —1).

Dem. Seja c¢(t) € Fg[t] um polindmio qualquer. Entao
c(t)h(t) =0 (mod t" —1) <= c(t)h(t) = b(t)
= cot) =bt)g(t)
= o) efg@)=C

onde, na dltima equivaléncia, se usou o Lema 8.16. O

(t" — 1), para algum b(t) € F,[t],

Teorema 8.24. Seja C' um cddigo ciclico, de comprimento n e dimensdo k, com polindmio de
paridade h(t) = ho + hit + - - + hyt*. Entdo

(i) a matriz

(hi hi—1 - ho 0 R ()
0 ki hp_1 -+ ho 0o --- 0
0o .- 0 hi hi_y -+ hy O
0o .- 0 he  hg—1 -+ ho

€ uma matriz de paridade para C;
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(i) h(t) := hy 't*h(t™1) € F,[t] € o polindmio gerador de C*+.

Dem. (i) Como hy = 1 # 0 (lembre-se que h(t) é um polinémio ménico), as linhas de H sao
linearmente independentes. Portanto, para mostrar que H é uma matriz de paridade para C, basta
ver que Hc=0seesdéseceC.

Pela Proposicio 8.23, ¢(t) = ¢y + c1t + -+ + cp1t™ 1 € C se e 56 se c(t)h(t) = 0 (mod t" — 1).
Desenvolvendo o produto em F,[t], fica

C(t)h(t) =coho + (Cohl + Clh()) + -4 ( Z Cihj)tk +---+ ( Z Cihj)tnil
i+j=k i+j=n—1
+ ( Z Cihj)tn + -+ Cn_1hktn+k71 . (8.2)
i+j=n
Médulo t™ — 1, os termos de graus n a n + k — 1 tansformam-se em termos de graus 0 a k — 1,
respectivamente, portanto, os termos de graus k a n — 1 em (8.2) j4 estao correctos médulo t" — 1 e

os seus coeficientes tém de ser zero. Logo, ¢ = (cp,¢1...,cn—1) € C se e 86 se é solugao do seguinte
sistema de equagoes lineares
cohy + c1kip—1 + -+ + ciho =0
Clhk+‘~'+ckh1+ck+1h0 =0

Cnk—1kk+ -+ cn1hg =0
que, em notacao matricial, se escreve Hc = 0.

(ii) S6 falta ver que h(t)|t" — 1, pois h(t) é ménico e hg # 0. Mas h(t~1)g(t™') =t™ — 1, porque
h(t)g(t) = t" — 1, logo tFR(t=1)t"kg(t™1) = t"(t™" — 1) = 1 — ", logo hy 't*h(t™') = h(t) divide
" —1. ([

Observagao 8.25. Ao polinémio t*a(t 1) € F[t], onde k = deg a(t), costuma-se chamar polindmio
reciproco de a(t). Deixamos como exercicio verificar que, se a(t) divide t" — 1, entdo a(t) e o seu
reciproco geram cédigos equivalentes — ver Exercicio 8.9.

Exemplo 8.26. Para o cédigo simplex S(3,2), o polinémio de paridade é h(t) = 1+t>4t3. Portanto
h(t) =t3ht™ ) =1+t 2 +t3) =3+t +1
é o polinémio reciproco de h(t) e também o polinémio gerador do cédigo dual S(3,2)+ = Ham(3,2).
Exemplo 8.27. Em Fy[t], temos a seguinte factorizacio t2* — 1 = (t — 1)g1(t)g2(t), onde
) =1+ +" 40+ 10+t e got) =1+t 0 T ) 4t

Seja C1 = {(g1(t)) e Cy = {ga(t)). Como gy (t) := t'1g1(t71) = go(t), entdo, pelo Exercicio 8.9, Cy e
(s sao cédigos equivalentes com parametros [23,12]. Se mostrarmos que d(C;) = 7 (ver Problema
2 da Ficha 6), podemos concluir que C] é equivalente ao c6digo de Golay binédrio Gas.

Exemplo 8.28. Em F3[t], t'' — 1 = (t — 1)g1(t)g2(t), onde
gt)=—-1+2 -+t +t° e  @l)=-1-t+2—t34+1 .
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Como g1 (t) = —t5g1(t71) = ga(t), os cédigos gerados pelos polinémios g1 (t) e go(t) sdo equivalentes
com parametros [11,6]3. Se mostrarmos que a distancia minima deste(s) cédigo(s) é 5 (ver [2]),
podemos concluir que o cédigo de Golay terndrio G11 é equivalente a estes codigos ciclicos.

3.1. Coédigos de Hamming revisitados

Terminamos esta secgdo mostrando que os cédigos de Hamming bindrios Ham(r, 2) sao ciclicos.

Seja a € Fyr um elemento primitivo, e seja p(t) € Fo[t] um polinémio irredutivel* de grau r tal que
p(a) = 0. Portanto Faor = Fa[t]/(p(t)) e

For = {0,1 =0’ a,0?, ... ,oz2r_2} .
Como Far é um espago vectorial de dimensao r sobre Fy (ver Exercicio 3.4) e
a(t) =ap+ ait +--- + ap_ 1t —s (agy .- ar_1)

define um isomorfismo vectorial, podemos identificar o elemento ag+ait+- - -+a,_1t" 1 € Fa[t]/(p(t))
com o vector coluna

ao
“ el .
Ar—1
Com esta identificacao, considere a matriz
H = [1 a a? - OzQT_QJTX(T_l) )

ou seja, as colunas de H sao os elementos nao nulos do corpo For, donde H é uma matriz de paridade
de um cédigo de Hamming binario de redundéancia r e comprimento n = 2" — 1. Sé falta mostrar
que este codigo C' é ciclico. Como
C=N(H)={ceF; : Hc=0}

={(co,C1,---ycn—1) €EFy : ol +cra+---+ Cn_10™ V=0 em For}

={c(t) € Ry : ¢c(a) =0 (mod p(t))} .
Agora é facil verificar, usando a definigao de ideal, que C é um ideal em R,,, logo, pelo Teorema 8.8,
concluimos que C' é um cddigo ciclico. Ja agora vamos determinar o polinémio gerador g(t) de C.

Note que p(t) € C, pois p(a) = 0, logo, pelo Lema 8.16, g(t) divide p(t) no anel Fa[t] e, portanto,
temos necessariamente que g(t) = p(t), porque p(t) é irredutivel.

4. Codificacao e descodificacao

Como um cddigo ciclico também ¢ linear, ja conhecemos algoritmos de codificacao e descodificacao.
O objectivo desta seccao é descrever esses algoritmos, e/ou deduzir outros, & custa do polinémio
gerador.

4p(t) diz-se o polindmio minimo de «
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Seja €' C Ry = Fylt]/(t" — 1) um cédigo ciclico g-rio [n, k], com polinémio gerador g(t) = go +
git+---+g,t". Portantor=n—k,g.=1e

(g0 1 -+ ¢ 0 - - 0
0 g g - g 0 - 0
o - 0 g g -+ g 0
L 0 e .. 0 gO g1 .. gr_
é uma matriz geradora de C, pelo Teorema 8.19. Se apliacarmos o método de eliminacao de Gauss
para “matarmos” as entradas por baixo de cada g, = 1, usando apenas operacoes nas linhas,
obtemos uma matriz na forma
Gk’xn = [kar Ik] ) (83)

que ¢é ainda uma matriz geradora do mesmo cédigo C. Se designarmos por —p;(t) o polinémio
correspondente a linha i da matriz R, & linha ¢ de G corresponde o polinémio —p;(t) + ¢"*, onde
deg(pi(t)) <r—1, porque R é uma matriz de r colunas.

Por outro lado, cada linha de G é uma palavra do cédigo C, logo um multiplo de g(t) pelo Lema
8.16, donde

—pi(t) + 17 = g(t)ai(1),
para algum polinémio ¢;(t). Ou seja,
' = gW)ai(t) + pi(t)  Vie{0,....k—1} (8.4)
com deg(p(t)) <r —1 <17 =deg(g(t)), i.e., pi(t) é o resto da divisdao de t"* por g(t).

Um algoritmo de codificagao sistematica:
Dada a mensagem m(t) = mo + mit + - -+ mg_1t- "1 € Fy[t] (ou, equivalentemente, dado o vector
mensagem (mo, ..., my_1) € FF = O):
e determinar o resto p(t) da divisao de t"m(t) por g(t), i.e., determinar p(t) tal que
t'm(t) = g(t)q(t) + p(t) e deg(p(t)) <r—1;
e codificar m(t) pelo polinémio de c6digo
c(t) = —p(t) +t"m(t) € (g(t)) = C
Trata-se de facto de uma codificacao sistematica pois o polinémio de cédigo obtido é da forma
c(t) = —po— pit — - — pr_1t" - mot” +myt™ 4 my 1" ER,
porque deg(p(t)) < r — 1, ou, equivalentemente, o vector cédigo é da forma
simbolos de mensagem
——
c= (_,007 P15 = Pr—1,M0, .-, mk*l) eC.

simbolos de verificagdo ou de redundancia

Os simbolos de mensagem aparecem agora nas ultimas componentes do vector — comparar com a
expressao (4.2). Note que, tal como em (4.1), o vector ¢ também se escreve

c=GT"m = (R"m,m) .
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Note ainda que, para se codificar m(t) (ou m € F%), ndo foi necessdrio conhecermos uma matriz
geradora, bastou calcular o resto da divisao pelo polinémio gerador g(t) do cédigo ciclico C.

Passemos agora a descodificacao. Recorde que, na descodificacao por sindrome para cédigos lineares,
o primeiro passo é sempre calcular o sintoma S(y) do vector recebido y € Fy.

Teorema 8.29. O sintoma S(y(t)) € o resto da divisao de y(t) pelo polinémio gerador g(t).

Dem. Uma vez que G = [R Ik] é uma matriz geradora, H = [Ir —RT] é uma matriz de
paridade, pelo Lema 4.12, e as colunas de —R” sdo os vectores correspondentes aos polinémios
po(t), ..., px—1(t) determinados anteriormente, i.e. p;(t) é o resto da divisao de t"** por g(t).

Seja y = (Yo,---,yn—1) € Fy e seja y(t) = yo + yit + -+ yp_1t"" ! o polinémio correspondente. O
sintoma de y é S(y) = Hy € Fy,. Portanto, em notacgdo polinomial, S(y(t)) ¢ um polinémio de grau
menor ou igual a r — 1 e, usando a matriz de paridade H = [Ir —RT], fica

S(y) =yo+yit e+ y1t™  dyepo(t) + - A Yu1pp_1(t)

k—1
=y(t) = > yrrilpi(t) — ")
=0

k—1

= y(t) = (D wrrial®))g(t)

=0
us.ando as igualdades (8.4). Pondo ¢(t) = — Zf:_ol Yr+iqi(t), obtem-se S(y(t)) = y(t) — g(t)q(t), ou
seja,
y(t) = g()q(t) + S(y(?)) -

Como deg(S(y(t))) < r — 1, da dltima igualdade conclui-se que S(y(t)) é o resto da divisdo de y(¢)
por g(t). O

Define-se o peso w(x(t)) de um elemento z(t) € R, como o peso do vector correspondente z € Fy,
ou equivalentemente, w(x(t)) é o peso do tnico representante de grau menor ou igual a n — 1.

Corolario 8.30. Seja s(t) = S(y(t)). Sew(s(t)) <T := {d(%)_lJ , entao s(t) € um chefe de classe
de y(t) + C e, portanto, descodificamos y(t) por z(t) = y(t) — s(t) € C.

Exemplo 8.31. Seja C o cédigo ciclico bindrio, de comprimento 7, com polindmio gerador g(t) =
1+t+t. Como C é um cédigo de Hamming bindrio Ham(3,2) — ver Exemplo 8.26 — entdo
C' é um cédigo perfeito de distancia minima d(C) = 3, portanto 7' = 1 e os chefes de classe sao
precisamente os elementos de R; peso < 1.

(i) Seja y(t) = t + 1> +t3 +t° € Ry o vector recebido. Como y(t) = t + t2(1 +t + t3), entdo
s(t) := S(y(t)) = t, pelo Teorema 8.29. Além disso, como w(s(t)) = 1, s(t) é um chefe de
classe e podemos descodificar y(t) por y(t) — s(t) = t2 + 3 + t?, pelo Corolério 8.30.
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(ii) Seja agora z(t) = 1+ t* o vector recebido. Como y(t) = t(1 +t +t3) + 1 + ¢ + t2, entdo o
sintoma de z(t) é S(2(t)) = 1+t2+t2, que tem peso 3 > T = 1. Nao se pode aplicar Coroldrio
8.30. No entanto,

) =1+t ="+t ="+ 1) =" B+t +1)+t> (mod 7 —1)

ou seja, z(t) = ttg(t) + t°. O resto da divisdo de z(t) pelo polinémio gerador ndo é >, pois
deg(t®) = 5 > 3 = deg(g(t)), mas, como w(t®) = 1, t° é o chefe da classe z(t) + C. Portanto
descodificamos z(t) por z(t) — 5 = 1 +t* + 15 = tig(t) € C.

Como se viu neste exemplo, determinar o chefe de classe pode nao ser imediato usando apenas o
sintoma, se este tem peso maior do que T

Note que t'y(t) € R, contém a mesma informacdo que y(t). Logo, se conseguirmos descodificar
t'y(t) para algum i, entdo também descodificamos y(t). Interessa, portanto, sabermos calcular os
sintomas dos desvios ciclicos t'y(t) e também sabermos quando vai existir um destes sintomas de
peso menor ou igual a T'. E o que faremos de seguida.

Teorema 8.32. Dado y(t) € Ry, o sintoma do desvio ciclico de y(t) é

S(ty(t)) = tS(y(1)) — sr—-19(t) ,

onde sy—1 € o coeficiente do termo de grau r — 1 de S(y(t)).

Dem. Seja s(t) = S(y(t)) o sintoma de y(t). Portanto y(t) = q(t)g(t) + s(t), com deg( (1) <r-—1,
para algum ¢(t). Pondo s(t) = s,_1t" ' + §'(t) e g(t) = t" + ¢'(t), onde deg(s'(t)) < r—1e
deg(g'(t) < r (recorde que g(t) é ménico e tem grau r), fica
ty(t) = tq(t)g(t) +ts(t)
= t(‘](t) + Sr—l)g(t) + (ts(t) - Sr—lg(t))
ets(t) —s,—19(t) = ts'(t) — s,—14'(t) tem grau menor do que r. Logo, pelo Teorema 8.29, o sintoma
de ty(t) é ts(t) — sp—19(t). O

Exemplo 8.33. Para o cédigo do Exemplo 8.31, o sintoma de z(t) = 14+ t* é S(2(t)) = 1 +t + ¢,
logo, pelo teorema anterior, os sintomas dos restantes desvios ciclicos de z(t) sao

S(tz(t)) =1+, S(tz(t) =1,
Stz(t) =t S(ttz(t) =12,
S(t52(t) =1+t S(t02(t) =t 4+ t*.
Definigao 8.34. Diz-se que x = (xg,...,Tp-1) € Fy contém uma sequéncia ciclica de k zeros, se
existe j <n —1 tal que z; = ;41 = -+ = xj1,—1 = 0, onde os indices sao calculados médulo n.
Exemplo 8.35. e (1,1,0,0,0,1,0) € F7 contém uma sequéncia de trés zeros.

e z =(0,0,1,0,5,0,0,0,0) € F? contém uma sequéncia ciclica de k = 6 zeros. Tomando dois
desvios ciclicos para a esquerda (ou sete desvios ciclcicos para a direita), obtemos um vector
= (1,0,5,0,0,0,0,0,0) com zeros nas tltimas 6 coordenadas. Ou seja, no anel Ry, se

x(t) = t2 + 5%, entdo t2x(t) = t'2(t) = 1+ 5t> tem graun — k — 1 = 2.
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Lema 8.36. O vector x € F contém uma sequéncia ciclica de k zeros se e sé se existe i €
{0,1,...,n — 1} tal que deg(t'z(t)) <n —k — 1.

Dem. Basta permutar ciclicamente as coordenadas de x até os k zeros consecutivos ocuparem as
ultimas k& componentes de z. O vector assim obtido corresponde a um polinémio em R, de grau
menor ou igual an —k — 1. O

Lema 8.37. Seja € € Fy, com peso w(€) < T, contendo uma sequéncia ciclica de k zeros. Entao
w(S(te(t))) < T, para algum i € {0,...,n —1}.

Dem. Pelo lema anterior, seja i € {0,1,...,n — 1} tal que t'e(t) tem grau menor ou igual a
n—k—1=r—1. Portanto, pelo Teorema 8.29, o sintoma do desvio ciclico t'e(t) é S(t'e(t)) = t'e(t).
Como permutacgoes das coordenadas nao alteram o peso de um vector, também se verifica que

w(S(t'e(t))) = w(t'e(t)) = w(e(t)) < T . O

Podemos finalmente justificar o seguinte algoritmo de descodificagao.

Algoritmo Caga ao Erro:
Seja C' um cédigo ciclico [n, k, d], com polinémio gerador g(t) de grau r =n — k. Seja T = L%J
Recebido y(t) € Ry:

1. Calcular os sintomas s;(t) := S(t'y(t));

2. Se w(s;(t)) < T para algum i € {0,1,...,n — 1}, entdo assumimos que t"s;(t) é o
vector erro e descodificamos y(t) por y(t ) t"is(t);

3. Caso contrario, o erro ocorrido nao é corrigivel.

Antes de mais, convém observar que y(t) is;(t) € C, pois
t'(y(t) — " "si(t) = ty(t) — t"si(t)
=q(t)g(t ) si(t) —t"si(t)  porque s;i(t) = S(t'y(t))
=q(t)g(t) + (1 = 1")si(t)
=q(t)g(t) (mod " —1)
donde t(y(t) — t"s;(t)) € C e também y(t) — t"'s;(t) € C, porque o cédigo C é ciclico.

Além disso, este algoritmo de caca ao erro corrige todos os vecores erro de peso T no maximo, que
contenham uma sequéncia ciclica de k = dim C' zeros.

Justificagao: Seja z(t) € C o vector enviado e y(t) € R, o vector recebido. Pelos resultados
anteriores, se o erro ocorrido e(t) = y(t) —z(t) contém uma sequéncia ciclica de k zeros, entdo existe
i tal que S(t'e(t)) tem peso T' no maximo e S(t'e(t)) = t'e(t). Logo

si(t) := S(t'y(t)) = S(t'z(t)) + S(t'e(t)) = 0 + t'e(t)
= tle(t) ,

e o algoritmo descodifica y(t) correctamente por y(t) — t"'s;(t) = y(t) — e(t) = x(t).
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Exemplo 8.38. Continuagao do Exemplo 8.31: Aplicando o Algoritmo Caga ao Erro ao vector
recebido z(t) = 1+ t4, uma vez que j calculdmos os sintomas de t'z(t) no Exemplo 8.33 e que
T = 1, assumimos que o erro ocorrido é t"~2sy(t) = t° e descodifocamos z(t) por

20t) =P =1+t 65,
que foi o que ja obtivémos anteriormente.
Exemplo 8.39. Seja C o cédigo bindrio [15,7] com polinémio gerador g(t) = 1 + ¢ + t2 4+ t* + ¢,

Deixamos como exercicio verificar que d(C') = 5. Portanto 7' = 2 e o algoritmo caga ao erro permite
corrigir todos os erros simples e duplos que contenham uma sequéncia ciclica de k = 7 zeros.

e Se w(€) = 1, entdo € é uma permutacao ciclica de (1,0,...,0) e, portanto, contém uma
sequéncia ciclica de 14 zeros.

e Se w(€) = 2, ent@o € é uma permutagao ciclica de um vector da forma

—

f=(1,0,...,0,1,0,...,0) .
—— N———
| zeros 13—1 zeros

Se | > 7, o vector f contém obviamente sete zeros seguidos. Se [ < 6, entdao 13 —1 > 7
e f também contém sete zeros seguidos. Em qualquer caso, concluimos que € contém uma
sequéncia ciclica de sete zeros.

Para este cédigo C, o algoritmo caga ao erro corrige todos os vectores erros € com peso w(€) < 2.

Exemplo 8.40. Seja C o c6digo bindrio [15,7,5] do exemplo anterior. Vamos descodificar o vector
recebido y = 111110110010101.

Para uma aplicacao pragmatica do algoritmo caga ao erro, vamos apenas calcular os sintomas
s5i(t) = S(t'y(t)), com i = 0,1,...,n — 1, até encontrarmos um com peso menor ou igual a T' = 2.
Como y(t) =1+t + 12+ 3 +t* + 10 + 17 + 10 4 12 411 = g(t) (S +#*) + (L +t + 12 + 13 + 15 +19),
aplicando os Teorema 8.29 e 8.32 (o ultimo vérias vezes), obtem-se

so(t) =1+t +t2 +t3 415+ 10 tem peso 6 > T,

s1(t) =t +t2 43+t 415 447 tem peso 6 > T,
so(t) =1+t + 13+ 447 tem peso 5 > T,
s3(t) =1 + 15 tem peso 2 < T,

por isso assumimos que o erro ocorrido foi 9 3s3(t) = t'2(1 + t5) = 3 4+ 12 (mod t'® — 1), e
descodificamos y(t) por y(t) —t3 —t12 = 14+t + 12 +t* + 16 + 7 + 19 + !4, ou seja, descodificamos
o vector y por 111010110010001.

5. Erros Acumulados

Definigao 8.41. O vector e = (e1,...,e,) € [y diz-se um erro-l acumulado, ou um erro acumulado
de comprimento [, se existe i € {1,,...,n} tal que ¢; # 0 e e;4—; # 0, e ¢ = 0 para todo o
jé&{i,...,i+1—1}, onde os indices sao calculados médulo n.
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Ou seja, as coordenas nao nulas de um vector erro-l acumulado estao contidas numa sequéncia de
comprimento [, sendo a primeira e tltima coordenadas desta sequéncia nao nulas.

Exemplo 8.42. Os vectores 00111000, 10100000 e 01000001 sao erros-3 acumulados em IE‘%.

Exemplo 8.43. Se | = 2, um vector erro-2 acumulado é da forma
e=(0,...,¢,€+1,0,...,0) ou e=(e,0,...,0,e,),

come; #£0, €11 #0,e1 #0e e, #0, e diz-se um erro duplo adjacente.

Teorema 8.44. Seja C' um codigo linear [n,k|,, ndo necessariamente ciclico, tal que C corrige
todos os erros-m acumulados com m < 1. Entdao
(i) C nao contém nenhum vector erro-m acumulado com m < 2l;

(ii) Estemativa de Retgner: n —k > 2.

Dem. (i) Seja € um vector erro-m acumulado com m < 2{. Entao
&= (0,a,i,,b,0) ,
com a,b € Fy \ {0} e i, ¥ vectores de comprimento menor ou igual a [ — 1. Sejam
= (0,a,%,0,0,0) e §=—(0,0,0,7,b,0).
Entao Z e ¥ sao erros acumulados de comprimento menor ou igual a [. Como C' corrige estes erros
por hipétese, entao T e §f pertencem a classes distintas, i.e., T+ C # ¢+ C, ou ainda, e=2—g & C.

(ii) Seja H uma matriz de paridade para C. Sejam wuj,ug,...,u,4+1 as primeiras r + 1 colunas de
H. Como pertencem a [y, os 7+ 1 vectores uy, ..., u,+1 sdo linearmente dependentes, logo existem
escalares ci,...,c.41 € Fy, nao todos nulos, tais que

cruy + coug + -+ Cryrtpr1 =0 .

Seja ¢ = (c1,¢2,...,¢r41,0,...,0) € Fy. Entao ¢ é um erro-m acumulado com m < r +1 e, como
Hc=0,ceC. Por (i), tem-se m > 2l, portanto r+1 > 2, o que é equivalentean—k =r >2[. O

Coroléario 8.45. Um cddigo linear [n,k| corrige no mdximo todos os erros-m acumulados com

m < [25" ]

Este corolario é uma consequéncia directa da Estimativa de Reigner.

Exemplo 8.46. Seja C o cédigo bindrio ciclico [15, 9], com polinémio gerador g(t) = 1+t+t2+13+1°.
Em notacao polinomial, os erros-m acumulados com m < 3 sao:

t' param=1, t'(1+t) param=2, t'(1+t*) e t'(1+t+t*) param =3,

onde 0 < ¢ < 14 nos quatro casos. Sao 60 polinémios no total, mas todos pertencem a classes
diferentes pois tém sintomas distintos dois a dois (exercicio: verifique esta ultima afirmagao, de
preferéncia com a ajuda de um programa de computador). Portanto C' corrige todos os erros-m
acumulados com m < 3. Por outro lado, a Estimativa de Reigner dé [ < L”T_kj = |2] =3. Ou
seja, C' atinge a igualdade na Estimativa de Reigner, e esta nao pode ser melhorada.
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Por definicao, um erro-I acumulado é um vector da forma
e=(0,...,€,%,...,%€47-1,0,...,0),

onde e; # 0, e;4;—1 # 0 e as | — 2 componentes assinaladas com * podem ser nulas ou nao, logo
um erro-/ acumulado contém uma sequéncia ciclica de n — [ zeros. Se C é um cédigo ciclico [n, k],
que corrige todos os erros acumulados de comprimento m < [, entao, pela Estimativa de Reigner,
k < n—2l <n—1 Vamos, portanto, poder usar o Algoritmo Caga ao Erro, mas ignorando a
condigao w(€) < T, para corrigir todos estes erros.

Algoritmo Cacga ao Erro Acumulado:

Seja C' um cédigo ciclico [n, kg, corrector de todos os erros-m acumulados com m < [. Recebido
y(t) € Ry:

1. Calcular os sintomas s;(t) := S(t'y(t));

2. Se si(t) é um erro-m acumulado, com m <[, para algum 7 € {0,1,...,n — 1}, entao
assumimos que t"~'s;(t) é o vector erro e descodificamos y(t) por y(t) — t"s;(t);

3. Caso contrario, o erro ocorrido nao é corrigivel.

Note que y(t) — t"%s;(t) € C, tal como ja acontecia com o algoritmo de caca ao erro.

Deixamos como exercicio justificar que este algoritmo corrige os erros enunciados.

Exemplo 8.47. Seja C' o cddigo ciclico binario [15,9], do Exemplo 8.46, com polinémio gerador
gty =1+t +12 + 3415

Ja sabemos que este cédigo corrige todos os erros acumulado de comprimento m < 3, pois estes
vectores pertencem a classes distintas. Vamos descodificar o vector recebido

y = 110000011101110  ou  y(t) =1+t +t" + 5+ 7 ¢!t 412 4413

Calculemos os sintomas s;(t) = S(t'y(t)), com i = 0,...,n — 1, até encontrarmos um que seja um
erro-m acumulado com m < 3:

sot) =1+t2+t1+1° é um erro-6 acumulado,
s1(t) =tso(t) —g(t) =14+ t> 4+ 1° é um erro-6 acumulado,
so(t) = tsy(t) — g(t) = 1 + 2 é um erro-3 acumulado.

Portanto assumimos que o erro ocorrido é e(t) = t'572s5(t) = t13(1 +12) = 1 4+ t'3 (mod t'° — 1), e
descodificamos y(t) por y(t) — e(t), ou y por

y — 100000000000010 = 010000011101100 .

6. Entrelacamento

O entralacamento de um cédigo é uma construgao que permite aumentar a capacidade de correcgao
de erros acumulados.
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Definigao 8.48. O entralacamento de s vectores x1,...,xs € Fy é o vector
a 2% coordenada de cada x;
x(s) = (xLl, T21y--+3Ls1,T1,2,L22y++-3Lg 253 LIn, L2ns---yLsn, ) c ng ,
a 1* coordenada de cada z; a ultima coordenada de cada x;
onde z; = (41, 2i2, ..., Tin)-

Exemplo 8.49. O entrelacamento dos trés vectores 1 = 0000, zo = 1111, x3 = 3456 € F‘% é
2 = 013014015016 € F12 .

Se escrevermos uma matriz cujas linhas sao vectores x1, o e 3

0000
X=|111 1},
3456

podemos obter o vector entrelagado lendo as entradas da matriz X de cima para baixo e da esquerda
para a direita.

Em geral, escrevendo uma matriz X cujas linhas sao os vectores x; € Fy, com 1 <17 <s,

Tl T2 o Tig
T2l T22 0 Tag

xo | , , (8.5)
Ts, 1 Ts2 0 Tsn] o

o vector entrelacado sao as colunas de X escritas consecutivamente como as entradas de um vector
em [Fj*

Definicao 8.50. Seja C' um cédigo linear [n, k], O codigo C®) obtido entrelacando quaisquer s
palavras do codigo C' diz-se o cdodigo entrelagado de grau s.

Exemplo 8.51. Seja C' = (111) o c6digo binério de repeticdo de comprimento 3. Para obter
C®, vamos descrever o vector entrelacado dos pares ordenados de palavras de C. Os quatro casos
possiveis estao descritos na seguinte tabela:

z1 | 000 000 111 111

29 | 000 111 000 111
23 | 000000 010101 101010 111111

Portanto, C?) = (010101,101010) C Fg e é um codigo linear e ciclico. Note que, apesar do cédigo

entrelacado ter comprimento maior, d(C(?)) = 3 = d(C), portanto C® tem as mesmas capacidades

de correcgao que C para erros aleatérios.

Teorema 8.52. (a) Se C é um cédigo linear [n, k], entdo C®) é um cddigo linear [ns, ks|.

(b) Se C C R, é um cédigo ciclico com polinémio gerador g(t), entio C®) C R, é um cddigo
ciclico com polindmio gerador g(t%).

(c) Se C é um cddigo ciclico corrector de todos os erros-m acumulados com m < I, entio C®) é
um codigo corrector de todos os erros-m acumulados com m < Is.
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Dem. (a) Por construcio, C(*) é um subconjunto de [y e |C®)| = |C|* = ¢**. Portanto, se C(®)
é linear, entdao dim C®) = logq(\C(s)\) = ks. Para ver que C'®) é linear, basta ver que é fechado
para a soma de vectores e produto por um escalar. Seja ) e ¢ o entrelagado dos vectores
z1,...,zs € C, seja y® € C©) o entrelacado de yi,...,ys € C, e seja a € F,. Deixamos como
exercicio verificar que ) + y(s) e ax'® sdo os entrelcados de z1 + 1, ...,Ts +ys e de axq,...,azs,
respectivamente — use a notagao das matrizes (8.5). Logo ) 4+ ) az®) € ) porque C é um
c6digo linear.

(b) Uma vez que C(®) 6 linear, pela afnea (a), so falta ver que C (8) ¢ fechado para os desvios ciclicos.

Seja z(8) € C®) o entrelacado dos vectores z1, . .., z, € C. Como C é ciclico, o(xs) € C e, portanto,
o vector y obtido entrelagando o(zs),x1,...,2s—1 é uma palavra do c6digo C®). Explicitando as
coordenadas de y e pondo x; = (2;1,%i2, ..., %in), obtém-se
y= (ws,mﬂﬁ,h sy Ls—1,1, L1, L12y++ -3 Ls—125--+,Lsn—1,L1n,--- ,335—1,n) ,
s coordenadas s coordenadas s coordenadas

ou seja, y = o(z) € C),

Para determinarmos o polinémio gerador, temos de encontrar um polinémio moénico de grau ns — ks
(a redundancia de C(s)), que divida t"* — 1, e que pertenca ao cédigo C®). Seja g(t) = go+ g1t +
-+ gpt", com r = n—k, o polinémio gerador de C, e seja g = (g0, 91,---,9r,0,...,0) € Fy o vector
correspondente. Entao, o entrelagado de g com s — 1 vectores nulos 0eF ¢ € um elemento de c®)
e as suas coordenadas sao

¢ = (g0,0,...,0,91,0,...,0,...,95,0,...,0),

s coord. s coord.

que, em notacao polinomial, se escreve
g9(t) = go + Git* + gat™ + -+ got™ = g(t°) .

Portanto g(t*) € C®) é ménico (g, = 1 porque g(t) é ménico), tem grau rs = ns — ks e divide
t"¥ — 1 porque

g)h(t) =t"—-1 = gt ht’)=@)"—-1=t"—-1.
(c) Seja €€ Fy* um erro-m de acumulagdo com m < Is. O vector € é da forma

€= (O,...,O,@Z‘,...,€i+1371,0,...,0) .
—_————
ls coordenadas

Seja E¥ a matriz s X n que se obtem escrevendo as coordendas de € por ordem ao longo das colunas,
ou seja, o entrelacado das linhas de F é o vector erro €. Portanto, cada linha nao nula de £ contém
no maximo [ entradas nao nulas. Portanto, C' corrige os vectores erro correspondentes as linhas de
E, logo C®) corrige o vector erro-m acumulado €. ([

Exemplo 8.53. Continuacao do Exemplo 8.49: As palavras de C@ correspondem aos polinémios
0, t+2+t°, 142+t ¢ 1+t+2+2+t1+6,

logo go(t) = 1 + 12 4 t* é o polinémio gerador de C®, ou, aplicando o Teorema 8.52, como g(t) =
1+t 4 t? é o polinémio gerador de C, entdo go(t) = g(t?) = 1 + > + t* é o polinémio gerador do



FExercicios 99

c6digo entrelacado. Quanto as capaciadades correctoras, C' corrige apenas os erros simples, pois
d(C) = 3 e C é um cddigo perfeito mas, pelo Teorema 8.52, C®@ pode ser usado para corrigir todos
os erros simples e todos os erros duplos adjacentes.

8.1.
8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.
8.11.

Exercicios

Resolva a Ficha 6.

(a) Mostre que a aplicagio desvio ciclico o : Fy — Fy definida por o(z1,...,Tn-1,Tn) =
(p,x1,...,2n—1) ¢ linear e bijectiva.
(b) Mostre que um cédigo linear C' é ciclico se e s6 se o*(C) = C para todo o i € Z.

(a) No Exemplo 8.6, mostre que (2,¢) nao é um ideal principal em Z][t].
(b) Mostre que {z,y) ndo é um ideal principal no anel dos polinémios de duas variaveis® Fy[z, y].

Para a € F, fixo, mostre que o conjunto I = {f(t) € Fy[t] : f(a) = 0} é um ideal em F,[t].
Determine um gerador de 1.

Os ideais nas seguintes alineas sao ideais do anel R,, = F,[t]/(t" —1). Assumindo que g(¢)[t" —1
em [, [t], mostre que
(a) (fi(t)) C (fa(t)) se e sé se fao(t) divide f1(t) em Ry;
(b) (f(t)) = (g(t)) se e s6 se existe a(t) € Fy[t] tal que f(t) = a(t)g(t) (mod t" — 1) e
MDC(a(t), h(t)) = 1, onde h(t)g(t) =t" — 1;
(a) Factorize t'2 — 1 no produto de polinémios irredutiveis em F3[t].
(b) Quantos cédigos ciclicos terndrios de comprimento 12 existem?
(c) Determine para que valores de k existe um cddigo ciclico ternério [12, k].
d) Quantos cddigos ciclicos terndrios com parametros [12, 9] existem?
)

(

(a) Determine o polinémio gerador e a dimensao do menor cédigo ciclico bindrio que contém a
palavra ¢ = 1110010 € F7.

(b) Escreva uma matriz geradora, o polinémio de paridade e uma matriz de paridade para o
codigo que determinou na alinea anterior.

Seja C' um cddigo ciclico, de comprimento n, com polindmio gerador g(t). Mostre que, se
C = (f(t)), ie., se f(t) é um gerador do ideal C, entdo g(t) = MDC(f(¢),t" —1). Em
particular, conclua que o polinémio gerador do menor cddigo ciclico, de comprimento n, que
contém f(t) é g(t) = MDC(f(t),t" —1).

Se g(t) é o polinémio gerador de um cédigo ciclico, mostre que (g(t)) e (g(t)) sdo cédigos
equivalentes. Conclua que o cédigo gerado pelo polinémio de paridade de um cddigo ciclico C'
é equivalente ao cédigo dual C*+.

Resolva a Ficha 7.

Mostre que o cédigo entrelacado se grau s, %), é equivalente ao cédigo soma C @& --- @& C de
s copias de C. Conclua que d(C®)) = d(C).

SPodia ser Klz,y], com K um corpo qualquer.
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8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

Seja C' = Ham(3,2) o cédigo de Hamming bindrio de redundancia 3, com polinémio gerador
glt) =1+t +13

(a) Determine os parametros e o polinémio gerador de C'3),

(b) Mostre que o cédigo C®) corrige todos os erros-m acumulados com m < 3.

(¢) Usando o Algoritmo Caga ao Erro Acumulado, descodifique o vector recebido

y(t) =t + 3+ 0+t 18 10 1t
Um cédigo ciclico ¢g-ario de comprimento n diz-se degenerado se existe r € N tal que r divide
n e cada palavra do cédigo se escreve na forma ¢ = /¢’ -+ ¢’ com ¢ € [y, isto ¢, cada palavra
do cédigo consiste em n/r copias idénticas de uma sequéncia ¢ de comprimento r.
(a) Mostre que o entrelagamento C®) de um cédigo de repeticio C' é um cédigo degenerado.
(b) Mostre que o polinémio gerador de um cédigo ciclico degenerado de comprimento n é da
forma
g(t) = a(t) (A +1" + 17+ 1"77) .
(¢) Mostre que um cédigo ciclico de comprimento n e polinémio de paridade h(t) é degenerado
se e s6 se existe r € N talque r divide n e h(t) divide ¢" — 1.

Seja C' o codigo bindrio linear com a seguinte matriz de paridade

1001001001
H=|01 001 00100
001 001O0O0T10Q0

(a) Determine a distancia minima d(C') e indique a capacidade de detecc@o e de correcgao de
erros aleatoérios deste codigo.

(b) Mostre que C detecta todos os erros-m acumulados com m < 3.

(c) Seja C’ o pontuado, na tltima coordenada, do cédigo dual C*+. Mostre que C’ é um cédigo
ciclico e degenerado, e determine o seu polinémio gerador.

Determine todos os cédigos binarios, ciclicos e degenerados de comprimento 9, indicando os
respectivos polinémios geradores e a correspondente sequéncia de comprimento 7.



