CAPITULO 9

Cddigos Reed-Solomon

Um dos problemas na Teoria de Cddigos é determinar a distdncia minima de um dado cédigo.
Tratando-se de codigos ciclicos, por vezes conseguimos controlar a distancia minima com uma “boa
escolha” do polinémio gerador. E este o caso dos c6digos Reed-Solomon. Estes codigos sao MDS,
ou seja, para o comprimento e a dimensao fixos, tém a maior distdncia minima possivel, e sdo ainda
muito importantes na correccao de erros acumulados.

Definigao 9.1. Um cédigo Reed-Solomon ¢-ario é um cédigo ciclico, de comprimento ¢ — 1, com
polinémio gerador
g(t) _ (t _ Oéa+1)(t _ aa+2) . (t _ aa-‘r(S—l) ’

coma=>0e2<¢<qg—1,onde aéum elemento primitivo de IF,.

Observagao 9.2. (i) Pela Proposicio 3.15, sabemos que 297! = 1 para qualquer z € F, \ {0},
logo, se a ¢ um elemento primitivo de 4, o polinémio it —1¢ [F,[t] tem a seguinte factori-
7agao

7l 1=t -Dt—a)t—a®) - (t—al7?). (9.1)
Portanto o polinémio g(t) na Definicdo 9.1 é um divisor de t2~* —1 e g(¢) é de facto o polinémio
gerador de um cédigo ciclico. Além disso, as raizes de g(t) sdo todas distintas.
(ii) Como deg(g(t)) = 6 — 1, a dimensao de C' é dim(C) = n — (§ — 1) = ¢ — 6. Em particular
1 < dim(C) < g — 2, logo os cédigos triviais FL ' e {0} ndo sdo cédigos Reed-Solomon.

(iii) Nao ha cédigos Reed-Solomon bindrios, pois 2 < d <g—1=¢q > 3.
Exemplo 9.3. Como 3 é um elemento primitivo de Fr,
gt) =t =3t -3t -3 =1+2t + 26> + ¢
é o polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon de parametros [6, 3.
122100
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¢ uma matriz geradora, h(t) = tj(;)l = 6 + 2t + 5t + t3 é o polinémio de paridade e

1526 00
H=1[015 2 6 0
001 5 26

é uma matriz de paridade. A partir de H, aplicando o Teorema 4.16, podemos concluir que d(C') = 4
e, portanto, trata-se de um cédigo MDS.

1. Distancia minima

Nesta seccao iremos ver que os cédigos Reed-Solomon sao MDS.

Proposicao 9.4. Seja C um cdédigo Reed-Solomon q-drio, com polinémio gerador g(t) = (t —
a®t ) (t — at2) ... (¢t — aa+5_1). Entao

C={c(t)€ERy1 : c(a’)=0,Vi=a+1,...,.a+5—1} .

Dem. (i) Pelo Lema 8.16, c(t) € C se e s6 se ¢(t) = a(t)g(t) para algum a(t) € F,[t], portanto as
raizes de g(t) s@o também raizes de qualquer palavra de c6digo c(t).

(ii) Seja agora c(t) € Ry—1 tal que ¢(a') = 0 parai=a+1,...,a+0— 1. Portanto t —a’ divide c(t)
(no anel F,[t]), parai =a+1,...,a+ ¢ — 1, e como estes a' sdao todos distintos, podemos concluir
que ¢(t) divide ¢(t), logo ¢(t) € C. O

Note que a parte (i) da demonstracao anterior é valida para qualquer c6digo ciclico, e na parte (ii)
apenas se usou o facto das raizes do polinémio gerador serem todas distintas. Podemos portanto
generalizar a Proposicao 9.4, com a mesma demonstragao, para o seguinte resultado:

Teorema 9.5. Se C' é um cddigo q-drio de comprimento n tal que o seu polindmio gerador g(t),
de grau r, tem raizes distintas aq,...,q, (ndo necessarimante em Fq), entao

C={c(t) e Ry : ¢(a;) =0,Vi=1,...,r}.

Exemplo 9.6. Seja C' = Ham(3,2) com polinémio gerador g(t) = 1+t + 3. O comprimento de
C én = 7. No anel Fg, o polinémio t” — 1 factoriza-se no produto de termos lineares distintos
(ver ponto (i) na Obervacio 9.2), portanto as raizes de g(t) sdo distintas, porque g(t)[t” — 1. Pelo
Teorema 9.5,
C={c(t) € Ry : ¢(B) =0,V B raiz de g(t)} .
t"—1

Como todos os elementos de Fg \ {0,1} so raizes de c(t) = 1+t + > +¢3 + 4 +1° + 10 = P

entdo as raizes de g(t) sao também raizes de ¢(t), donde ¢(t) € C C Ry, ou seja 1 € C' C Fj.
Teorema 9.7. Seja C um cddigo Reed-Solomon de pardmetros [q — 1,q — 6],. Entdo d(C) > 0.
Dem. Seja g(t) = (t — a®™)(t — a®*?).--(t — a®~1) o polinémio gerador de C. Suponhamos,

por absurdo, que d(C) = d < 6 e seja c(t) = co + c1t + -+ + cp_1t" ! € C com peso w(c(t)) = d.
Seja ¢ = (co, c1,. .., cn—1) € Fy 0 vector correspondente a c(t).
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Pela Proposiciao 9.4, ¢(a’) = 0 para qualquer i =a + 1,...,a + & — 1. Por outro lado,
c(a') =co+era’ + -+ cpa(a)" (1 o (@) (@) e
Portanto Ac = 0, onde

1 anrl (aa+1)2 (aa+1)n71
1 aa+2 (aa+2)2 (aa+2>n71
A= ) :
i anrléfl (aa+;571)2 L. (aaﬂi;l)nfl
¢ uma matriz com 0 — 1 linhas e n colunas. Sejam iy, ...,44 os indices tais que ¢;; # 0. Seja A’ a
matriz formada pelas colunas i1 + 1,72+ 1,...,i4+ 1 de A. Entao A’ tem § — 1 linhas e d colunas.

Como d < 6 — 1, a matriz A” formada pelas d primeiras linhas de A’ é uma matriz quadrada d x d e

Ciy
A// E — O ,
Cig
portanto det(A”) = 0 porque (¢, ...,¢;,) ¢ uma solugao nao nula do sistema linear homogénio
A”x = 0. Por outro lado, como
(a‘”‘l)“ (aa"'l)’? (aa-i-l)id
(aa+2)zl (aa+2)12 (aa+2)zd
A// — . ,
(anrt;fl)il (aa+5—1)iz (aa+z§—1)id

usando as propriedade de multilinearidade do determinante nas colunas obtém-se

1 1 . 1
d atl a2 ... atd
det(A"”) = H a+1)ij det ] )
=1 (ad—.l)il (ad—.l)iQ . (ad—.l)id
d
H a-‘rl H (Ozil _ aik) .

= 1<k<i<d

Logo, det(A”) # 0 pois o 7& a’, porque o é um elemento primitivo e d < § — 1 < ¢ — 2. Como
nao podemos ter simultaneamente det(A”) = 0 e det(A”) # 0, concluimos que d > . O

Observacao 9.8. Na demonstracao do teorema anterior apenas se usou o facto de C ser o conjunto
dos elementos ¢(t) € R, que se anulam em todas as raizes do polindmio gerador g(¢) (o qual foi
provado para qualquer cédigo ciclico tal que as raizes de g(t) s@o todas distintas) e o facto de § — 1
poténcias consecutivas de um elemento primitivo o € F, serem raizes de g(t) (para se obter uma
matriz de Vandermonde no segundo calculo de det(A”)). Os cddigos ciclicos que satisfazem estas
condicoes dizem-se cddigos BCH'. Os c6digos Reed-Solomon sdo uma subfamilia dos c6digos BCH.

Istes c6digos foram descobertos por A. Hocquenghem em 1959 e, de forma independente, por R. C. Bose e D. K. Ray-
Chaudhuri em 1960
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Exemplo 9.9. Seja C o cédigo de comprimento 7, bindrio, com polinémio gerador g(t) = 1+t+t3 €
Fo[t]. Como g(t) é irredutivel em Fs[t], podemos considerar Fg = Fa[t]/(g(t)). Seja o € Fg uma raiz

de ¢(t). Entao
g(t) = (t = a)(t —a®)(t —a') .
C nao é um cédigo Reed-Solomon, mas satisfaz as condi¢bes na Obeservagao 9.8 com § — 1 = 2.

Portanto podemos concluir que d(C') > § = 3. Como w(g(t)) = 3 (e g(t) € C, claro!), entao
d(C) = 3, resultado ja conhecido pois C' = Ham(3, 2).

Corolario 9.10. Os cddigos Reed-Solomon sao cddigos MDS.

Dem. Seja C' um cédigo Reed-Solomon de parametros [¢ — 1, — d]4. O polindmio gerador tem
grau r = 0 — 1. Entao d(C) > §, pelo Teorema 9.7, e d(C) < 4, pela desigualdade de Singleton. O

Exemplo 9.11. Considere o cédigo Reed-Solomon C' sobre Fig com polindmio gerador g(t) =
H?:l(t —a'), onde a é um elemento primitivo de F1. O cédigo C' tem comprimento n = ¢—1 = 15,
dimensao n — deg(g(t)) = 9 e, pelo teorema anterior, distancia minima d(C) = 7. Para determi-
narmos d(C) usando o Teorema 4.16, como uma matriz de paridade H tem 6 linhas e 15 colunas,

teriamos que verificar que
15) _ 5005
6 )=

conjuntos de 6 colunas de H sao linearmente independentes.

2. Extensao de cédigos Reed-Solomon

Recorde que, para um cédigo C' qualquer com alfabeto Fy, a extensao por paridade é definida por
n

C= {(I',CL"nH) € FZH €0, Tpg1 = _Zl'z}

i=1
e, se C ¢ linear de parametros [n, k,d], a sua extensao C também ¢é linear e os seus parametros sao
[n+1,k,d], comd<d<d+1.
Teorema 9.12. Seja C' um cddigo Reed-Solomon com polinémio gerador

g(t) = (t—a)(t—a?)--- (t—a’")

com 2 <6< q—1ea um elemento primitivo de F,. Entdo o cédigo estendido C é MDS.
Dem. Como o cédigo C' tem parametros [¢ — 1,q — 6,0],, porque é MDS, queremos mostrar que

d(a) = + 1. Pela observacao anterior ao teorema, ou pela desigualdade de Singleton, ji sabemos
que d(C) < § + 1. Vamos entao mostrar a desigualdade contraria. Seja

q—2 q—2
c(t):ZcitiGC\{O} e c= (co,cl,...,cq,g,—Zci)EC.
=0 =0

Entao ¢ # 0, porque c(t) # 0,
c(t) € C = (g(t)), entdao c(t) =

= (co,¢15-..,Cq—2,—¢(1)), porque c(1) = Y I_ ocz Como
() (t), para algum f(t) € Fy[t] e, portanto, ¢(1) = f(1)g(1).
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Também temos que g(1) # 0 porque as raizes de g(t) sao a, a?,...,a° ! com § — 1 < ¢ — 2, ou seja,

nenhuma das raizes é 1 porque « tem ordem ¢ — 1. H& dois casos a considerar.

Caso 1: Se f(1) # 0, entdo —c(1) # 0, logo w(¢) = w(c)+1 >0+ 1, pois c € C'\ {0}.

Caso 2: Se f(1) =0, entao f(t) = u(t)(t — 1) para algum u(t) € F,[t], donde c(t) = u(t)(t — 1)g(t)
e, como (t — 1)g(t) divide t" — 1 pois g(1) # 0, (t — 1)g(¢) é o polindmio gerador de um cédigo C’ e
c(t) € ((t —1)g(t)) = C'. Facilmente se vé que

(t=1)g(t) = (t —a®" )t —a®*?) - (t = ™),

com a = q—2 >0, e ainda deg(g(t)) < ¢ — 2, pois caso contrario teriamos (t — 1)g(t) =t4"! — 1 e
C' = (971 — 1) = {0}, o que é impossivel porque ¢ € C’ e ¢ # 0. Como consequéncia, (t—1)g(t) é o
polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon de parametros [¢—1,¢— '], onde ' = d+1 < g—2,
logo d(C") = ¢’ e, portanto, w(¢) = w(c) > =0 + 1.

Em ambos os casos, provdmos que w(c¢) > § + 1 para qualquer palavra de cédigo ¢ € C nao nula,
ou scja, d(C) = w(C) > 6 + 1. O

Exemplo 9.13. Considere o cédigo Reed-Solomon, sobre F7, com o polinémio gerador g( ) =
(t —32)(t — 3%)(t — 3*) do Exemplo 9.3. Como C' tem parametros [6,3,4], o cédigo estendldo C tem
parametros [7,3, 5], pelo teorema anterior. C' corrige qualquer erro simples porque L J =1,

mas C corrige qualquer erro de peso < 2 porque L%J = 2.

Exemplo 9.14. Considere o cédigo Reed-Solomon C', sobre F7, com o polinémio gerador g(t) = (t—
3%)(t—3') = (t—1)(t—3). Portanto, C' é um cédigo [6, 4, 3], h(t) = (t°—1)/g(t) = 2+5t+6t%+4t3 4+t
¢é o polinémio de paridade,

2 0
5 2

1 4
H = 1

6 5
0 4 6

é uma matriz de paridade para C, e

H=

_ o
— =
— O
= o Ut
—= Ot N
— N O
_ o O

é uma matriz de parldade para C. Por defini¢ao de extensao de parldade os parametros de C sdo
(7,4, d] com 3 < d < 4. Além disso, se ¢; denota a i-ésima coluna de H como ¢1 + c3 + Hcg =0
entdo d < 3, pelo Teorema 4.16, donde se conclui que d=3 e, portanto, C nio é um codigo MDS.
Porque é que este exemplo nao contradiz o Teorema 9.127

3. Concatenacao de cdédigos Reed-Solomon

Como ja se observou anteriormente, nao existem cédigos Reed-Solomon binarios. No entanto,
codigos bindrio sao importantes do ponto de vista das aplicagoes. Nesta seccao vamos estudar
alguns codigos bindrios obtidos a custa de cédigos Reed-Solomon. Seja entao C' um cédigo Reed-
Solomon de pardmetros [2" — 1,2™ — §, §] sobre Fom.

Caso 1: A concatenacdo de C' com o cédigo trivial F5* é um cédigo binario C* de parametros
[m(2™ — 1), m(2™ — §),d*], com d* = d(C*) > 0, porque F5* é um cddigo [m, m, 1]s.
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Caso 2: A concatenacao de C' com o c6digo dos pesos pares Ey,11 = {x € IFE”'H : w(z) é par} é
um c6digo bindrio C’ de parametros [(m + 1)(2™ — 1), m(2™ — §),d'], com d' = d(C") > 24, porque
Epp 41 é um cédigo [m + 1,m, 2]s.

Em ambos os casos aplicdmos a Propoposicao 5.15 sobre concatenacao de codigos lineares.

Note que C* e C’ tém a mesma dimensao, mas d(C”) pode ser cerca do dobro de d(C*). Por isso, o
cédigo C' é mais 1til para correc¢ao de erros aleatérios, mas C* é mais 1til para correcgao de erros
acumulados — ver Teorema 9.16.

Recordando, do Capitulo 5, a definicao de concatenacao: Seja ¢ : Fom — F5' um isomorfismo
linear sobre 9, entao

C* =¢*(C) ={(¢p(c1),...,0(cn)) : (c1,...,¢n) €C} .

Seja ¢ : Fom — F3"*! definido por ¢(z) = ($(x),ym+1), onde ¢(x) = (Y1, Ym) € Ymi1 =
> Yi, ou se€ja, Ymi1 € Fa é escolhido de modo ao peso w(¢(x)) ser par. Portanto

¢ : Fom — B
¢ um isomorfismo vectorial sobre Fy, donde concluimos que o cédigo C' = QAS* (C) tem distancia

minima par.

Exemplo 9.15. Seja Fg = F[t]/{(1 +t +t3) e a € Fg uma raiz de 1+t + t3. Seja ¢ : Fg — F3
definido por ¢(ag + a1 + asa”) = (ap, a1, az). Considere o cédigo Reed-Solomon C' com polinémio
gerador
gt)=(t—a)t—a?)---(t—aS) =1+t +t> - +15.
Uma base de C' como espago vectorial sobre Fy é
{(1,1,1,1,1,1,1), (o, o, o, o, v, v, @), (@2, @2, 0, 02, 02, a2, a?)) .
Logo, C* = ¢*(C) é o espaco vectorial sobre Fy gerado por
¢*(1,1,1,1,1,1,1) = (100, 100, . .., 100) ,
o (o, a, o, v, vy y ) = (010,010, ...,010) e (9.2)
d*(a?, 0%, a2, 0% a?, a2 %) = (001,001,...,001) .
Como C é um cédigo [7,1,7] sobre Fg, os parametros de C* sao [21,3,d*] com d* > 7. Neste caso
temos mesmo d* = 7 — justifique! A partir de ¢, definimos ¢ : Fg — F3 por

~

d(ag + ara + aza®) = (aop, a1,as,ap + a1 + az) .
Portanto C’ = ¢*(C) é gerado por
$*(1,1,1,1,1,1,1) = (1001, 1001, ...,1001) ,
" (a, o, v, v, @, v, ) = (0101,0101,...,0101) e (9.3)
0" (a?, a2, 02, 02, 0%, a2, o?) = (0011,0011, ...,0011) ,

ou seja, a cada bloco de comprimeto 3 dos vectores (9.2) da base de C* acrescentou-se um digito
de paridade, para obter os blocos de comprimento 4 dos vectores (9.3) da base de C’.
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Teorema 9.16. Seja C um cddigo linear sobre Fom. Entdo a concatenagio C* = ¢*(C), de C
com o cddigo trivial F5', corrige os erros acumulados de comprimento até m(T — 1) + 1, onde

T =491,

Dem. Seja n o comprimento do cédigo C e seja | = m(T — 1) + 1. Vamos ver que todos os erros
acumulado de comprimento menor ou igual a [ pertencem a classes y + C distintas.

Sejam € e f dois erros acumulados, distintos, de comprimento < [. Se ¢ : Fom — FJ' é um
isomorfismo linear sobre Fa, ¢* : (Fam)™ — FJ" também é. Sejam & = (¢*) (&) e 7 = (¢*) " (f).
Pondo ¥ = (z1,...,xy), com x; € Fom, fica

€= (¢(x1),...,0(xy)) =(0,0,...,0,1,%,...,%,1,0,...,0),
—_————

<l coordenadas
onde cada ¢(x;) € F5'. Identificar ¢(x1),...,¢(zy,) no vector dado € corresponde a separar as mn
coordenadas de € em blocos de comprimento m. O caso com mais ¢(z;) nao nulos acontece quando
a primeira coordenada nao nula de € é a tltima coordenada de um bloco ¢(x;). Neste caso, ha no
maximo 1+ {%1 blocos ¢(x;) que podem conter coordenadas nao nulas de €. Como ¢ é injectiva,
o(z;) = 0 se e s6 se z; = 0, portanto

M@§1+P;1:T.

E analogamente se tem w(y) < 7. Como T # ¥, porque € # f, e como ambos tém peso < 7', entao
Z e 1 sao chefes de classes distintas. O

Exemplo 9.17. O cédigo C* do Exemplo 9.15 corrige apenas erros aleatérios de peso < 3 =T,
mas corrige todos os erros acumulados de comprimento <7 =m(T — 1) 4 1.

Exercicios

9.1. Escreva uma matriz geradora e uma matriz de paridade para um cédigo Reed-Solomon 6, 4],
e determine a distancia minima desse cédigo.

9.2. Determine o polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon, sobre F4, de dimensao 11. Escreva
uma matriz de paridade para este cédigo.

9.3. Mostre que o dual de um cédigo Reed-Solomon é também um cédigo Reed-Solomon.

9.4. Seja C o cédigo Reed-Solomon sobre Fg com polinémio gerador g(t) = (t — a)(t — a?)(t — a?),
onde o € Fg é uma raiz de 1 4+t + t3.
(a) Justifique que o é um elemento primitivo de Fg.

linear definida por ¢(1) = 100, ¢(a) = 010 e ¢(a?) = 101.
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9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

(a) Escreva o polinémio gerador para um cédigo Reed-Solomon C', de parametros [7,2].

(b) Seja a uma raiz do polinémio 1+t +t3 € Fy[t] e considere a aplicagao ¢ : Fg — F3 definida
por ¢(ag + aja + aza?) = (ap, a1, az). Determine os pardmetros de C* = ¢*(C).

(c) Seja 5: Fg — I3 definida por QAS(ao +ara + aza?) = (ag, a1, as, ag + a1 + as). Determine os
parametros de C! = ¢*(C).

(d) O que pode concluir acerca da capacidade de correcgao de erros aleatérios e/ou erros
acumulados de C* e de C'?

Considere o cédigo Reed-Solomon C' sobre Fg com o seguinte polinémio gerador:
gty = (t—a)(t—a®)(t—a®)(t —at) =a® + at + 12 + o33 + 14,
onde identificamos Fg com o quociente Fa[t]/(1 +t +t3), e a € Fg é uma raiz de 1+t + 3.
(a) Indique, justificando, os parametros [n, k,d| de C.
(b) Utilize o Algoritmo Caca ao Erro para descodificar os vectores recebidos
y=(0,1,0,0%,0,0,0) e z=(0,00,1,0%1,1).
(c) Seja ¢ : Fg — F3 um isomorfismo vectorial sobre F3. O que pode concluir sobre a capacidade
de correccao de erros acumulados do cédigo concatenacao C* = ¢*(C')?

Um cédigo linear C' diz-se auto-ortogonal se C C C+. Determine o polinémio gerador de todos
os cédigos Reed-Solomon, sobre Fig, auto-ortogonais. Quais desses cédigos sao auto-duais?

Considere o cédio sobre 11 com matriz geradora

1111111111
|11 23 456789 X

Na Ficha 6, ja se justificou que este cédigo é equivalente a um cédigo ciclico C'. Determine o
polinémio gerador e conclua que C' é um cédigo Reed-Solomon.

G

Generalize o exercicio anterior para um cédigo [¢ — 1, k] sobre F, com matriz geradora

1 1 1 1 e 1
1 o o2 o’ .. ad=2
1 ab=1 o201 G30-1) . a2k

onde o é um elemento primitivo de F,.



