COMBINATORIA E TEORIA DE
cODIGOS
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14/04/2008

Exercicios 8.1 - 8.12 + 9.1 - 9.11 de R. Hill
1. a) Exercicio 5.12 do Hill;

b) Se G; e G, s8o, respectivamente, as matrizes geradoras dos cédigos Cq e
C,, exprima a matriz geradora G de C; * C, (Construcéo de Plotkin) em termos
de G; e G,.[Comece por identificar as dimensdes da matriz G.];

¢) Chamando G (v, m) a matriz geradora do cédigo RM (r,m), obtenha de-
fini¢Ges recursivas para essas matrizes.
[Considere separadamente os casos T =0, r=me 0 <1 < m.]

2. a) Mostre que

RM(r,m)l =RM(m—-r—1,m), VO<r<m;

b) Mostre que RM (1, m) contém uma unica palavra de peso 0, nomeada-
mante a palavra nula, uma tnica de peso 2™, nomeadamente a palavra com 1
em todas as posices, e 2™+ — 2 palavras de peso 2™ .

c) Mostre que RM (1, m) é equivalente ao dual de um Cédigo de Hamming
bindrio estendido.

d) Conclua que o dual de um cédigo de Hamming binédrio é um cédigo
stmplez, mais concretamente, que o dual de um cédigo de Hamming binario de
redundancia r tem todas as palavras equidistantes e de peso igual a 27!



3. Para cada vector binédrio x € F} considere o correspondente vector x* €
{+1,—1}™ obtido substituindo cada 0 pelo nimero real +1 e cada 1 por —1:

a) Mostre que, se x,y € F}, entéo, usando o produto interno candnico em
RTI
(x",y") =n—2d(x,y)

Em particular, se x,y € F3" com d(x,y) = h, entdo (x*,y*) =0;

b) Seja RM (1, ‘m)i ={cj,c5,...,¢5 1} 0 cédigo obtido substituindo cada
palavra de cédigo ¢ de RM (1, m) pela sua versdo +1, c*. Mostre que entdo:

(i) ¢t e RM (1, m)* = —c* e RM (1, m)F;

(ii)

2m se c¢f=cj
*k\ m * *
(ci,c5) =< —2™ se cf =—c]
* *
0 se c¢f # £cj

c) Use a alinea anterior como base justificativa para o seguinte algoritmo de
descodificagéo. Recebido um vector y calculam-se os produtos internos (y,cf)
parai=1,...,2™*"1 e descodifica-se para a palavra de cédigo c; que maximiza
esse produto.

4. Seja C:[n,k,d], , k> 2, um cédigo linear binario,c € C:d <w(c) <n

_ c _
Gk n — ’
* [ G(k—])xn ]

uma matriz geradora para C.

Se as componentes nulas de ¢ sdo ¢y, =ci, = -+ =¢i, , = 0, tome-se a
. /
submatriz de G

!’ ! !
911, 914, i
’
G] =
! !’ 7

Ik—1ir k=1t 7 k=i w

Chama-se Cddigo Residual RES (C,c) ao cédigo que tem G/] como matriz
geradora.



a) Justifique que se pode sempre escolher uma palavra de cédigo nas condi¢des
de c;

b) Mostre que, fixada ¢ € C, RES (C, ¢) n&o depende da matriz G
¢) Mostre, através de exemplos, que, contudo, RES (C, c) depende essenci-

almente da palavra c escolhida e que mesmo que w(c) = w (c/) , em geral,

RES (C,c) # RES (C, c/) , podendo mesmo nao ser sequer equivalentes.

d) Tomando agora ¢ € C: w(c) = w(C) = d : demonstre que RES (C,c) :

[nfd,kad/},com da > [g—‘,

e) Definindo
n*(k,d) = min{n € N:3C; [n, k,d]},
mostre que

k—1
d
* > -
n (k)d) = — ’721—‘ )

o

f) Mostre que os cédigos simplex bindrios (duais dos cédigos de Hamming),
atingem a igualdade na desigualdade da alinea e).



