1. (a)

Combinatdria e Teoria de Cdédigos

1° Teste
11 de Abril de 2013

RESOLUCAO

Seja p; : F* — [, a aplicacdo (obviamente linear) projeccdo na coordenada i e seja
q q

pij, : € —> F, a restricdo a €. Como C' € um espago vectorial e p;|, € linear, entdo o

ntcleo J\/’(p,-|c) = C),; € um subespaco vectorial de (', i.e., Cp; é um cédigo linear.

Se pZ‘C = 0, entao C()’i = (C' e dim 007,5 =k.
Se pi|, # 0, entdo p;|c é sobrejectiva e, da igualdade

dim C' = dim N (p;;,) + dim Z(p;|.) ,

obtém-se que dim Cy; = k — 1.

Para cada ¢ fixo, os conjuntos C,;, com a € F,, formam uma particdo de C.

Caso 1: Se C' = Cy,, entdo C,; = @ para qualquer a # 0. Portanto |Cy;| = ¢* e
|Ca,il =0, para a # 0.

Caso 2: Se C' # Cy;, entdo |Cy,| = ¢imCi = ¢k~ Neste caso sabemos que existe
b e F,\ {0} tal que Cy; # &, i.e., existe T € Cy;. Como a = ab~'b, para todo o
a € F,, entdo 7, = ab™'% € Ca, donde C, ; # @. Por outro lado, C,,; é o conjunto das
solucdes x € C' da equagdo linear (ndo homogénea) x; = a. Como este conjunto é n3do
vazio, entdo C,; = ¥, + C;, pois todas as solu¢des sdo da forma &, + ¥ com v € Cj;;.
Ou, equivalentemente, a aplicacao

CO,i — Oa,i
Tr— T+ U
é bijectiva. Portanto |C, ;| = |Co;| = ¢"! para todo o a € F,,.
Por definicdo C' = C'\ (U?Zl C’M).
C' é um cédigo [6,5] sobre F7 e C' # Cy; para todo o i € {1,...,6}, portanto |C ;| =
=T
C1iNCy;={re€C : x;=x; =1} é o conjunto das solugdes do sistema linear

Hx =0
z;, =1
r;=1
que tem n — 3 = k — 2 varidveis livres, se i # j, portanto |Cy,; N Cy ;| = 7F2 =73
Analogamente, [Cy;, N---NCy;| =71 =71 paral <1 <5, seos [ conjuntos C ;;
forem distintos entre si.

Por dltimo, C1iN---NCg={z €C: a3 ="=z6 =1} = {1} ou @. Mas como
Hl=0,entdéioleCel|Ci1N---NCgl =1




Aplicando o Principio de Inclusdo-Exclusdo, e simplificando as contas, obtém-se

6
C'=1C] =D [Cral + Y [C1iNCrgl + -+ + (=1)°|Crin -+ N Chg]
i=1 i<j
5

=T+ Y (DO =Y (DT =2

=0 1=0
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65— 1
(-14+47°=1)+1= —— + 1= 6666 .

~|

2. (a) Directamente da definicdo de C: n = 5e k = 1. Seja u = (1,a,0? 1,a%). Entdo
C = {au : a € F4} e a distdncia minima de C' é d(C) = w(C) = 5, porque w(ail) =
w(@) =5, para todo o a € Fy \ {0}. Portanto C' é um cédigo [5, 1, 5]4.
Como G = [1 a o 1 042} é uma matriz geradora de C' na forma canédnica, i.e., na
forma [I; A], entdo

a 1

o? 1

1 1

a? 1

H=[-A" | 1] =

é uma matriz de paridade para o cédigo C'.
(b) Sim. A equivaléncia pode ser obtida aplicando a opera¢do (ii) da definicdo com A\; = 1,
M=at=a%2 s=a?=a, M=1lels=aq,ie,
C — (1)
(xh T, T3, Ty, $5) — (xla 062.7/'2, T3, Ty, C(.fL'g,) .
(c) C é um espaco vectorial sobre I, e F5 é um subcorpo de Iy, por isso C' satisfaz a restri¢do
a IFy dos axiomas de espaco vectorial sobre Fy.

{u} é uma base de C sobre Fy, {1,a} é uma base de 4 sobre Fy, donde {u, au} =
{(1,a,0?,1,0%),(a,a?,1,,1)} é uma base de C sobre FFy.

(d) Seja x = (1,79, 73,74, 75) € F3 C F5.

re€Ct =gz i=0<= 2 tary+ (1 +a)rs+ 24+ (1 +a)rs =0
= (r1+x3+xys+a5)l + (29 + 23+ 25)0 =0

Como {1,a} é uma base de I, sobre F; e ambos os coeficiente x; + z3 + x4 + x5 €
o + x3 + x5 estdo em Fy, a dltima igualdade implica que

T+ x3+x4+25=0
$2+$3+$5:O

ou seja, 1 = x3 + x4 + T5 € x5 = x3 + x5, donde se conclui que

1 11 0
G=1100 0
1 10 1

o = O



é uma matriz geradora de C*|g,. (Note que as linhas de G sdo de facto linearmente
independentes pois as 3 ultimas colunas formam a matriz identidade 3 x 3, isto porque
x3, x4 € x5 foram escolhidas como varidveis livres do sistema.)

3. O cédigo linear C' C T3 é auto-dual se e s6 se C = C*, portanto dimC = 2, porque
dim C' + dim C* = 4, donde |C| = 22 = 4 e podemos escrever C' = {0, i, ¥, @ + ¥}
Por outro lado, = - z = 0 para qualquer z € C' = C*, portanto w(z) = > .2, =2 -2 =0
mod 2, ou seja w(x) é par. (Claro que 0 e I sdo os dnicos vectores em F de peso 0 e 4,
respectivamente.)
Caso 1: Se I € C, entdo C' = {0,1,7,1 + ¥} com w(%) = 2. Note que o vector I + o
é o “complementar” de 7, i.e., a coordenada i de 1 + ¢ é 1 se e sé se v; = 0, portanto
w(I + @) = 4 — w(¥) = 2. E como F3 contém (;) = 6 palavras de peso 2, ha precisamente
trés pares {#, 1 + ¥} distintos. Conclus3o: neste caso ha trés cédigos auto-duais

(1100,0011) ,  (1010,0101) e  (1001,0110) .

Caso 2: Se T ¢ C, entao u, v e U+ ¥ tém peso 2. A férmula
w(td + ) = w(u) + w(v) — 2w(u N V)

implica que w(« N ¥) = 1. Por outro lado, como

n
w(uNv) = E wv; =u-v=0 mod 2,
i=1
obtemos uma contradicdo, portanto este segundo caso nunca ocorre e os Unicos codigos
bindrios auto-duais sdo os determinados no caso 1.

4. (a) n = (ndmero de colunas de H) = 7, n — k = (ndmero de linhas de H) = 3, logo k = 4.
Quanto a distancia minima d: nehuma das colunas de H é nula, donde d > 2. Por outro
lado, a primeira e terceira colunas de H s3o iguais, donde d < 2.

Conclusdo: C' é um cédigo [7,4,2].

(b) Seja €; o vector erro do enunciado com w(é;) = i. Os sintomas destes vectores s3o

Hep =001, He; =010, He;=011, Hey =100,
Hes =101, Heg =110, He;=111.
Portanto os sintomas sdo todos distintos entre si e nenhum é 000, ou seja, os sete vectores

€; pertencem a classes a + C' distintas e nenhum é uma palavra do cédigo C'. Logo o
cédigo C' pode ser usado para corrigir estes sete erros.

Descodificar y = 0011111 e z = 0100011:
Hy =101 = Hes = descodificar y por y — é5 = 1100011 ;
Hz=001=Hé; = descodificar z por z — €7 = 1100011 .
(c) O ndmero de classes a + C' é |[F3|/|C| = 2"~* = 8, portanto C' corrige no maximo sete

erros simultaneamente (note que uma das classes é 0 + C' = (') e n&o é possivel corrigir
mais erros que os da alinea anterior.



