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Introducao

Estas notas foram escritas para a disciplina de Fundamentos de Algebra (FA), do Mestrado em
Matematica e Aplicagoes do Instituto Superior Técnico e contém a matéria leccionada durante
os primeiros semestres de 2010/2011 e de 2014/15.

Actualmente, esta disciplina ¢é direccionada a dois perfis distintos de alunos. Para os alunos
que tenham iniciado o 1° ciclo de estudos na Licenciatura em Matemédtica Aplicada e Com-
putacao é a segunda disciplina de Algebra abstracta e, como tal, deve aprofundar o seu conhe-
cimento de estruturas algébricas introduzidas na disciplina de Introducao a Algebra (TA) -
grupos e anéis — e estudar novas estruturas — moédulos e algebras. Para os alunos do Mestrado
em Matematica e AplicagOes que nao tenham tido contacto anterior com a dlgebra abstracta,
FA tem que cumprir o objectivo adicional de servir de introducgao a esta area da matematica.

O objectivo deste texto é proporcionar aos alunos da disciplina uma fonte unificada de
estudo que seja apropriada para os dois perfis de alunos a que a disciplina se dirige.

O programa da disciplina é o seguinte:

I. Teoria elementar de grupos: subgrupos, subgrupos normais; isomorfismos. Grupos quo-
ciente, isomorfismos canénicos. Acgoes de grupos; teoremas de Sylow.

II. Teoria elementar de anéis: subanéis, ideais e anéis quociente. Anéis de polinémios, fraccoes,
dominios de factorizacao tunica, dominios de ideais principais, dominios euclidianos.

III. Teoria elementar de mdédulos: médulos finitamente gerados e moédulos livres. Produto
tensorial. Sucessoes exactas, Hom e dualidade. Mddulos sobre dominios integrais e sobre
dominios de ideais principais. Aplicacoes: classificacdo de grupos abelianos finitamente
gerados, forma canénica de Jordan.

Nos capitulos 1, 2 e 4 cobrem-se os tépicos do programa. No Capitulo 3 discutem-se breve-
mente algumas nocdes e exemplos bésicos de Teoria das Categorias com o objectivo dar uma
visao unificada do estudo das varias estruturas algébricas do programa. Nas duas licoes que
restavam apds o tratamento dos tépicos do programa (Capitulo 5 e final do Capitulo 4) optou-se
por discutir brevemente a teoria de estrutura de anéis como tdpico suplementar (para o que foi
necessario estudar médulos Noetherianos, Artinianos e semi-simples, no final do Capitulo 4).
Esta opcao tem a vantagem de ser facil de implementar no tempo disponivel e de ser intelec-
tualmente satisfatéria por fornecer alguma teoria de estrutura para a categoria dos anéis, a
semelhanca do que é feito no Capitulo 1 para grupos. No ano de 2014/15, nas duas ligoes finais,
optou-se por uma introdugao a teoria de representagao de grupos finitos (Capitulo 6), fazendo
uma abordagem (quase) sem referéncia aos teoremas de estrutura de médulos semi-simples do
Capitulo 5 para, deste modo, ser possivel escolher tépicos suplementares de forma independente.

De maneira geral, usa-se Hungerford [Hun74] e Serre [Ser77| como referéncia. A outra
referéncia utilizada é o livro de Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou [FRO4].






Capitulo 1

Grupos

1. Grupos e monodides: definicoes basicas

Definicao 1.1. Uma operagao binaria num conjunto S € uma fungdo

SxS S
(z,y) — xy

(a) a operagdo diz-se associativa se

(zy)z =2(y2),  Va,y,2€S.

Neste caso, S diz-se um semi-grupo;

(b) a operagdo tem identidade se existir um elemento 1 € S tal que

lr =z1==x, Ve es.

Diz-se que 1 € o elemento identidade de S ou a identidade de S. Por vezes escreve-se 1g
para distinguir das identidades de outras operacoes.
Se a operacao satisfaz (a) e (b), S diz-se um mondide;

(¢) a operagdo diz-se comutativa ou abeliana se

Ty = yzr, Va,y €S,

(d) se S é um mondide, diz-se que x € S tem inverso se existir y € S tal que

zy =yxr =1;

(e) se S é um mondide tal que todos os elementos tém inverso, diz-se que S é um grupo.

Proposicao 1.2. Seja S um semi-grupo. Entdo

(a) se S tem identidade, esta é tnica;

(b) se S é um mondide e x € S tem inverso, este € unico.

Notagao 1.3.

1.

Se x: S x S — S é uma operagao bindria em S, utiliza-se a notagao (S,*) para denotar
o conjunto S munido da estrutura dada pela operagao *, que pode ser de grupo, mondide,
semi-grupo, etc.

. No caso de operacoes abelianas é habitual usar o simbolo + para a operacdao e 0 para a

identidade, a que também se chama zero. Esta notacdo designa-se por aditiva.

. A notacao utilizada na Definicao 1.1, em que a operagdo de grupo é representada por

justaposicao ((x,y) — xy), designa-se multiplicativa.

1



9 1. Grupos

4. Em notacdo multiplicativa, denota-se o inverso de um elemento = por z 1.

5. Em notacao aditiva, denota-se por —x o inverso de um elemento .
Proposicao 1.4. Seja S um mondide e sejam a,b € S elementos invertiveis. Entdao
(i) a=' € invertivel e (a=')"! = a;
(ii) ab € invertivel e (ab)~! =b~ta"t.
Como consequéncia desta tltima proposigao, dado um mondide S, temos que o conjunto
S* :={a € S| a é invertivel} é um grupo para a mesma operagao de S.

Definigao 1.5. Se (G,-) € um grupo, define-se

n vezes

—~

T- T n >0
xn:: ]_ n =

Lo <o

—_—

—MNn vezes

Se (G,+) é um grupo abeliano, define-se

n vezes

——
r+---+z n >0
—x—---—x n<O0.

Exemplos 1.6.

1. (N,+) é um semi-grupo abeliano;

(Np,+) é um mondide abeliano;

(Z,+) é um grupo abeliano;

(Z,-) é um mondide abeliano e Z* = {£1};

K* := (K\{0}, ) é um grupo abeliano, onde - denota a operagao de multiplicagdo e K = Q,R
ou C;

cU W

6. o conjunto das matrizes reais n x n, M, (R), com a opera¢ao de multiplicagao, é um mondéide
nao abeliano. O mesmo ¢é verdade para M, (K) com K = Q, C ou Z.

Exemplo 1.7. O conjunto
{f:{1,...;n} = {1,...,n} | f é bijectiva},

com a operagao de composigao é um grupo, que é nao abeliano se n > 2 — Exercicio 1.1.3. Este
grupo designa-se grupo simétrico de ordem n e denota-se por .S,.

Notagao 1.8.
1. Dados 0,7 € S,,, escreve-se o1 para denotar a composi¢ao o o T;
2. o elemento i — o (i) é por vezes denotado por (0(11) 0(22) 2 on) );
3. a notagdo o = (i1 iz - ir ) denota a permutagao

11 > 19

19 > 13

T — 1.
Permutacoes deste tipo denominam-se permutacoes ciclicas ou ciclos. Se k = 2, diz-se que o
é uma transposicao.



Exercicios 3

1.1.1.
1.1.2.

1.1.3.

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.
1.1.8.

1

Exercicios

Demonstre as Proposigoes 1.2 e 1.4.

Seja G um semigrupo. Mostre que G é um grupo sse as seguintes condigoes se verificam:
(i) 3e € G Va € G ea = a (identidade a esquerda) e
(ii) Va € G 3b € G ba = e (inverso & esquerda).

Sugestao: Assumindo (i) e (ii), mostre primeiro que a?

=a=a=ce.

Mostre que o conjunto {f: {1,...,n} — {1,...,n} | f é bijectiva}, com a operagao de
composicao é um grupo, que é nao abeliano se n > 2 — Ver Exemplo 1.7.

Seja o € S,. Mostre que

(a) Jo1,...,0r permutagoes ciclicas disjuntas' t.q. o = oy - - - oy

(b) Se o € S, é uma permutagao ciclica, entao o é um produto de transposigoes.

Seja o = (i1 iy -+ ir) € Sy um ciclo. Mostre que 707! = (7(i1) 7(ia) --- 7(ir)), para
todoo T € S,.

Seja D3 o conjunto das isometrias de um triangulo equildtero (isometrias do plano que
deixam o triangulo invariante) munido da operagdo de composi¢do. Sejam o,7 € Ds,
respectivamente uma reflexdo em torno de um eixo de simetria e uma rotacao de 27i/3
em torno do centro do tridngulo. Mostre que os elementos de D3 se podem escrever de
forma 1nica como o*77, 1 =0,1, 5 =0,1,2.

Seja G um grupo tal que a® = 1 para todo o a € G. Mostre que G é abeliano

Seja G um grupo finito contendo um nimero par de elementos. Mostre que existe a €
G\ {1} tal que a® = 1.

o,T € Sy dizem-se disjuntas se {i | o(i) i} N{i | 7(¢) #i} =@



4 1. Grupos

2. Operacoes definidas por passagem ao quociente

Recorde-se que uma relacio de equivaléncia num conjunto X é uma relacdo? ~ tal que
(i) x ~ z, Vo € X (reflexividade);
(ii) z~y=y~uz, Vo,y € X (simetria);

(i) z~y N y~z=2x~ 2z Vr,y, 2z € X (transitividade).

O conjunto das classes de equivaléncia desta relagao denota-se X/~ ou X/R e designa-se
quociente de X por ~.

Definicao 2.1. Seja S um semi-grupo. Uma relagdo de conguéncia em S é uma relacdo de
equivaléncia ~ tal que

Ty~ T2 NYr~Y2 = T1Y1 ~ T2y2.
(ou seja, ~ preserva a operagdo de S.)

Proposicao 2.2. Seja R uma relagao de congruéncia num semi-grupo S. Entao S/R € um
semi-grupo. Se S € abeliano, S/R também o é. Analogamente, S/R € um grupo (mondide) se
S oé.

Demonstragao. Denotando por [z] a classe de equivaléncia de z € S, define-se

[2][y] := [zy]. O
Exemplo 2.3. Seja m € N. Consideremos a relagao de equivaléncia em Z dada por: = ~ y <

m | (z — y). Designamos o conjunto das classes de equivaléncia por Z,,. Designamos a classe
de x por x. Temos

© Zm=4{0,1,...,m—1} (m elementos);
® 1 + o2 == 71 + 22 define um grupo abeliano, pois
xi~Ty AN yr~yeemlra—x A m|y:—
=>m| (x2+y2 — (1 + 1))
< T+ Y1~ T2+ Y2,
Notagao 2.4. Diz-se que Z,, é o grupo dos inteiros mddulo m.

Observagao 2.5. Os elementos de Z,, sao os restos da divisao por m e a operagao em Z,
consiste em somar em Z e tomar o resto da divisao por m.

Exemplo 2.6. Zy = {0,1}. A tabela de adigao é:

)
0
0
1

= = 1o

+
+
+

I
o = o

Exercicios

1.2.1. Mostre que Z,, é um mondide abeliano para a seguinte operagao:
ab = ab,
e que se verfica a propriedade distributiva:
a(lb+c)=ab+ac Va,bc€ Lp.
2Uma relagdo num conjunto X é um subconjunto R C X X X. Dizemos que z e y estdo em relagdo se (z,y) € R.

Frequentemente usamos um simbolo, como ~, para representar a relagao e escrevemos = ~ y para denotar que x e y estao
em relagdo.



Exercicios

1.2.2. Considere o grupo aditivo (Q, +) e mostre que:
(a) a relacao definida por a ~ b < a — b € Z é uma relagao de congruéncia;
(b) o conjunto das classes de equivaléncia Q/Z é um grupo abeliano infinito.

1.2.3. Seja p um ntmero primo e defina-se Z(p™) C Q/Z por
a
o — _ > .
Z(p™) {[pn] e@/zyaez,n_o}

Mostre que Z(p™) é um grupo infinito para a operacao soma de Q/Z.
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3. Homomorfismos de grupos

Definicao 3.1. Sejam G, H grupos. Uma fung¢do f: G — H diz-se um homomorfismo de
grupos se

Ve,y € G flay) = f(2)f(y)
(ou seja, f preserva produtos).
Se f € um homomorfismo bijectivo, diz-se que € um isomorfismo de grupos. Se H =G e f
€ um isomorfismo, i.e., se f: G — G € um isomorfismo, [ diz-se um automorfismo de G.

Notagao 3.2. Para denotar que dois grupos, G e H, sao isomorfos, escreve-se G = H. O
conjunto dos automorfismos do grupo G denota-se por Aut(G).

Exemplos 3.3.

1. GL,(C) == {A € M,(C) | A é invertivel}, com a operacao de produto de matrizes, é um
grupo e det: GL,(C) — C* é um homomorfismo de grupos, pois

det(AB) = det Adet B.

O homomorfismo det nao pode ser um isomorfismo se n > 1 porque M, (C) nao é abeliano
nesse caso.

2. exp: (R,+) = (R*,-) é um isomorfismo.

3. SejaG={ze€C|2z" =1} Cc C\ {0}. G tem m elementos:

2mki
zk:exp< ), k=0,....m—1,
m
e é um grupo abeliano para a multiplicagdo de nimeros complexos. A funcao
il — G

o
k — exp <m>
m

Exemplo 3.4. A funcdo f: Z — Z,,; k — k define um homomorfismo sobrejectivo de grupos,
chamado homomorfismo candnico ou projeccao canonica.

¢ um isomorfismo de grupos.

Exemplo 3.5. Sejam k,m € N, a fungao f: Zy — Zgy; j — jm estd bem definida:
fG+rk)=jm+rkm= Jjm = f(l)

e é um homomorfismo:

fG+3D=FG+5)=0+5)m=jm+j'm

=)+ f(4).

Vejamos que f é injectivo,
fG) =1 e m=jmekm|(jm—jm) k| (-j)ej=7
Definigao 3.6. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Define-se
e kerf={xeG|f(zr)=1u} CG;
e imf:={f(z)|zeG}CH.
Diz-se que ker f é o nicleo de f eim f € a imagem de f.
Definigao 3.7. Seja G um grupo e seja @ # H C G um subconjunto fechado para o produto

(i.e., a,b € H=abe H). Se H é um grupo para a opera¢ao de G, diz-se que H é um subgrupo
de G e denota-se H < G.

Proposicao 3.8. Seja G um grupo e seja H C G tal que H # &. Entdo H < G sse Vx,y €
H,zy~! € H.
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Exemplo 3.9. Seja G =7Z, me Ne H=mZ C Z. Temos H < Z.

Exemplo 3.10. R* < C*.

Exemplo 3.11. Seja H = {0,2} C Z4. Temos H < Zj.

Proposicao 3.12. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Entdo ker f é um subgrupo
de G eim f € um subgrupo de H.

Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao 3.8. Note que ker f # @ e im f # & pois f(1g) =
1y (pelo Exercicio 1.3.1), logo 1 € ker f e 1 € im f. O
Teorema 3.13. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Temos

(a) f € injectivo sse ker f = {1};

(b) f éum isomorfismo sse existe um homomorfismo g: H — G t.q. fog=1idyg ego f =idg.
Demonstragao.

(a) Note-se que {1} < ker f. Temos

f(z) =1 = z =1 pois f é injectiva.

f@)=f@)= fe W )=1=2rtd' =12 =z
(b) Exercicio. O
Exemplo 3.14. Sejam k,m € N. Recorde-se o homomorfismo f: Zy — Zyp;j — jm. Con-
cluimos que {0,m, ..., (k — 1)m} =im f < Zgp,.
Exemplo 3.15. Seja m € N. O subgrupo mZ < Z é o nicleo da projecgdo canénica Z — Z,.

Exemplo 3.16. Considere-se a aplicagao ¢: S, — GL,(R) dada por

(1 n _
= \o1) - o))"~ #(0) = (€a1)*** €an) -

Ou seja, ¢(o) representa a transformagao linear e; — e,(;). Desta definigao segue p(o7)(e;) =
€q(r(i))- Lemos

p(a)p(T)(ei) = p(o)(eri) = €(o(r(i))
pelo que ¢ é um homomorfismo. Como det(¢(0)) € Z* = {£1} < R* e det: GL,(R) - R* é
um homomorfismo,

detop: S, — Z*
é também um homomorfismo, a que se chama sinal e que se costuma denotar por sgn.
Definigao 3.17. O grupo alternado € o sequinte subgrupo de Sy :
A, = ker(detop: S,, — Z*).

Observacao 3.18. Os elementos de A,, dizem-se permutagoes pares, os de S, \ A, dizem-se
permutacgoes impares — ver Exercicio 1.3.9.

Proposicao 3.19. Seja G um grupo e sejam H; < G, i € I. Entao NierH; < G.
Definicao 3.20. Seja G um grupo e seja X C G, define-se

(xX)= (] H
H<G,XCH
Diz-se que (X) € o subgrupo de G gerado por X.
Exemplo 3.21. Seja G =Z e X = {m}. Temos (X) = mZ.

Notacao 3.22. Se X = {z} escreve-se (z) em vez de ({z}). Da mesma forma, escreve-se
(x1,...,xy) em vez de ({x1,...,2,}).
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Teorema 3.23. Seja G um grupo e seja X C G, entdo
(X)={al" -af* |keNar...,ap € X,nq,...,np €L} .

Exemplo 3.24. Seja G =Z e X = {2,3}, entdo (X) =Z pois 1 =3 —2 € (X).

Exercicios

1.3.1. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Mostre que f(1g) = 1y e que f(a™!) =
f(a)~! para todo o a € G. Mostre, através de um exemplo, que a primeira afirmacio
pode ser falsa se G e H sao mondides que nao sao grupos.

L6 um automorfismo.

1.3.2. Mostre que um grupo G é abeliano sse f: G — G, f(x) =z~
1.3.3. Mostre que D3 = Sj3.

1.3.4. Demonstre a Proposicao 3.8.

1.3.5. Mostre que todos os subgrupos de Z sao da forma dos do Exemplo 3.9.
1.3.6. Mosre que conjunto {o € S,, | 0(n) =n} é um subgrupo isomorfo a Sp,_i.

1.3.7. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos e seja J < H. Define-se
JUI) = {z e G fla) € I,
Mostre que f~1(J) < G.
1.3.8. Seja G um grupo e Aut(G) o conjunto dos automorfismos de G. Mostre que Aut(G) é
um grupo com a operacao de composicao.
1.3.9. (Ver Exercicio 1.1.4 e Definicao 3.17.)
(a) Seja o € Sp,. Mostre que o € A, sse
o =01 0p, onde o; sdo transposicoes = 1 € par.
(b) Mostre que, se 0;,T; € S, sdo transposi¢oes, entao
o1---0p=T|-+Ts, = T €8 sa0 ambos pares ou impares.
1.3.10. Seja G um grupo e sejam H; < G, i € I.
(a) Demonstre a Proposigao 3.19, i.e., mostre que NerH; < G.
(b) Mostre que U;erH; nao é subgrupo em geral.
1.3.11. Demonstre o Teorema 3.23.

1.3.12. (a) Seja G o grupo, para a multiplicacdo de matrizes, gerado pelas matrizes complexas

0 1 0 4
Sl R
onde i2 = —1. Mostre que G é um grupo nao abeliano contendo 8 elementos.

Sugestdo: Verifique que BA = A3B, portanto qualquer elemento de Qg é da forma
A'BJ. Verifique também que A* = B* =1 := [(1) ﬂ ¢é a identidade de G.

(b) Mostre que Hg = {+£1,+i,+j,+k} C H é um grupo, onde H é o conjunto dos
quaternioes.

(c) Seja Qs = {(a,b | a® = b?,a* = 1,bab~! = a~'). Mostre que G = Hg = Qs.

A qualquer um destes grupos chamamos grupo quaternido, que geralmente é denotado

por Qs independentemente da sua apresentacao.

1.3.13. Mostre que o subgrupo aditivo Z(p*>) de Q/Z (ver Exercicio 1.2.3) é gerado pelo conjunto

{[pln} |neN}.
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4. Grupos ciclicos

Definicao 4.1. Um grupo G diz-se finitamente gerado se existem ai,...,a, € G t.q. G
(a1,...,an). Neste caso, ai,...,a, dizem-se geradores de G. Se se existe a € G t.q. G = (a
G diz-se ciclico.

)

Observagao 4.2. Os grupos ciclicos sao abelianos.

Exemplo 4.3. Z, Z,, sao grupos ciclicos.

A proposicao seguinte mostra que todos os grupos ciclicos sao desta forma.

Proposigao 4.4. Seja G um grupo ciclico, entio G = 7Z ou G = Zy,, para algum m € N.

Demonstracao. Seja z € G um gerador de G. Consideremos f: Z — G t.q. f(j) = 7.
Claramente f é sobrejectivo:

Vii,je €Z,  f(ji+ o) =212 =al1al2,
Seja m t.q. ker f = (m) = mZ. Se m =0, G = Z. Se m > 0, entdo o homomorfismo
film— G
Jj :cj,
estd bem definido e é sobrejectivo. Vejamos que é também injectivo:
f=1eal=1je(m)<j=0.
Concluimos que G 22 Zy,. U
Observagao 4.5.
1. Se f: G — H é um homomorfismo e G ¢ ciclico entao im f é ciclico;
2. se a € G, {(a) é um subgrupo ciclico de G;

3. se f: G = H é um homomorfismo e a € G, entao f((a)) = (f(a)).

Definicao 4.6. Seja G um grupo e seja a € G. A ordem de G € a sua cardinalidade |G|. A
ordem de a € a ordem do grupo {(a), e denota-se este nimero por |a|. Ou seja, |a| = |(a)]|.

Exemplo 4.7. Seja G ={z € C| |z| =1} < C* e seja a = exp(27i/3) € G. Entao |a| = 3. Se
a’ = exp(riz) com z € R\ Q entdo |a'| = oc.
Proposicao 4.8. Seja G um grupo e seja a € G. Se |a| = 0o, entao

i.df=1ek=0;

i of =am s k=m,Ym,k € Z;

Se la| =m € N, entao

i. m =min{k € N | a* =1};

ii. a¥ =1 < m | k;
. a" =a* < r=sem Ly ie,r=s modm;
w. (a) = {1,a,a%,...,a™ 1};

v. Yk €N, k|m = |aF| =2t

A proposicao seguinte mostra que todos os subgrupos de grupos ciclicos sdo igualmente
ciclicos.

Proposigao 4.9. Seja G um grupo ciclico, seja a € G um gerador e seja {1} # H < G. Entdo
H = (a™) onde m = min{k € N | a* € H}.
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Proposigao 4.10. Seja G um grupo ciclico de ordem finita m e seja k € N t.q. k| m. Entdo
G tem exactamente um subgrupo (ciclico) de ordem k.

O teorema seguinte identifica o conjunto dos geradores de um grupo ciclico.

Teorema 4.11. Seja G = (a) um grupo ciclico.

1. Se |G| = co o0s geradores de G sdo a e a™1.

2. Se |G| = m, os geradores de G sio os elementos de {a* | MDC(k,m) = 1}.

Demonstracao.

1. Claramente a e a~' sdo geradores. Se G = (b) entdo b = a™ para algum m, logo (b) = {a™" |
k € Z}. Logo, se m # %1, temos (b) # G, pois a tem ordem infinita.
2. Recorde-se que MDC(k,m) =1 < 3r,s: rk + sm = 1, logo

a=(a®)"(a™)® = G = (a) C (a).

Reciprocamente, se (a¥) = G existe r t.q. a"* = a, ou equivalentemente
rk=1 modm< ds:rk+sm=1. O
Exercicios

1.4.1. (a) Mostre que Aut(Z) = Zs.
(b) Mostre que Aut(Z,,) = (Z),,-), para m € N.
Sugestao: Quais os geradores de Z,,?
(c) Seja G um grupo ciclico. Conclua que Aut(G) é um grupo abeliano. Serd Aut(G)
sempre ciclico?
1.4.2. Demonstre a Proposicao 4.8.
1.4.3. Seja G um grupo e a,b,c € G. Mostre que |a| = |a~!|, |ab| = |ba| e |cac™!| = |al.
1.4.4. Seja G um grupo abeliano, a,b € G com |a| = n e |b] = m. Mostre que G contém um
elemento de ordem MMC(n,m).

Sugestao: Considere primeiro o caso em que MDC(n,m) = 1.

1.4.5. Seja G um grupo abeliano de ordem pq onde p e ¢ sdo coprimos. Supondo que exitem
a,b € G tais que |a| = p e |b| = ¢, mostre que G é ciclico.

1.4.6. Seja f : G — H um homomorfismo, seja a € G tal que f(a) tem ordem finita em H.
Mostre que ou |a| é infinita ou |f(a)| divide |a].

0

1.4.7. (a) Considere o grupo G = GL2(Q). Mostre que A = [1

_01 tem ordem 4 ¢e B =

[_01 _11] tem ordem 3, mas AB tem ordem infinita em G.

(b) Reciprocamente, mostre que o grupo aditivo® Zs x Z contém elementos nio nulos a
e b de ordem infinita tais que a + b tem ordem finita.

1.4.8. Demonstre as Proposicoes 4.9 e 4.10.

1.4.9. Considere novamente o grupo Z(p>°) do Exercicio 1.2.3 e seja H < Z(p™). Demonstre as
seguintes afirmagoes:
(a) Qualquer elemento de Z(p*>°) tem ordem finita p”, para algum n > 0.
(b) Se pelo menos um elemento de H tem orden p* e nenhum elemento de H tem ordem
maior do que p¥, entdo H é o grupo ciclico gerado por [#] e, portanto, H = Z.

3Se G e H sio grupos, o conjunto G X H é um grupo com a operagao definida componente a componente, e identidade
(1g,1m).
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(c) Se o conjunto das ordens dos elementos de H nao é majorado, entdo H = Z(p™).

(d) Os tnicos subgrupos préprios de Z(p>) sao os grupos ciclicos C,, = ([#D, para
n € N. Além disso, (0) =Cy < C; <Cy < ---.

(e) Sejam z1,x2,... elementos de um grupo abeliano G tal que |xi| = p, pre = z1,
PT3 = X2, ..., PTnti = Tn, .... O subgrupo gerado pelos z;, para ¢ > 1, é isomorfo a
Z(p™).

Sugestao: Verifique que a aplicacao dada por z; — [i] estd bem definida e é um
isomorfismo.

1.4.10. Mostre que um grupo que possua apenas um numero finito de subgrupos é finito.

1.4.11. Seja G um grupo abeliano e defina-se 7' = {g € G | |g| é finita}. Mostre que 7" é um
subgrupo* de G. Serd a hipétese de G ser abeliano necesséria?

1.4.12. Seja G um grupo infinito. Mostre que G é ciclico sse G é isomorfo a cada um dos seus
subgrupos préprios.

dEste subgrupo chama-se o subgrupo de tor¢do de G e também se denota por Tor(G).
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5. Classes laterais esquerdas, quociente por um
subgrupo

Definicao 5.1. Seja G um grupo, seja H < G e sejam a,b € G. Diz-se que a é congruente ¢
esquerda com b modulo H se

a ‘b e H.

De forma andloga define-se congruéncia a direita moédulo H: ba=' € H.

Proposicao 5.2. (1) A relagio de congruéncia a esquerda (direita) mod H é uma relagdo
de equivaléncia.

(2) A classe de equivaléncia de a € G relativamente a esta relagdo de equivaléncia € o conjunto
aH ={ah |he H} CG
(respectivamente, Ha = {ha | h € H} para a congruéncia o direita).
(3) laH| = |Ha| = |H|.

Os conguntos, aH (Ha), a € G, dizem-se classes laterais esquerdas (respectivamente, direi-
tas) de H em G.

Notagao 5.3. Se G é um grupo abeliano nao hé diferenca entre classes laterais esquerdas e
direitas. Neste caso, é frequente usar a notagao aditiva (G,+) e as classes laterais sdo entao
denotadas por a + H.

Recorde-se que as classes de equivaléncia de uma relagao de equivaléncia ~ num conjunto
S formam uma partigao de S: denotando [a] = {s € S| s ~ a}, tem-se

a) S = Uaeslal;

b) a,b€ S = [a]N[b] =2V [a] = [b].

A primeira asser¢ao é ébvia. A segunda é consequéncia da transitividade da relagao:
celalnp=a~c~b=an~Db.

Corolario 5.4. Seja H < G, entdo as classes laterais esquerdas aH, a € G, formam uma
particao de G em conjuntos com o mesmo cardinal;

Definicao 5.5. Denotamos por G/H o conjunto das classes esquerdas de H em G e por |G : H]
o seu cardinal: |G : H] = |G/H|.

Corolario 5.6. Se H < G, temos
G| =G : H]|H|.
Se |G| < oo, entdo

e VH <G, |H|||G], e
e (Teorema de Lagrange) Vg € G, |g| | |G|.

Demonstragao. A particao

G= U gH
gHeG/H

d4 uma bijeccao G — G/H x H. O
Teorema 5.7. Sejam K < H < G, entdo
[G:K|=[G: H|H:K].
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Demonstragao. Caso G finito:

G| =[G : H||H| A |H| = [H : K]|K|
=>|G\ (G- H][H : K]|K|
=[G: H|[H : K] =[G : K]. O

Exemplo 5.8. Seja G = S3 e H = ((12)). Entao |S3| =[G : H]|H| e |H| =2, logo [G : H] = 3.

Definigao 5.9. Seja G grupo e sejam Ry, ..., R C G. Define-se

Ry --- Ry Z:{Tl---?”k|T1€R17...,Tk€Rk}CG.

Teorema 5.10. Sejam H, K < G t.q. H, K sdo finitos, entdo

|HI||K]|
HK|=——.
| | |H N K|
Demonstragao. Seja J = HN K. Temos J < H e
|H|
[H :J] =
1]

Seja H = h1J U---U hyJ uma particao de H em classes esquerdas de J. Entao

:(h1JU"‘Uth)K:thU"'UhnK

é uma partigao, pois

hiK = h;K < h;'hy € K = h;'hj € J.

Concluimos que

[H||K| _ |H||K]

HK|=n|K|=[H:J)|K|= = )
[HE| = nl K| = [H 2 J)|K| = 2 = e

1.5.1.
1.5.2.
1.5.3.

1.5.4.

1.5.5.

1.5.6.
1.5.7.

1.5.8.

Exercicios

Demonstre a Proposicao 5.2.
Demonstre o Teorema 5.7 no caso de G infinito.

Seja G um grupo finito. Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) |G| é primo;

(ii) G # {1} e G nao contém subgrupos préprios;

(i) G = Z, para algum primo p.
(Pequeno Teorema de Fermat) Seja a € Z e p um primo tal que p  a. Mostre que a?~! = 1
(mod p).
Prove que ha apenas dois grupos de ordem 4, a menos de isomorfismos, nomeadamente
Z4 [§] ZQ X ZQ.
Sugestao: use o Teorema de Lagrange para concluir que um grupo de ordem 4 que nao é
ciclico consiste na identidade e trés elementos de ordem 2.

Sejam H, K subgrupos do grupo G. Mostre que HK é um subgrupode G sse HK = KH.

Seja G um grupo de ordem p*m, com p um primo e MDC(p,m) = 1. Seja H < G de

ordem p* e K < G de ordem p%, com 0 < d < k, tal que K ¢ H. Mostre que HK néo é

um subgrupo de G.

(a) Sejam H, K subgrupos do grupo G. Mostre que [H : HN K] < [G: K]|. Se [G: K] é
finito, mostre que a igualdade verifica-se se e s6 se G = HK.

(b) Se H e K sao subgrupos de indice finito no grupo G tais que [G : H] e [G : K] s&o
coprimos, mostre que G = HK.
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6. Subgrupos normais; grupo quociente
Em seguida estudamos a classe dos subrupos N de um grupo G para os quais as classes esquerdas
e direitas coincidem.
Notagao 6.1. ASCSE = as sequintes condi¢des sdo equivalentes.
Teorema 6.2. Seja G um grupo e seja N < G. ASCSE:
a) as relagoes de congruéncia mddulo N a esquerda e a direita coincidem;
b) Vge G gN =Ng
¢)Vge G 3¢ € Gtq gN=Ng;
d)VgeGgNgtcCN;
e) Vge G gNg~' =N;
Demonstragao.
a) < b) | exercicio;
b) = ¢) | exercicio;
c)=d)|gN=Ng =3IncN:g=ng = gNg~ ' =Ng'go! = Ng'(¢')"'n~t C N;
d)=¢e)|Vge G, gNg ! CN=VgeG, NCg'NgeVgeG, NCgNg !
e) =b)|VgeG, gNg ' =N&Vged, gN=Ng. O

Definigao 6.3. Seja G um grupo e seja N < G. Diz-se que N € um subgrupo normal de G se
satisfaz as condicdes equivalentes do teorema anterior e, messe caso, escreve-se

N «adG.

Observagao 6.4. A propriedade de ser normal é uma propriedade da inclusdo N < G, néo é
uma propriedade do grupo N.

Exemplo 6.5. Seja 7 € D3 t.q. 73 =1 (cf. Exercicio 1.1.6), entdo (1) < G.

A importancia dos subgrupos normais decorre do resultado seguinte.

Teorema 6.6. Seja N <G. Consideremos o conjunto G/N das classes esquerdas de N em G.
Entao G/N tem uma estrutura de grupo cuja operagao é dada pela segquinte formula

(gN)(g'N) == gg'N.
Com esta estrutura a projec¢ao candnica w: G — G/N € um homomorfismo sobrejectivo de
grupos t.q. kerm = N.
Demonstragao.
1. A operagao esta bem definida: temos
(gnN)(g'n'N) = (gng'n)N.
Como N < G, temos ng' € Ng' = ¢’N, logo dn” € N t.q. ng’ = g'n” e portanto,

(gng'n)N = (gg'n"n')N = gg'N.

2. As propriedades da operagdo em G/H seguem das propriedades da operacdo em G, e.g.,
(9N)(g"'N)=1N =N

(IN)(gN) =gN = N = (¢N)(1N)
3. Por defini¢do do produto em G/N, m é um homomorfismo.
4. 71(9)= N & gN=1N<&geN. O
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Proposigao 6.7.

(a) H J<G = HNJ<G;

(b)) HaGeH<K<G=H<K;
(c) H1G,K <G= HK <G.

O resultado seguinte caracteriza os subgrupos normais como os nicleos de homomorfismos.

Teorema 6.8. Seja G um grupo. Entao H <G sse existe um homomorfismo de grupos ¢: G —
K, para algum grupo K, t.q.
kerp = H.
Demonstracao. H<G= H=ker(r: G—G/H);
Seja H = ker ¢. Temos
he H & p(h) =14 Yea o(9)o(W)dlg™") = 16 Vyec d (ghg ™) =1

Voea gHg ' =H. O

Teorema 6.9 (Propriedade universal do grupo quociente). Seja f: G — H um homomorfismo

de grupos e seja N <G t.q. N < ker f. Entdo existe um homomorfismo f: G/N — H que
factoriza f como no diagrama sequinte

a1 g

| A

G/N

onde m: G — G/N € a projec¢do candnica. Ou seja, tem-se a sequinte factorizagdo

Além disso, tem-se

e ker f = ker f/N

onde usamos ker f /N para denotar w(ker f).

Demonstragao. Define-se f(gN) := f(g). Como N < ker f segue que f estd bem definido:

fgnN) = f(gn) = f(g9) = f (gN),
e é um homomorfismo porque f o é. Da definicdo de f segue que f = fom e im f = im f.
Quanto ao nucleo, temos

fgN)=1% f(g) =14 g€ ker f & gN € ker f/N. 0

Exercicios

1.6.1. Seja H < G t.q. [G : H] = 2. Mostre que H < G.

1.6.2. Demonstre a Proposigao 6.7.

1.6.3. Mostre que H <G/N seesése H=K/N com K <Ge N < K.

1.6.4. Seja {N; | i € I} uma familia de subgrupos normais de G. Mostre que N;erN; < G.

1.6.5. Seja H < Sy o subgrupo formado pelas permutacoes o tais que o(4) = 4. Serd H normal
em Sy?

1.6.6. Mostre que todos os subgrupos de (Js sao normais.
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1.6.7. Seja G um grupo finito, seja H < G com |H| = n. Se H é o tnico subgrupo de G de
ordem n, mostre que H <1 G.

1.6.8. O grupo diedral é definido por D,, := (a,b | |a| = n, |b| = 2,bab = a~'). Mostre que
(a) [Dn| = 2n;
(b) (a) <Dy e Dn/(a) = Zs.

1.6.9. Seja G o subgrupo de S,, (n > 3) gerado pelas permutagoes o0 = (12 --- n) e

S {( n)@Bn-1)---(5 5+2) se n é par

(2n)B3n—1)-- (2 2L 4+ 1) sen é fmpar

(a) Mostre que® G = D,,. (Ver exercicio anterior para a definicdo de D,,.)
Sugestao: Considere primeiro os casos particulares de n = 4 e n = 5, em seguida
generalize para um n arbitrario.

(b) Serd G normal em S,,?

1.6.10. (a) Dé exemplos de subgrupos H e K de Dy tais que H <K e K << Dy mas H ¢ Dj.
(b) Se H é um subgrupo ciclico de um grupo G e H < G, mostre que qualquer subgrupo
de H é normal em G. (Compare com a alinea anterior.)

1.6.11. Seja H < Z(p*°) tal que H # Z(p™), mostre que Z(p>°)/H = Z(p>).
Sugestao: Se H = <[ =), seja x; = [ﬁ] e use o Exercicio 1.4.9(e).

5Se considerarmos um poligono regular de n lados com os vértices numerados consecutivamente de 1 a n, esta descrigao
de D,, corresponde a descrever as simetrias deste poligono através de permutacdes dos vértices, nomeadamente, o é uma

rotagao de um angulo 27" com centro no centro no poligono, e 7 é uma reflexdo em relagdo a um “didmetro”.
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7. Teoremas de isomorfismo

Teorema 7.1 (1° Teorema do Isomorfismo). Um homomorfismo f: G — H induz um isomor-
fismo

Demonstragao. Aplicando o Teorema 6.9 com N = ker f, obtemos im f=1im f e ker f = {1},
ou seja, f é um isomorfismo. U

Coroldrio 7.2 (2° Teorema do isomorfismo). Sejam K < G e N < G, entio NN K < K,
NK<Ge
K _NK
NNnK N~

Demonstracao. Seja 7: G — G/N a projeccao canénica e seja f: K — G /N a sua restri¢ao
a K. Temos

KN NK

ker f=NNK e imf=n(K)=——=—

er f e imf=mx(K) N N
logo f: K/NNK — G/N induz um isomorfismo K/NNK = NK/K. Naigualdade NK = KN
usdmos N <1 G, que também implica NK < G (Proposicao 6.7). O

Teorema 7.3. Sejom H <G e K <G t.q. K < H. Entao
H_G  GK_G
K K ° HK H
Demonstragao. Temos
Vher (9K) (hK) (¢7'K) = (ghg™') K € H/K.

Sejam
G G/K
WETR PR THK

L - . K
as projeccoes candnicas. Consideremos f = g2 001: G — %—K Temos,

ker f = Ql_l(kergg) = gl_l(H/K) =H,

logo
G G/K

H H/K’ =

Nota 7.4. No teorema anterior, usdmos H/K para denotar o subgrupo de G/K dado pela
imagem de H pela aplicagdo canénica G — G/K.

Exemplo 7.5. Seja ¢: RX — R*;a +— a?. Temos imy = R* e kerp = {£1}. Obtemos,
p: R*/{£1} = (RT,).

8. Produto directo e produto semidirecto de grupos

Definicao 8.1. Sejam H, K grupos. O produto cartesiano H x K com a sequinte operacdo
(h1,k1)(h2, k) := (h1ha, kikso)

€ um grupo, a que se chama produto directo de H, K e que se denota H X K.
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Exemplo 8.2. Consideremos f: R* — Z* x R := ({£1},-) x (R,+) dada por

f(z) = (x,logm) , z € R”.

]

Denotando por (z1,22)(y1,y2) = (z1y1, 22 + y2) o produto em Z* x R, temos

€T €T
Fay) = (,x;,log\xyr) _ (M,log rx\) (|j|,log|y) |

portanto, f é um homomorfismo de grupos R* — Z* x R. Como f é bijectivo e Z* = Zo,
concluimos que
R* = Zs x R.

Exemplo 8.3. Sejam H, K grupos. No produto directo G = H x K ¢ habitual identificar H
com H x {1x} e K com {1y} x K. Com estas identificacoes, temos
H<aG e K<«G.
De facto,
(h1, k) (ho, 1) (R Y k™Y = (hahohy ' k1gk™") = (hihohi', 1K) € H,
portanto H <1 G. De forma andloga, mostra-se K < G.

Observagao 8.4. Uma propriedade importante do produto directo G = H x K é o facto de os
elementos de H e K comutarem em G.

Definicao 8.5. Seja G um grupo e sejam H, K < G. Diz-se que G ¢é o produto directo interno
de H e K se as sequintes condigoes se verificam

(i) HNK = {1}

(ii) hk = kh,Yh e HVk € K
(i1i) G = HK (ver Defini¢ao 5.9)
Observacgao 8.6. Se GG é o produto directo interno de H, K, tem-se H x K = . O isomorfismo
é dado por (h, k) — hk.

Notacao 8.7. Se H, K < (G, escrevemos G = H x K para denotar que GG é o produto directo
interno de H e K.

Exemplo 8.8. Seja G = O(3) = {A € M3(R) | AAT = I} e sejam
H=2S803)={Ac0(3)]|det A =1}
K = {+I} =7,
Temos
0(3) = SO(3) x {#I}.

Exemplo 8.9. Seja G = Dg = {(a,b | |a| =6, |b| = 2,bab™! = a™!) (ver Exercicio 1.6.8) e sejam
A= {(a®) e B = (a?, ab). Entao

DGIAXBgZQXD:;gZQXSg.
Proposicao 8.10. Seja G um grupo e sejam Hy K < G. Temos G = Hx K sse H<1G, K<G,
HNnK={1g} eG=HK.
Demonstragao. Temos que provar H <G e K <1G. Sejam g € Gex € H. Temos g = hk,
com h € Heke K, logo
grg~' = hkx (hk) ™' = hkak™'h~1
= hah™! € H,
portanto H <1 G. Da mesma forma segue K <1 G.
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Temos que mostrar que os elementos de H comutam com K. De forma equivalente,

Vhe H ke K hkh k! =14,
N—_———
g
Ora,

kleK, hkhleK=geK
heH, khlk'leH=g9ecH
,‘,g:1(;. ]

Lema 8.11. Sejam N,H grupos e 0 : H — Aut(N) um homomorfismo de grupos. O produto
cartesiano N x H com a sequinte operacao

(nl,hl)(ng,hg) = (m@(hl)(ng),hlhg) an,ng e N Vhl,hg cH

€ um grupo.

Demonstracao. A operacao é associativa:

(1, h1)((n2, ho)(n3, ha)) = (n1, h1)(n26(h2)(n3), hahs)  por definicdo
= (n16(h1)(n26(h2)(n3)), hihahs) por defini¢ao
= (n10(h1)(n2)0(h1)(0(h2)(n3))), hihahs) porque #(hy) é um homomorfismo
= (n10(h1)(n2)0(h1h2)(n3)), h1hohs) porque # é um homomorfismo,
logo 6(hy) o O(ha) = 0(h1hs2)
= (n16(h1)(n2), hihe)(ns, h3) por definigao
= ((nl, h1)(nae, hg))(ng, hs) por definicao

A identidade é (1n,1x):
(n,h)(In,1g) = (nO(h)(1n),h1y) = (nln, h) = (n, h)
(In,1m)(n,h) = (AnO(1g)(n),1gh) = (Ixidy(n),h) = (n,h)
onde idy : N — N ¢é o homomorfismo identidade, i.e, a identidade do grupo Aut(XNV).
O inverso de (n,h) é (O(h~1)(n=1),h71):
(n, R)(O(h~ ) (n™1), k1)
= (nB(h)(O(h 1) (n™1)), kA1) por definicdo
= (n0(1g)(n~1),15) porque A(h) o 8(h™1) = (hh™1) = 0(1g)
=(1n,1x) porque 0(1y) = idy

(O™ (™), A7) (n, h)

=@ H(nHeh ) (n),h th) por definigao
=@M YH(ntn), 1) porque #(h~!) é um homomorfismo
= (1n,1p) porque #(h~!) é um homomorfismo O

Definicao 8.12. O grupo do lema anterior chama-se produto semidirecto de N por H e deno-
0
ta-se por N x H ou N x H.
Note que a ordem do produto semidirecto é [N x H| = |N x H| = |N||H]|.

Observagao 8.13. Tal como no caso do produto directo, identificamos N com N x {1y} e
verifica-se que N <t N x H — Exercicio 1.8.5.
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Exemplo 8.14. Seja 6 : Zy — Aut(Z4) o homomorfismo definido por
0(1): Zs — 7y

T —T.
Vamos ver que Z4 X Zo = Dy. Recorde que Dy = (a,b | |a| = 4,]b] = 2,bab~! = a~!). Em
Z4 % Zs temos, com as operacoes em Zg e Z4 escritas em notacao aditiva (claro!),

(0,1)(#,0) = (0+6(1)(x),1 +0) = (—z,1) = (—2,0)(0,1)  VzeZy,
onde se usou 6(0) = idz, na ultima igualdade, portanto
(0.1)(L,0)(0, )" = (~1,0) .
Também é facil de verificar que (1,0) e (0,1) tém ordens 4 e 2, respectivamente. Portanto, a
aplicacao 9 : Z4 X Zo — D4 dada por
v(L,0)=a e ¥(0,1)=b

é um homomorfismo de grupos sobrejectivo. Como |Zg X Zgo| = |Z4||Z2| = 8 = |Dy4| e ¢ é

sobrejectivo, concluimos que 1 é um isomorfismo.

Observagao 8.15. O produto directo de grupos abelianos é sempre um grupo abeliano. No
caso do producto semidirecto isso ja nao é verdade, como mostra o exemplo anterior.

Exercicios

1.8.1. Mostre que Zg = Z3 X Zso.
1.8.2. Mostre que S3 = Zg X Zs.

1.8.3. Sejam N <G e K <G taisque NNK ={1} e NK =G.
(a) Mostre que G/N = K.
(b) Sera sempre verdade que G =2 N x K7

1.8.4. Sejam N1 <G1 e Ny < Go.
(a) Mostre que N1 X No <Gy x Gy e

G G2 GixGo
N1 NQ N1 X NQ’
com um isomorfismo 1 definido pela expressao ¥ ([¢g1], [g2]) = [(91, 92)]-
(b) Seja T: G x Gy — Gl/Nl X GQ/NQ; (gl,gg) — ([gl], [gg]). Mostre que @ o7 é a

. ~ - G1xG
projeccao canénica Gi x Go — FR2.

1.8.5. Identificando N com N x {1p}, mostre que N <N x H.

1.8.6. Seja G um grupo e N <G, H < G tais que N N H = {1}.
(a) Mostre que a aplicacdo v : H — Aut(N), h — cp,, onde ¢;(n) = hnh~! para todo o
n € N, é um homomorfismo de grupos.
(b) Mostre que ¥ : N x H — G, ¥(n,h) = nh, é um homomorfismo injectivo de grupos
cuja imagem é N H. Quando v é também sobrejectivo, i.e. G = NH, dizemos que G
é o produto semidirecto interno de N e H e escrevemos G = N x H.
1.8.7. Considere os subgrupos N = ((12)(34), (13)(24)) e H = {0 € S4 | 6(4) = 4} do grupo Sj.
Mostre que N <154 e que Sy = N x H. Conclua que Sy = (Zy x Zy) % Ss.

1.8.8. Mostre que (s nao pode ser descrito como o produto semidirecto interno de subgrupos
préprios.
1.8.9. Mostre que S,, = A, X Zo, D,, = Zy, X Zo, para n > 3.
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9. Accoes de grupos
Definicao 9.1. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma acgao a esquerda de G em X € uma
fung¢ao G x X — X denotada habitualmente por justaposicao, (g, ) — gz, t.q.

. Vee X 1lx=ux;

ii. Vg1,92 € G,Vz € X ¢g1(g927) = (g192).
Diz-se que X é um conjunto-G.
Observagao 9.2. Também se define acgao a direita: é uma funcdo X x G — X;(z,g) — zg
t.q.

(xg1)g2 = z(q192),  VYg1,92 € G, Vz e X.

Excepto mencao em contrario, todas as ac¢des consideradas sdo ac¢des a esquerda.

Observacgao 9.3. Seja

Sx ={f: X = X | f é bijectiva} .
Com a operacao de composi¢ao, Sx é um grupo — o grupo das permutacoes de X. Uma acgao
de G em X define uma fungéo T: G — Sx dada por

T(g9)(x) = gz, geGxe X,
que pertence a Sx, pois
VeeX glgz=xeT(g ) oT(g) =idx
logo, T(g~") = T(g)~".
Proposicao 9.4. Dar uma ac¢do de G em X € equivalente a dar um homomorfismo de grupos

TIG—)SX.

Definicao 9.5. Seja X um conjunto com uma ac¢do de G. SejaT: G — Sx o correspondente
homomorfismo de grupos. Se T' € injectivo, a ac¢do diz-se efectiva, ou seja:
VeeX gr=x)=g=1.
Exemplos 9.6.
1. Seja G um grupo. Entao G age em G por multiplicacao a esquerda:
(9,2) =gz, g z€EG.
Esta accao é efectiva: gr =x < g =1.
2. A multiplicacao a direita define uma ac¢do de G em G a direita.
3. G também age a esquerda em G da seguinte forma:

(9,2) =~ gxx =29 ",

pois (g192) *x = = z(g192) ' = (zg5 gy " = g1 * (g2 * ).

Teorema 9.7 (Cayley). Seja G um grupo, entao G € isomorfo a um subgrupo do grupo S de
permutagoes de G. Em particular, se |G| =n, G € isomorfo a um subgrupo do grupo simétrico
Sn (Exzemplo 1.7).

Demonstracao. O homomorfismo T: G — Sg correspondente a acgdo por multiplicacao a
esquerda ¢ injectivo. O

Exemplos 9.8.

1. Seja G um grupo. G age & esquerda em G por conjugagao — (g,x) — g *x = gxg "+ —, pois

g1 % (g2 2) = g1 % (92295 ") = (9192)x(95 "9 ") = (9192) * 2.

1

Em geral, esta accao nao é efectiva: grg™" = = & gxr = xg.
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2. GL,(R) age em R" da forma ébvia: (A,v) — Av. Esta accao é efectiva:
(Av=v YWweR") < A=1.
3. O(n,R) = {A € M,(R) | AAT = I} age em R" da mesma forma que GL,(R).
4. Seja k um corpo (e.g., k = Q,R,C), entao k* age em k™ \ {0} por multiplicagao.
Definigao 9.9. Sejam G x X — X;(g,z) > gx12 e G XY — Y;(9,y) = g*2y acgoes do

grupo G e sejam T1: G — Sx e Ta: G — Sy os homomorfismos correspondentes. Diz-se que
uma funcdo ¢: X — Y € equivariante se

VgeG Ve eX  ¢(gxz)=g* d(x),
ie.,

o(T1(9)(z)) = Ta(g)(¢(x)),

ou, de forma equivalente, o diagrama seguinte é comutativo para todo o g € G
¢
X—Y
T (9)l J{Tz (9)
¢
X—=Y
Se existir ¢: X — Y equivariante e bijectiva, diz-se que as acgoes sao equivalentes.

Exemplo 9.10. Seja G um grupo. Consideremos as duas acgoes a esquerda de G em G definidas

acima:

(g:2) = gz,  (g.3) > grz=xg "

Seja ¢: G — G a bijeccao z +— 1. Vejamos que ¢ é equivariante:
d(gr) = (gr) ' =a27lg7 = p(2)g™" = g* o().
Concluimos que as duas acgoes sdo equivalentes.

Definicao 9.11. Seja G x X — X;(g,z) — gz uma ac¢do. A orbita-G de x € X é o conjunto
Oy ={gz | g € G}.
Observagao 9.12. A relacdo
r~y&sSIJgeGigr=y

é uma relacao de equivaléncia:

reflexividade: 1x = x;

simetria: x ~y < dgigr=y=>g9 ly=c=>y~1;

transitividade: z ~yAy~z< 391,020 q1x =y N py=2= (gp1)r =2 = ~ 2.
A classe de equivaléncia de = é a 6rbita O,.

Definicao 9.13. Seja G x X — X uma accao. Define-se o quociente de X pela accdo de G

como o quociente de X pela rela¢ao de equivaléncia definida na Observagio 9.12 (X/~) e é
denotado X/G. Se | X/G| =1, a ac¢do diz-se transitiva.

Observagao 9.14.

1. Os elementos de X/G sao as érbitas da acgao;

2. X =Upjex/c Oz € uma particao de X.

Exemplos 9.15. 1. As 6rbitas da accao de O, (R) em R" sao as esferas centradas na origem:
o A€ O,R)= |Av| = |v|
o [v]=]|=34€0,(R): Av =1

2. As 6rbitas da acgdo de £ em k™ \ {0} s@o os subespagos lineares de k™ com dimensao 1.
Define-se P(k™) :== (k™ \ {0})/k*.
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3. Seja H < GG. Entao H age em G por multiplicacdo a esquerda: H x G — G; (h,g) — hg. As
érbitas desta accao sao as classes laterais direitas de H em G: O, = Hg, g € G.
Se H # G a acgao nao é transitiva.
4. Recorde-se que um grupo G age em si préprio por conjugacio: (g,z) + grg—'. As érbitas
desta accao chamam-se classes de conjugac¢dio e denotam-se Cl(z), z € G.
Note-se que
Cl(z) = {z} & Vg € G, g9’ = 4g'y,
pelo que, os elementos cuja 6rbita tem um sé elemento sao os que comutam com todos os
outros.
5. Como caso particular do exemplo anterior, considere a accao por conjugacao de Sy em si
préprio. Pelo Exercicio 1.9.2, as drbitas sao as seguintes classes de conjugacao

Cl(1), Cl(12), CL(123), CL(1234) e CI(12)34)).

6. O grupo G = GL,(C) age por conjugagao no conjunto X = M, (C) (que contém G). Da
Algebra Linear sabemos que cada matriz A € M,,(C) tem uma forma candnica de Jordan J,
i.e., existe S € GL,(C) tal que A = SJS~! onde

Ji N1
J2 :
J = e J; =
1
Jk nxn )\1
(e A1,...,\ € C sao os valores prérios de A). A menos da ordem® dos blocos B;, esta matriz

J é tnica, portanto, B € CI(A) sse B e A tém a mesma forma canénica de Jordan.
Definigao 9.16. Seja G um grupo. Define-se o centro de G, Z(G) ou C(G), como
Z(G)={9eGlgg =g'9, ¥ e€G={geCG|IClg)=1}<GC.

Exemplo 9.17. Seja H = ((1234),(12)(34)) < Sy. Entao H 2 Dye Z(H) = {1,(13)(24)} =
Zo.

Definigao 9.18. Sejam X wum conjunto-G e x € X. Define-se o grupo de isotropia de z:
Gy ={9eGlgr=z}<G.
Proposicao 9.19. Seja X um conjunto-G e sejam x,y € X t.q. y = gz, com g € G. Entdo
Gy = gGag™".
Demonstracao. Temos,
heGy(:)hy:y@hga::gm@g_lhgx:x@g_lhgeGw
g_leg = Gy. U
Definicao 9.20. Se Vz € X, G, = {1}, diz-se que a acgdo € livre.
Exemplos 9.21.
1. A acgao de G em G por multiplicagao a esquerda (direita) é livre:
gr=x%g=1.
2. Se H < (G, G age a esquerda nas classes esquerdas de H:
(9',9H) = g'gH.
Esta acgdo nao é livre, pois Gy = H e, em geral, Gy = gHg™!.

6Note que “trocar a ordem dos blocos” corresponde a permutar linhas e colunas em J, o que pode ser obtido por
conjugagao por matrizes de permutagdo.
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3. A acgao de G em G por conjugacao nao é livre:
Go=1{9'199=099}.
Definicao 9.22. Seja G um grupo e seja g € G. O centralizador de g, C(g), € o grupo de
isotropia de g para a accdo de conjugacdo de G em G:
Calg) =191 9d9=294"}.
Observagao 9.23. Como g'g = ¢'T! = gg¢' para quaisquer i € Z e g € G, temos Cg(g) > (g).

Definicao 9.24. Dados H < G, define-se o centralizador e o normalizador de H em G respec-
tiwvamente por

Ca(H)={g9g€ G|gh=hg} e Ng(H) ={ge€G|gHg ' c H} .
Observagao 9.25. Ng(H) é o maior subgrupo de G em que H é normal — ver Exercicio 1.9.8,
alineas (c) e (d).

Proposicao 9.26. Seja X um conjunto-G. Para cada v € X, a aplica¢io ¢: G/Gy — Oy
$(9Gz) = gz
é uma bijec¢ao equivariante. Portanto, O, € equivalente a G/G,. Em particular, se a ac¢ao é

transitiva, X = G/G.

Demonstragao.
1. ¢ estd bem definida: h € G5 = (gh)x = gz.
2. ¢ é injectiva: gz = g’z < g ¢ € G,.
3. ¢ é sobrejectiva e é equivariante por construcao:

o(9'(9G2)) = ¢((9'9)Gz) = (¢'9)x = '¢(9G). O
Exemplo 9.27. Seja X = 5? := {z € R? | [z| = 1} e sejam G = O(3), 29 = 1 == (0,0,1) € S2.
Recorde-se que G age em X por (A4,z) — Az. Temos
o.1) G = {(48) | B < O2)} 2 002)
Como a acgio é transitiva, concluimos que S? = O(3)/0(2), onde O(2) é visto como subgrupo
de O(3) através da inclusdo B — (} %).

Proposicao 9.28. Seja X um conjunto-G finito e seja X = J;_ | O, wma particao em dérbitas.
Entao,

n

(9:2) 1X| =) [G: Gy

=1

Demonstracao. Segue de |Oy,| = |G/Gy,| =[G : Gg,]. O

Exercicios

1.9.1. Demonstre a Proposigao 9.4.

1.9.2. Determine as classes de conjugacao em S,.
Sugestao: Use o exercicio 1.9.5, e recorde que qualquer permutacao é o produto de ciclos
disjuntos. Conclua que duas permutacoes sao conjugadas em S, sse tem o mesmo tipo
de factorizagao em ciclos disjuntos.

1.9.3. Seja G um grupo. Mostre que Z(G) < G.

1.9.4. Mostre que Z(H x K) = Z(H) x Z(K).

1.9.5. Determine Z(Qg), Z(D4) e Z(Ds).
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1.9.6.

1.9.7.
1.9.8.

1.9.9.

1.9.10.

1.9.11.

1.9.12.

1.9.13.

1.9.14.

1.9.15.

1.9.16.

1.9.17.
1.9.18.
1.9.19.

1.9.20.

Sejan € N t.q. n > 2. Mostre que Z(S,) = {1}.
Mostre que, se G/Z(G) é ciclico, entao G ¢ abeliano.

Seja G um grupo e H < (G. Prove as seguintes propriedades:
(a) Cg( ) = Ca({(z)) para todo o z € G;
) Ca(H) <4 Ng(G);
) H < Ng(H);
) Se H< K <GeH<K, entdo K < Ng(H).
a) Seja G um grupo. Considere a accdo de G em G por conjugacao. Dado z € G,
determine o subgrupo de isotropia G.
(b) Determine o nimero de elementos de S4 que comutam com o = (12)(34).

(b
(c
(d
(

Seja N um grupo de ordem 5.

(a) Calcule a ordem do grupo Aut(N).

(b) Seja G um grupo de ordem impar tal que N << G. Mostre que N < Z(G).

Seja G = GL2(F5), onde F5 é o corpo com 5 elementos, i.e., F5 = (Zs,+, ).

(a) Mostre que |G| = 480.
Sugestao: Comece por notar que a primeira coluna de uma matriz S € G é um
elemento arbitrario de (F5)? \ {0}.

(b) Seja A = [(1) g} e seja O = {SAS~1| S € G}. Mostre que O4 tem 30 elementos.

Seja G um grupo e seja H < G. Considere a ac¢ao de G em G/H por multiplicagao a

esquerda.

(a) Seja g € G. Calcule o grupo de isotropia Gyp.

(b) Mostre que, se f : G/H — G/H é uma fungao equivariante, entdao f é da forma
f(gH) = gkH para algum k € Ng(H).

Seja G um grupo que age transitivamente num conjunto X, e sejam =z € X e H < G.

Mostre que H age transitivamente em X se e s6 se G = HGj;.

Seja G um grupo contendo um elemento a € G que tem precisamente dois conjugados.
Mostre que G contém um subgrupo normal préprio N # {1}.

Seja G um grupo. Um automorfismo f € Aut(G) diz-se interior se

3geG VzeG tq f(z)=gzg
O conjunto dos automorfismo interiores denota-se por Inn(G).
(a) Mostre que Inn(G) < Aut(G).
(b) Mostre que Inn(G) = G/Z(G).
Se H < G, mostre que o grupo quociente Ng(H)/Cq(H) é isomorfo a um subgrupo de
Aut(H).
Dé um exemplo de um automorfismo de Zg que nao é um automorfismo interior.
Mostre que o centro de Sy é Z(S4) = {1} e conclua que Sy = Inn(Sy).
Seja G um grupo contendo um subgrupo préprio de indice finito. Mostre que G contém
um subgrupo préprio normal de indice finito.
Seja G um grupo tal que |G| = pn com p > n, p primo, e seja H < G tal que |H| = p.
Mostre que H <1 G.
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10. Teoremas de Sylow

Recorde-se que se G é um grupo finito e g € G, entao |g| | |G|. Este resultado é conhecido
como Teorema de Lagrange. E natural perguntar se a reciproca se verifica, i.e., dado m | |G|,
se existe g € G t.q. |g| =m?

Em geral, a resposta é negativa. No entanto, a resposta é positiva se m = p é primo, como
veremos a seguir.

Nos resultados que se seguem iremos utilizar a acgdo de conjugacao de um grupo G em
diversos conjuntos, que revemos brevemente:

1. G age em G por conjugacao. Para cada x € G, temos

O, ={gzg”' | g€ G}
Gy =Cq(r)={g9 € G| gz =g}

0, = \GG — (G Cola)).

2. G age por conjugacao no conjunto dos seus subgrupos. Dado H < G, temos
Gy = Ng(H) = {geG\gHg_l CH} <G.

Teorema 10.1. Seja G um grupo t.q. |G| = p™ (p primo) e seja X um conjunto-G finito.
Consideremos o subconjunto

Xo={rxe€ X |VgeqG, gr=u}.

Entao,

| X| = |Xo| mod p.
Demonstragao. Sejam x1,...,x, € X representantes das orbitas com mais que um elemento.
Temos,

n

| X| = |Xo|+ ) _[G: Gy] = |X| = |Xo| mod p,

i=1

pois p | [G : Gy,] se G, # G. O

Corolario 10.2. Se |G| =p™ (p primo), entdo
12(@)] = ",

comk > 1.
Demonstracao. Como Z(G) < G, temos apenas que provar |Z(G)| # 1 (ver Corolério 5.6).
Do Teorema 10.1, obtemos,

G| =[Z(G)] mod p,
pois Z(G) é o conjunto das érbitas com 1 s6 elemento para a accao de conjugagdo. Logo
Z(G)] £ 1. 0
Teorema 10.3 (Cauchy). Seja G um grupo finito e seja p um primo t.q. p | |G|. Entdio G

contém um elemento de ordem p.

Demonstracao. Seja X = {(g1,...,9p) € GP | g1 --- g, = 1}. Definimos uma acgéo Z, x X —
X cujo correspondente homomorfismo 7': Z,, — Sx ¢ dado pela expressao seguinte:

T1)(g1,---,9p) = (92, -, Gp> 91)-
Temos
g gp=1g1(g2 - gp01)05 ' =1 g2 gpg1 = g7 '1g1 = 1.
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logo (g2,.-.,9p,91) € X. Portanto, T'(1) define de facto uma funcao X — X, que é claramente
bijectiva. Como além disso, T'(1)P = idx, concluimos que 7" define um homomorfismo

T: Zp — S8 X,
ou seja, define uma accao em X. Temos

Xo={(g,---.9) g€ GAg’ =1},
logo
1 <|Xol =|X| mod p.

Mas | X| = |G[P~' =0 mod p, portanto |Xo| > p. Ou seja, G tem elementos de ordem p. [
Definicao 10.4. Seja p € N um primo. Um grupo H diz-se um grupo-p se Yh € H, |h| é uma
poténcia de p.

Se H < G ¢ um grupo-p, diz-se que H é um subgrupo-p de G. Se |H| = p*, k diz-se o
expoente de H.
Exemplos 10.5.

1. Zy é um grupo-p finito;
2. Z(p>®) = {[$] € Q/Z | 3n : b= p"} é um grupo-p infinito.

Corolario 10.6. Seja G um grupo finito. Entao G € um grupo-p sse |G| = p", para algum n.

Demonstragao.

se g € G, entao |g| | p";
seja m = |G|. Se q | m é primo, entao pelo Teorema de Cauchy (10.3), 3¢ t.q. |g] = q,
logo ¢ = p. O

Definigao 10.7. Seja G um grupo finito t.q. |G| = p™m, com p primo e MDC(p,m) =1. Um
subgrupo-p de expoente n de G diz-se um subgrupo-p de Sylow de G.

Exemplo 10.8. Seja G = Z3 x Z4. Entao H = {0} x Z4 é um subgrupo-2 de Sylow de G. Se
considerarmos Zg < Z4, como habitualmente (ver Proposigao 4.10), entdo K = {0} x Zz é um
subgrupo-2 de G.

Teorema 10.9 (Sylow I). Seja G um grupo finito e sejam p,k € N t.q. p ¢ primo e p* | |G].
Entao G tem um subgrupo-p de expoente k. Em particular, G tem um subgrupo-p de Sylow.

Demonstracao. O resultado é valido se |G| = p ou |G| = 1. Prosseguimos por indugao em
|G|. Supomos o resultado vélido para todo G’ t.q. |G'| < |G| e |G'| | |G|.

Consideremos a accao de G em G por conjugagao. Obtemos,

n
Gl =12(G)|+)_[G: Ca(x)],
i=1
onde 1, ..., x, sdo representantes das classes de conjugacao (as érbitas da acgdo com mais de
um elemento). Entao:

o p1|Z(G)| = Ji:pt[G: Cg(wi)] = p* | [Cg(zs)]

Note-se que Cg(x;) # G, pois x; ¢ Z(G).

Da hipétese de inducdo, aplicada a Cg(x;), segue que 3 H < Cg(x;) t.q. |H| = p~.
e p||Z(G)|=3g€ Z(G) : |g| = p (pelo Teorema 10.3).

Note-se que (g9) <G. Consideremos a projecgao canénica 7: G — G /(g). Pela hipétese
de indugdo — aplicada a G/(g) — IH < G/(g) t.q. |H| = p*~L.
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Seja H = n~1(H) < G. Temos

[H| = [H : (9)][(9)]
= |H/{(g)|p
= |r(H)|p
= [H]|p
= pk. U
Teorema 10.10 (Sylow II). Seja G um grupo finito e p um primo. Entao,

i. todo o subgrupo-p de G estd contido num subgrupo-p de Sylow;

ii. todos os subgrupos-p de Sylow de G sdo conjugados. Se P € um subgrupo-p de Sylow e n é
o numero de subgrupos-p de Sylow de G temos,

n|[G: Pl

ii4. sen € o numero de subgrupos-p de Sylow de G, temos n =1 mod p.

Demonstracgao.

i. Seja H < G um subgrupo-p e seja P < G um subgrupo-p de Sylow. H age em G/P da
seguinte forma:
(h,gP) — hgP.
Seja G/P = U}, O, p uma particdo em orbitas para esta accao. Entao temos,

n

|G/ P| :Z’OQiP’ :Z[H:Hgip]7
i=1

i=1
e por P ser um subgrupo-p de Sylow, temos p { |G/P|. Ora,
p1I|G/P| = Ji:pt[H : Hyp]

& H=Hgp (pois H é um grupo-p)

< Hg,P =g, P

&g 'HgP =P

& gi_ngi CcP

& H C gZ-Pgi_l.

Como g;Pg; 1 ¢ um subgrupo de Sylow, a assercio i. segue.
ii. Seja P’ outro subgrupo-p de Sylow, sabemos da demonstracao de i., existe g; € G t.q.
P’ C g;Pg; ', logo
P =giPg;".

Consideremos a acgao de G em Il := {P | P < G é subgrupo-p de Sylow} por conjugacao.
Do que acabamos de demonstrar segue que a accao é transitiva, logo

III| = [G: Gp] =[G : Na(P)].
Concluimos que [II] | [G : P], pois P < Ng(P).

i14. Consideremos de novo o conjunto II dos subgrupos-p de Sylow de G e fixemos P € II.
Consideremos a accao de P em II por conjugacao. Seja

o == {F; | [Op] =1}

Pelo Teorema 10.1, temos
[IT| = [TIy] mod p.
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Vejamos que Iy = {P}: seja P; € Iy, i.e.,
PPP'=P
—P C No(P)
=P, P; sao subgrupos-p de Sylow de Ng(F;)
=3g € Ng(Pi) : gPig™' = P
=P, = P pois P; < Ng(P)). O
Exemplo 10.11. Seja G um grupo de ordem 6. Seja m o numero de subgrupos-3 de Sylow de

G. Temos,
ml|2 e m=1 mod 3,

logo m = 1. Seja n o nimero de subgrupos-2 de Sylow. Temos,
n|3 e n=1 mod 2,
logo n =1 ou n = 3. Os dois casos podem ocorrer, como veremos de seguida.
Sejam z,y € G t.q. |z| =3 e |y| = 2. Temos,
G={z"y |i=0,1,2, j=0,1}.
De facto,

T

=y =>3li-r=0A 2|s—].
Como |[i —r| <3e|s—j| <2, seguei—r=s—j=0.

ﬂ?iyj — xrys o .Ti_

Em particular, o
yxr = 'y, para algum i, j.
Como ¢ = 0 ou j = 0 é impossivel, restam os casos
yr =xzy ou yr =y,
que podem ambos ocorrer:
1° Caso: G = Zg.
2° Caso: G = Ds. O isomorfismo é dado por z — 7, y — o onde 7 é uma rotacao de 27/3 e o

¢ uma reflexao (c¢f. Exercicio 1.1.6).
Neste caso, os subgrupos de Sylow-2 sao:

(),
(wya®) = (za’ya) = (2%y),
(a?yzx) = (zy).
Exemplo 10.12. Seja A4 o subgrupo de Sy das permutagoes pares. Dado que |A4| = ST‘*' =22.3,

os subgrupos-2 de Sylow tém ordem 4 e os subgrupos-3 de Sylow tém ordem 3. Sejam n e m o
nimero de subgrupos-2 e subgrupos-3 de Sylow, respectivamente. Entao

n|3 e n=1 mod 2, m|4 e m=1 mod 3,
portanto, n € {1,3} e m € {1,4}.

Atendendo a factorizacao em ciclos disjuntos dos elementos em Ay, conclui-se que qualquer
o€ Ay \ {1} é um ciclo-3 ou o produto de duas transposigoes disjuntas.

Seja P um subgrupo-2 de Sylow. Pela observacao anterior, se ¢ € P\ {1}, entao o =
(a b)(c d), com a,b,c,d € {1,2,3,4} todos distintos. Como hé exactamente 3 permutagoes
desta forma,
P={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} 2Zs xZy
é o0 unico subgrupo-2 de Sylow. Exercicio: Verifique que de facto se tem P <1 Ay4.

No caso dos subgrupos-3 de Sylow, cada um ¢é gerado por um ciclo-3, portanto

Q1 =(234), Q=(134), Q=(124) e Qi=((123)
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sao os subgrupos-3 de Sylow e sao grupos conjugados em Ay4. Por exemplo:

Q2= (12)34)Q1(12)(3 4),
Q3= (13)24)Q(13)(24) e
Q1= (14)(23)Q1(14)(2 3).

1.10.1.
1.10.2.

1.10.3.
1.10.4.

1.10.5.

1.10.6.

1.10.7.

1.10.8.
1.10.9.
1.10.10.
1.10.11.

1.10.12.

1.10.13.

1.10.14.

1.10.15.

Exercicios

Seja G um grupo e N <G tais que N e G/N sao grupos-p. Mostre que G é um grupo-p.
Mostre que qualquer grupo de ordem p?, com p primo, é abeliano.
Sugestao: Use o Exercicio 1.9.7.
Seja G um grupo-p finito e seja H <1 G tal que H # {1}. Mostre que H N Z(G) # {1}.
Seja G um grupo-p finito, i.e., |G| = p™. Mostre que G contém um subgrupo normal de
ordem p*, para cada 0 < k < n.
Seja G um grupo finito tal que P é um subgrupo-p de Sylow normal em G, e seja
f : G — G um homomorfismo. Mostre que f(P) < P.
Seja P um subgrupo-p de Sylow do grupo G
(a) Mostre que Ng(Ng(P)) = Ng(P).
(b) Mostre que, se H < G contém Ng(P), entao Ng(H) = H.
Seja Dg = {(a,b | |a| = 6,|b] = 2,bab~! = a~!) o grupo das simetrias de um hexagono
regular, onde a € Dg é uma rotagao de w/3 e b € Dg é uma reflexao.
(a) Mostre que p(a) =(123456) e ¢(b) =(12)(36)(45) definem um homomorfismo
injectivo ¢ : Dg — Sg e, portanto,
Dg=((123456),(12)(36)(45)) < Se.
(b) Determine os subgrupos de Sylow de D.
Determine os subgrupos de Sylow de Ds),, onde p é um primo impar.
Determine os subgrupos-2 e os subgrupos-3 de Sylow de S3 e Sy.
Determine os subgrupos-p de Sylow de As e Sg.
Seja p € N um primo.
(a) Determine as ordens dos subgrupos-p de Sylow de .S),.
(b) Mostre que o nimero de subgrupos-p de Sylow de S, é (p — 2)!.
Sugestao: Calcule o ntimero de geradores dos subgrupos-p de Sylow.
(c) Mostre que, se H < S, é um subgrupo-p de Sylow de S, entao |Ng, (H)| = p(p—1).
Sejam p um numero primo, G um grupo finito tal que p | |G|, H <G e P < H um
subgrupo-p de Sylow de H. Mostre que G = HNg(P).
Seja G um grupo que age transitivamente num conjunto X, seja x € X e seja P < G,
um subgrupo de Sylow de G,. Define-se
Fix(P)={ye X |g-y=yVge P} CX.
(a) Mostre que Ng(P) age em Fix(P) por restricao da acgao de G em X i.e., se g €
N¢g(P) e y € Fix(P) entao g -y € Fix(P).
(b) Mostre que a acgao de Ng(P) em Fix(P) é transitiva.
Sugestao: Comece por notar que g -y € Fix(P) se e 86 se g Pg < Gy.
Se |G| = p"q, com p > ¢ primos, mostre que G contém um tnico subgrupo normal de
indice q.

Classifique, a menos de isomorfismos, os grupos nao abelianos de ordem 12.
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11. Os Teoremas de Sylow como teoremas de
estrutura

Recorde-se que dados grupos G, H, definimos o produto directo G x H. Esta operacao pode ser
generalizada para um ntmero arbitrario de factores.

Definicao 11.1. Seja {G;}ier uma familia de grupos. Define-se o produto directo dos G; como
o produto cartesiano [],.; Gi munido da operagio seguinte:

/ o 1
(gi)z’el (gi)iel = (gzgi)iel :
Ha um subgrupo do produto directo que representa também uma operacao importante em
teoria de grupos.

Definicao 11.2. Seja {G;}ic; uma familia de grupos. Define-se a soma directa dos G; como
o0 subgrupo ®;c1G; do produto directo dado por:

@G’i = {(9i)ier | 9i = 1, excepto para um conjunto finito de indices i} .

el
Observagao 11.3. Note-se que, se I ¢ finito, ®;c1G; = [[;c; Gi- No caso em que os grupos G;
sao abelianos e I é finito é habitual usar a notacao aditiva ®;c;G; em vez de HZ—E 1 Gi.

Teorema 11.4. Seja G um grupo abeliano finito. Entdo existe uwm isomorfismo

n
G%@Z ki s
p;
=1

onde p1,...,pn SGo primos. Esta decomposicdo € unica a menos de reordenacdo.

Demonstracao. Mais a frente iremos demonstrar um resultado que inclui este como caso
particular. O

Observagao 11.5. Daqui segue que o subgrupo-p de Sylow de G satisfaz
P Z i,
D 7y
jelilp=pi}
e segue também que, se Py, ..., Py sdo os subgrupos de Sylow de G, entao
G=P© - OPF.
Questao 11.6. Serd que dado um grupo finito GG, nao necessariamente abeliano, cujos os
subgrupos de Sylow sao Pi, ..., Pg, se tem
G%Pl Xoeee XPk7

A resposta a esta questdo em geral é negativa, mas veremos que é positiva para uma classe
importante de grupos finitos.

Para precisar melhor este resultado necessitamos do conceito de produto directo interno
de um numero arbitrario, mas finito, de subgrupos, a semelhanca do que ja foi feito para dois
subgrupos — ver Definicao 8.5 e Proposicao 8.10.

Definicao 11.7. Seja G um grupo e sejam G; < G, comi=1,...,n. Diz-se que G € o produto
directo interno dos G; se as sequintes condi¢oes se verificam

(i) G; N (Gl o Gi21Giy1 - Gn) = {1},\V/i

(i) xy =yx,Vor € G;,Vy e G;,Vi#j,
(iii) G = Gy - - - Gy, (ver Definigcdo 5.9)

Proposicao 11.8. Seja G um grupo finito e sejam Gi,...,Gr < G t.q., para todo i, G; N
(Gl o Gio1Giy1 - - Gk) = {1} e |G‘ = ’G1| s ‘Gk| FEntao
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(a) G; comuta com G;;
(b) G =G Gy (Definigao 5.9).

12. Teoria de estrutura de grupos: grupos
nilpotentes e grupos resoliveis

Definigcao 12.1. Seja G um grupo. Define-se
Z1(G) = Z(G).
Para i > 1, definimos recursivamente
Zin1(G) = m 1 (2(G)Z(@))),
onde m;: G — G/Z;(G) é a projecgao candnica.

Proposicao 12.2. Z;(G) < G.

Obtemos assim uma sucessao ascendente de subgrupos normais de G:
{1} < Z1(G)< - < Z,(G) <
Definigao 12.3. Um grupo G diz-se nilpotente se eziste n € N t.q. Z,(G) = G.
Exemplo 12.4. Se G é um grupo abeliano, entdo G ¢ nilpotente, pois G = Z(G) = Z1(G).

Teorema 12.5. Os grupos-p finitos sao grupos nilpotentes.

Demonstragao. Suponhamos que i > 1 é t.q. Z;(G) # G. Como Z;(G) < G, podemos consid-
erar o quociente G/Z;(G), que é um grupo-p finito. Pelo Coroldrio 10.2, obtemos Z(G/Z;(G)) #
{1} e portanto Z;+1(G) 2 Zi(G). Como |G| < o0, a sucessao Z;(G) tem que terminar eventual-
mente com Z;(G) = G. O

Teorema 12.6. O produto directo de grupos nilpotentes € nilpotente.

Demonstragao. Sejam H, K grupos nilpotentes se seja G = H x K. Vejamos que Z;(G) =
Zi(H) x Z;(K). Para i = 1, do Exercicio 1.9.4, temos:
Z(G)=Z(H) x Z(K).
Vamos mostrar que o resultado é vélido em geral por indugao em 1.
Suponhamos que o resultado é valido para i. Entao a projecgao m;: G — G/Z;(G) pode
escrever-se como uma composta da seguinte forma:

o5 H K oy  HXK G
onde 7 é dado por (h,k) — ([h],[k]) e ¢ é um isomorfismo dado por ([h], [k]) — [(h,k)] (ver
Exercicio 1.8.4).

Temos,

1%

Zi1(G) =77 (Z2(G/Z:(G))
TN (2(G/2:(6)))

- 1?Z< fK)))
e () 2 ()

= Zit1(H) x Zz-i—l(K) O
Lema 12.7. Seja H S G t.q. G € um grupo nilpotente. Entdo H S Ng(H).

Il
:]
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Demonstracao. Definindo Zp(G) = {1} existe i € Ny t.q.
1. Z;(G) < H;
2. Z;11(G) # H.
Note-se que como G = Z,(G), temos ¢ < n.
Seja a € Z;11(G) ~ H e recorde-se que
Zi1(G) =11 (Z(G/2,(@))),
onde 7 é a projecgao canénica G — G/Z;(G). Logo 7(a) € Z(G/Z;i(Q)).
Seja h € H. Temos,
m(a)n(h) = w(h)n(a) < 7w(a)r(h)n(a) n(h)™" = Z;(G)
& aha 'ht € Z/(G) < H
= aha te H
< a € Ng(H).
. H < Ng(H). O
Corolario 12.8. Seja G um grupo nilpotente finito e seja P < G um subgrupo de Sylow. Entdo
P<dG.

Demonstracgao. Note-se que se P < G é um subgrupo-p de Sylow, entao P é subgrupo-p de
Sylow de Ng(P), pois Ng(P) < G. Mais, P é o tnico subgrupo-p de Sylow de Ng(P), pois
P < Ng(P). Daqui segue
Na(Ng(P)) = Na(P).
De facto, dado g € Ng(Ng(P)), temos g~'Pg é subgrupo-p de Sylow de Ng(P) e portanto
g 'Pg=P,i.ec., g€ Ng(P).
Do Lema 12.7, concluimos que Ng(P) = G, ou seja, P < G. O

Teorema 12.9. Seja G um grupo finito. Entdo G € nilpotente sse G é o produto directo interno
dos seus subgrupos de Sylow.
Demonstragao.

Segue dos seguintes factos ja demonstrados: 1. os grupos-p finitos sdo nilpotentes (Teo-
rema 12.5); 2. o produto directo de grupos nilpotentes é nilpotente (Teorema 12.6).

Sejam P, ..., P, os subgrupos de Sylow de G. Pelo corolario anterior, temos P; << G e
portanto s6 ha um subgrupo de Sylow para cada primo. Portanto,

Gl = |Pi|-+[Ps| e PO (P PiyPiy - Py) = {1} para qualquer i.
Daqui segue (ver Proposi¢ao 11.8) G = P; - - - P,. Concluimos que
G:P1><-"><Pk. O

Corolario 12.10. Seja G um grupo nilpotente finito e seja m € N t.q. m | |G|. Entao eziste
H <G tq. |H =m.

Exemplo 12.11. O grupo simétrico G = S,, nao é nilpotente se n > 2, pois:
Z(Sn) = {1}
(ver Exercicio 1.9.6), logo
Z(G) = {1}
Z(G) = n~H(Z (Sn/{1})) = 7 ({1})

Zi(G) = {1}, Vi
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Exemplo 12.12. O corolario anterior ndo é uma equivaléncia: do exemplo anterior temos que
S4 nao é nilpotente, mas dado m | |Sy| existe H < S4 com |H| = m. Por exemplo:

m = 2,22, 3: consequéncia do Teorema de Sylow I 10.9;
m=6: H={c¢€Sy|o(4) =4} = S3, portanto |H| = 6.
m = 12: |A4‘ =12e A4 < 54.

Exemplo 12.13. Seja Hg o subgrupo de H* cujos elementos sdo +1, +i, +j, +k. Entao Hg é
nilpotente pois é um grupo-2 finito (de expoente 3). Portanto existe n (< 3) t.q. Cy,(Hg) = Hs.

Temos Z(Hg) = {1} e Hg/Z(Hg) tem ordem 4, pelo que Hg/Z(Hg) = Z4 ou Hg/Z(Hg) =
Zgy @ Z3. Concluimos que Z(Hg) = Hg, i.e., n = 2.

Definicao 12.14. Seja G um grupo. Define-se o comutador de a,b € G como
[a,b] == aba™ b~ = ab(ba)™! € G.
Proposigao 12.15. Sejam g,a,b,c € G. Entdo
(i) la,b] ™" = [b,a];
(i) [a,b] =1 < ab = ba;
(iii) gla,blg™" = [gag™", gbg~'];
(iv) |a,bc] - [b,cal - [c,ab] = 1;
(v) se H é um grupo e ¢ € Hom(G, H), entao
¢([a,b]) = [¢(a), p(b)].
Definigao 12.16. Seja G um grupo e sejam A, B < G. Denota-se por [A, B] o subgrupo
[A,B] = ({[a,b] | a € A,b € B}).
Observagao 12.17. Os elementos de [A, B] sdo da forma
[a1, b1t - - - [as, bs] L, a; € A, b; € B.

Por outro lado, da igualdade [a,b]~! = [b, a] segue
[A, B] = [B, Al
Definicao 12.18. Seja G um grupo. O grupo derivado de G € o subgrupo [G,G] e é denotado

por GU) ou G'. Também se diz que GV € o subgrupo dos comutadores, mas é importante
notar que os seus elementos nao sao todos comutadores.

Exemplo 12.19. Um grupo G é abeliano sse G é trivial.

Exemplo 12.20. Recorde-se que D3 = {z'y’ | i = 0,1,2j = 0,1}, com yzr = 2%y, |[z| =3 e
ly| = 2 (Exercicio 1.1.6). Temos

1 2

[2,y] = zyz~ "y~ = zyaty = PPyzy = 2%y = 2%y? = 27

Mostre que Dz(,)l) = (z) = Zs.

Nota 12.21. Muitos autores definem o comutador de a, b como a~'b~'ab, o que corresponde
na Definicio 12.18 a [a~!,b7!]. O subgrupo derivado que se obtém com ambas definicoes é o
mesmo.

Proposicao 12.22 (Propriedades do Derivado). Sejam G, H grupos. Temos
(i) ¢ € Hom(G, H) = ¢ (GY) c HWY;
(ii) GV < G;
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(iii) G/GWM) € um grupo abeliano e a projeccio candnica : G — G/G(1)~tem a sequinte pro-
priedade universal: dado um grupo abeliano A e ¢ € Hom(G, A) 3¢ € Hom(G /G, A)
que faz comutar

G

7
v

- -

‘L e NG

G/G"M

A

Demonstracgao. As assergoes (i) e (ii) seguem imediatamente das propriedades dos comuta-
dores. Quanto & assercao (ii7): G/G() é abeliano, pois de ab = [a, blba vem

m(a)m(b) = w(b)w(a).
Quanto ao diagrama:
A abeliano = G ¢ ker ¢
= 3¢ como no diagrama. O
Proposigao 12.23. Seja G um grupo e seja H < G t.q. G/H € abeliano. Entdo GY < H.
Notacao 12.24. Diz-se que G/GW é o abelianizado de G.

Exemplo 12.25. Do Exemplo 12.20 concluimos que o abelianizado de D3 é D3/D§1) = Zo.

Exemplo 12.26. Seja G = Hg. Do Exemplo 12.13, sabemos que Hg/Z(Hg) é abeliano, logo,
pelo exercicio anterior, temos

H < Z(Hs) = {1} .
Como [i, j] = —1 concluimos que Hgl) = {£1}.

Definicao 12.27. Seja G um grupo. Definimos recursivamente o n-ésimo subgrupo derivado
de G da seguinte forma:

Gn+l) — (G(n))(l)‘
Proposicao 12.28. G 4 G.

Observagao 12.29. Os subgrupos derivados de G formam uma sucessao decrescente de sub-
grupos normais de G:

Definigio 12.30. Um grupo G diz-se resoliivel se existe n € N t.q. G = {1}.
Proposigao 12.31. Seja G um grupo nilpotente, entdo G € resolivel.
Demonstragao. Considere-se a sequéncia crescente de subgrupos
{1} =: Zv(G) < Z1(G) < Z2(G) < --- < Zp(G) = G.
Note-se que Z;(G)/Z;—1(G) = Z(G/Z;—1(G)) é abeliano, portanto
Z;(G)W < Z;1(Q).
Assim,
G = Z,()W < Z,_1(G)
=GP = (2,(G)? < Z, 1 (D < Z,_5(G)

= G = (Z,(G)™ < Zy(G) = {1}. O



36 1. Grupos

Exemplo 12.32. Seja G = D = (a,b | |a| = 6, |b| = 2,bab~! = a~1). Como D" = (a?) = Z;
¢ abeliano, entao Déz) = {1}, logo Dg é resoltivel. Como Z1(Dg) = Z(Dg) = (a®) e Dg/Z(Dg) =
S3 (ver Exemplo 8.9), entdao Z(Dgs/Z(Dg)) = {1}, logo Z;(Dg) = {1}, para i > 2, logo Dg nao
¢é nilpotente.

Teorema 12.33. Sejam G, K grupos. Entdao
1. G € resolivel e H < G = H resolivel;

2. G resolivel e f € Hom(G, K) = f(G) resolivel
3. G € resolivel e N <G = N, G/N resoliveis.

Demonstracdo. 1. H < G = H® < G0,
2. f(O)Y = F(GV);
3. por 1., N é resoluvel e, por 2. com f=m:G — G/N, G/N é resolivel. O

Exercicios

1.12.1. Demonstre a Proposicao 11.8.
1.12.2. Demonstre a Proposicao 12.2.

1.12.3. Seja G um grupo de ordem 45. Determine o niimero de subgrupos-p de Sylow para cada
primo e justifique que G é um grupo abeliano, em particular, nilpotente.

1.12.4. Demonstre o Corolario 12.10.
1.12.5. Seja G um grupo nilpotente finito e N <G t.q N # {1}. Mostre que N N Z(G) # {1}.
1.12.6. (a) Prove que um grupo finito G é nilpotente sse qualquer subgrupo maximal préprio
de G é normal.
(b) Se G ¢ finito e nilpotente, conclua que o indice de qualquer subgrupo maximal
proprio de G é um primo.
Sugestao: Use o Exercicio 1.10.6.
1.12.7. Para que valores n > 3 é que D,, é um grupo nilpotente?
1.12.8. Demonstre a Proposicao 12.15.
1.12.9. Seja N < G. Mostre que [N,G] < N.
1.12.10. Demonstre a Proposicao 12.23.
1.12.11. Demonstre a Proposicao 12.28.

1.12.12. Calcule o grupo derivado G nos seguintes casos:
(a) G =S, (comn > 3),

(b) G = Ay,
(c) G = D,.

1.12.13. Mostre que nao existe nenhum grupo cujo subgrupo derivado é o grupo diedral D,,
n > 3.

Sugestdo: Suponha que existe um grupo G tal que GV = D,, e seja K < GM tal que
K = 7Z,. Mostre que ¢: G — Aut(K), dado por ¢(g9) = ¢4, é um homomorfismo de
grupos e estude o(GM).
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13. Séries normais e subnormais
Definicao 13.1. Um grupo G diz-se simples se H < G implica H = G ou H = {1}.

Exemplo 13.2. Se G é abeliano entao todos os seus subgrupos sao normais, logo G é simples
se e 56 se G = Zjp, para algum primo p € N.

Exemplo 13.3. Note-se que [S,, : A,] =2, logo A, < S, e S, ndo é um grupo simples.
Exemplo 13.4. Se n = 3, entao |As| = 3, logo A3 = Z3 é simples.
Exemplo 13.5. Sen =4, seja P = ((12)(34),(13)(24)), entao P <1 Ay, logo A4 nao é simples.

Teorema 13.6. A, ¢ simples se e s6 se n # 4.

Demonstracao. Ver [Hun74, §1.6]. O

Definigao 13.7. Um série subnormal de um grupo G € uma cadeia de subgrupos
Gpn<Gpi< <G <Gy=G

tal que G;+1<G;. Os quocientes G;/Giy1 dizem-se factores da série e o numero |{i | G;/Git1 #
{1}| diz-se o comprimento da série. Se G; < G, Vi, a série diz-se normal.

Exemplo 13.8. G < GV < ... <« G < @ é uma série normal. Diz-se a série derivada
de G.

Exemplo 13.9. Seja G nilpotente t.q. G = Z,(G), entao fazendo G; = Z,,_;(G), a cadeia
Gn=2p(G)<Gn1=2Z(G) << Gy=2Z,(G) =G

é uma série normal. Diz-se a série central superior de G.

Dada uma série subnormal G,, < -+ < G1 < Gy = G e dado N < G tal que N <1 G; e
Git+1 < N (se i < n) podemos obter uma nova série subnormal:

Gn<"'<Gi+1<N<G7;<"'<G1<G0:G.

Definicao 13.10. Uma série subnormal obtida por sucessivos passos desta forma, diz-se um
refinamento de G, < --- < G; < --- < Gy <Gy =G.

Definigao 13.11. Seja G um grupo. Uma série subnormal {1} = G,, < --- < Git1 < G; <
-+ < G1 < Gy = G diz-se uma série de composicao de G se os factores G;/Giy1 sao simples.
A série diz-se resoluvel se os factores sdo abelianos.

Exemplo 13.12. A série derivada {1} = G < GV < ... < G < GO := G de um grupo
resoluvel é uma série resolivel.

Teorema 13.13. Seja G um grupo. Entdo,

(a) se G € finito, G tem uma série de composi¢ao;
(b) todo o refinamento de uma série resolivel de G € resolivel;

(¢) uma série subnormal de G € uma série de composi¢ao sse nao tem refinamentos proprios.

Demonstracao.

(a) Seja G1 < G normal maximal (cuja existéncia é garantida por |G| < o0), entdo G/G1
é simples. Supondo Gi,...,G; escolhidos, prosseguimos escolhendo G;11 < G; normal
maximal. O processo termina com G, = {1} e G, < --- < G1 < G é uma série de
composicao por construcao.
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(b) Seja G, < --- < Gy = G uma série resolivel e seja N < G; t.q. Gi41 I N (se i < n). Temos
N Gi
< ;
Git1 Git

logo N/G;+1 é abeliano.
Também G;/N é abeliano pois Ggl) < Git1 por G;/Gi4q ser abeliano.

(c) Segue da seguinte correspondéncia bijectiva

(G < NGy} {N<1Gi/G,-+1}. O
Teorema 13.14. Um grupo G € resolivel sse tem uma série resolivel.
Demonstracao.
Obvio.

<] Seja {1} =G, < -+ < G1 < Gy = G uma série resoluvel. Temos
Seja {1} =G G G G 6 lavel. T
G /G, abeliano = GV <&
= G® < g
G1/Gy abeliano = G\Y) < Gy = G < G,

= Gc" < @G, ={1}
= (G é resoluvel. O
Exemplo 13.15. O grupo D,, é resolivel porque
{1} <(a) <Dy

é uma série resoluvel: D, /{(a) = Zs, onde a € D,, é um elemento de ordem n — ver Exercicio
1.6.8.

Definicao 13.16. Duas séries subnormais dizem-se equivalentes se existe uma correspondéncia
bijectiva entre factores nao triviais que envia cada factor num grupo isomorfo.

Ou seja, duas séries subnormais sao equivalentes se os seus factores nao-triviais sao os
mesmos a menos de isomorfismo e de reordenagao.

Exemplo 13.17. A série derivada (logo resolivel) do grupo Dg é
{1} < (a®) < Ds
(ver Exemplo 12.32) cujos factores sao
D6/<a2> = ZQ X ZQ [§] <a2> = Zg .

Do Exemplo 13.15 temos outra série resolivel para Dg, que nao é equivalente a primeira, pois
os seus factores sao Dg/(a) = Zg e (a) = Zg.

Nenhuma delas é uma série de composicao. Mas podemos refinar a série do Exemplo 13.15
e obter

{1} < (a*) < (a) < Dg ou {1} < (a®) < (a) < Ds .

Cada uma destas séries tem dois factores isomorfos a Zs e um isomorfo a Zs, sendo portanto
duas séries de composicao equivalentes.

Teorema 13.18 (Jordan-Holder). Todas as séries de composi¢ao de um grupo G sao equiva-
lentes. Em particular, se G € finito existe um lista de grupos finitos simples associada a G.

Demonstragao. Ver [Hun74, §IL.8]. O
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Observagao 13.19. Se G é um grupo finito, a lista dos factores simples de uma série de
composicao s6 por si nao permite identificar o grupo. Por exemplo,

{0} <@ <Zs e {Q0)} <((L0) <ZyxZ

sao séries de composigao para os grupos abelianos Zg4 e Zs X Zs, respectivamente, com factores
todos isomorfos a Zo, no entanto Zy % Zo X Zo.

Exercicios

1.13.1. Justifique que nao existem grupos simples de ordem 20.
Sugestao: Conte os subgrupos-p de Sylow.

1.13.2. Seja G um grupo e N < G um subgrupo normal.
(a) Mostre que, se N e G/N sao grupos resoliveis, G é resolivel.
(b) Dé um exemplo de um grupo G e um subgrupo N <G tais que N e G/N sao grupos
nilpotentes mas G nao é nilpotente.

1.13.3. Seja G = Gy > G > --- > Gy uma série subnormal de um grupo finito G. Mostre que

n—1
G| = (H !Gi/Gm!) |Gl
=0

1.13.4. Prove que um grupo abeliano tem uma série de composicao sse € finito.

1.13.5. Mostre que qualquer grupo resolivel com uma série de composicao é finito.

1.13.6. Mostre que qualquer grupo de ordem p?q, onde p e ¢ sdo primos, é resoltivel.

1.13.7. Seja G o subgrupo de (H*,-) gerado por a = €3 e b= j.
(a) Calcule os subgrupos Z,(G) e G®), com k > 1, e decida se G é nilpotente e/ou

resolivel.

(b) Determine uma série de composi¢ao para G e identifique os seus factores.
Sugestdo: Verifique que |a| = 6, |b| = 4 e bab~! = a~'; justifique que qualquer elemento
de G se escreve na forma a”b® com r,s > 0.

1.13.8. Seja G = GL,(R) e considere os seguintes subgrupos:

H = {A € G| A é triangular superior},
K = {A € G| A é triangular superior com 1’s na diagonal principal},
D = {A € G| A é diagonal}.

Prove as seguintes afirmagoes:

(a) K é nilpotente.

(b) K< H e H/K = D.

(c) H é resoluvel. Sugestao: Use a alinea anterior e o Exercicio 1.13.2(a).






Capitulo 2

Anéis

1. Definicoes basicas

Definigao 1.1. Um anel é um conjunto A com duas operagoes denotadas por + e por - (ou por
Justaposi¢ao) t.q.
1. (A,+) é um grupo abeliano;
2. (A,-) € um mondide (com elemento identidade denotado por 1 ou 14);
3. wverifica-se a propriedade distributiva:
Vr,y,z € A (x4+y)z=224+yz; x(y+2)=zy+ 2z
Notagao 1.2.
1. A identidade de (A, +) é denotada por O (ou 04). Se a operacao - for comutativa, A diz-se
um anel comutativo;

2. mais geralmente, usamos a notagao aditiva para (A,+) e multiplicativa para (4,-). Em
particular denotamos por —z o inverso de x em (A,+) e por = o inverso em (A4,-), se
existir.

Nota 1.3. Na definicao de anel dada em [Hun74| ou [FR04] nao se exige que (A,-) tenha
identidade e os anéis aqui considerados sao ai designados anéis com identidade.

Observagao 1.4 (Propriedades bésicas da soma e do produto).

1.VteA, O0-z+2x=0+4+1)z=1-2=2=0-2=0;

2. Ve,ye A, (—z)y+ay=(—z+2)y=0-2=0= —zy = (—2)y;

3. para cada n € Z, temos n(zy) = (nx)y = z(ny);

Definicao 1.5. A = ({x € A | x € invertivel em (A,-)},-) € um grupo que se designa por

grupo das unidades de A.

Exemplos 1.6. 1. (Z,+,-) é um anel comutativo; Z* = ({£1},);

2. se K=Q,R,C, entao (K, +,-) é um anel comutativo; K* = (K \ {0}, -);

3. (My(R),+,-) é um anel nao comutativo se n > 1; M, (R)* = GL,,(R);

4. mais geralmente, se A é um anel, entao (M, (A),+,-) é um anel com as operagoes de soma e
produto dadas pelas mesmas férmulas que em M, (R);

5. (Zm,+,-) é¢ um anel comutativo em que o produto é definido pela férmula i -j :=1i-j (cf.
Exercicio 1.2.1); tem-se

7% = {k € Zm | MDC(k,m) = 1},
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pois
k=1 mod m tem solucao sse MDC(k, m) = 1;
6. se (G,+) é um grupo abeliano, entao
End(G) ={f:G — G| f é um homomorfismo de grupo}

¢ um anel, onde a soma de f, g € End(G) é dada por (f + ¢)(x) = f(z) + g(z) e o produto é
a composicao f o g.

Definicao 1.7. Um elemento a € A diz-se um divisor de zero & esquerda (direita) se existe
x € A\ {0} t.q. ax =0 (resp.) za = 0. Se a é divisor de zero a esquerda e a direita, diz-se
stmplesmente que é um divisor de zero.

Exemplo 1.8. Em Zg, 3 é um divisor de zero, pois 2-3=3-2=0.

Definicao 1.9. Se A € um anel comutativo sem divisores de zero t.q. 1 # 0, diz-se que A €
um um dominio integral. Um anel D t.q. 1 # 0 e D* = D \ {0} diz-se um anel de divisao.
Um anel de divisao comutativo diz-se um corpo.

Exemplos 1.10 (Dominios integrais, corpos e anéis de divisao).
1. Z é um dominio integral;

Q,R,C e F), :=Z, (p primo) s@o corpos;

o anel de polinémios (Z[z], +,-) ¢ um dominio integral;

se n nao é primo, Z, nao é um dominio integral;

AR BN

o espaco vectorial real H =R-1®R-idR-j ® R -k tem uma estrutura de anel em que o
produto é determinado por: i2 = j2 = k? = —1, ij = k; e pelo facto de a multiplicacio por
elementos de R - 1 coincidir com a multiplicagao por escalares (como espago vectorial-R). H
é um anel de divisao (nao comutativo). Diz-se o anel dos quaternides.

Exemplo 1.11. Seja G um grupo. Consideremos o conjunto Z(G) das somas formais de G
com coeficientes em Z, i.e., é o conjunto dos simbolos Y ;" | rig; t.q. n € N, r; € Z, g; € G, com
as seguintes identificagoes e operacoes:
n n
> rigi+0-g=> rigi, Y9G
=1 =1
n

n n
D origi+ Y sigi =Y (ri+si)g
=1 =1

=1
n m m
Z?”igi + Z Tigi = Zrigi
i=1 i=n+1 =1
n m n m
D_rigis D sihi =D risigih
i=1 j=1 i=1 j=1

Com esta estrutura, Z(G) é um anel que é comutativo sse G o é e, em geral, tem divisores de
zero — Exercicio 2.1.2.

Exemplo 1.12. Mais geralmente, se A é um anel e G é um grupo, define-se o anel de grupo
de G com coeficientes em A como o conjunto das somas formais

A(G) = {Zaigi la; € A, gi € G,TLGN}

i=1
com as identificagoes e operagoes andlogas as do exemplo anterior. O anel A(G) é comutativo
sse A e G o sao.
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Definigcao 1.13. Sejam A, B anéis. Uma funcao f: A — B diz um homomorfismo de anéis se
Va,be A f(a+b) = f(a)+ f(b),  f(ab)= f(a)f(b),  f(la)=1p.

Nota 1.14. Tal como referido anteriormente, em [Hun74] ou [FR04] consideram-se anéis sem
identidade e, por isso, nao se exige a condi¢ao f(14) = 1p na definicdo de homomorfismo de
anéis.
Exemplos 1.15.
1. Se A é um anel, a fungao f: Z — A definida por
f(n)=mn-1y

¢ um homomorfismo de anéis e é tnico. Portanto, para todo o anel A, | Hom(Z, A)| = 1.

2. A funcao f: Z — Z,, definida por
f(n) =mn

é um homomorfismo sobrejectivo de anéis.
3. A inclusdo i: Z — Q é um homomorfismo injectivo de anéis.
Definigao 1.16. Seja A um anel. Um subanel de A é um subconjunto B C A tal que a

é
incluséo B C A € um homomorfismo de anéis (B,+a,-4) = (A, +4,-4). Em particular, tem-se
04,14 € B.

Exemplos 1.17.
1. Z C Q é um subanel;
2. se A é um anel, o centro de A, definido por
Z(A) ={r € A|Va € A za=azx}
é um subanel de A pois 04,14 € Z(A) e
ra=ar { (rty)a=alzxLy)

Va € A, {
ya = ay

Exercicios

2.1.1. Considere o grupo abeliano G = Z & Z. Mostre que End(G) é um anel nao comutativo.

2.1.2. Seja G um grupo. Mostre que Z(G) é um anel. Dé um exemplo em que Z(G) tem
divisores de zero.

2.1.3. Seja H o anel dos quaternioes e recorde que Hg = {£1, +i, £5, £k} é um grupo. Qual a
diferenca entre o anel H e o anel de grupo R(Hg)?

2.1.4. (Férmula do caloiro) Seja A um anel comutativo de caracteristica um primo p. Mostre
que (a +b)P" = aP" £ bP" paran > 0.

2.1.5. Seja A um anel comutativo de caracteristica um primo p. Mostre que f : A — A,
f(a) = a? é um homomorfismo de anéis.

2.1.6. Um elemento a num anel A diz-se nilpotente se a™ = 0 para algum n. Prove que num
anel comutativo, se a e b sao nilpotentes, entao a + b também ¢é nilpotente. Mostre que
este resultado pode ser falso se o anel ndo for comutativo.
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2. Ideais e anéis quociente

Definigao 2.1. Seja A um anel. Um ideal & esquerda (direita) de A é um subgrupo abeliano
I < Ataq.
Vae A,V el,ax el (respectivamente xa € I).

Um ideal bilateral (i.e., ideal a esquerda e a direita) diz-se simplesmente um ideal.
Exemplos 2.2.

1. I = (n) < Z é um ideal. Todos os ideais de Z sao desta forma;

2. Seja I, < M,(R) o conjunto das matrizes cujas colunas sao todas nulas excepto a k-ésima.
Entao I é um ideal a esquerda:

Acl, < Vl%k Ae; = 0.
Seja B € M, (R), entao
No entanto, I nao é um ideal a direita, como ilustra o seguinte exemplo no caso n = 2:

temos
1 0
A= |:0 O:| el

Ry e

3. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis, entao ker f é um ideal de A.

mas

4. Seja A um anel se seja a € A, entao
Aa = {za | x € A} é um ideal a esquerda,
aA ={ax | x € A} é um ideal a direita.

Definigao 2.3 (Ideais principais). Os ideais aA e Aa dizem-se ideais principais a esquerda e a
direita, respectivamente.

Exemplo 2.4. Em Z todos os ideais sao principais.
Definicao 2.5. Um ideal I (4 esquerda, direita) diz-se préprio se I # A.
Observagao 2.6. Um ideal I # {0} é préprio sse I nao contém nenhum elemento invertivel.

Exemplo 2.7. Se D é um anel de divisdo (e.g., um corpo) entdo D nado tem nenhum ideal
préprio nao nulo (& esquerda ou a direita).

Proposicao 2.8. Seja A um anel e seja I C A t.q. I # @. Entdo, I € um ideal esquerdo
(direito) sse Vx,y € I, Va € A

(i) z,yel=oc—-yel
(1) v € [,a€ A= ax €1 (resp. za € ).

Proposicao 2.9. Sejam {I} | k € K} ideais (esquerdos, direitos) de um anel. Entao Nger Iy €
um ideal (resp. esquerdo, direito).

Definigao 2.10. Seja A um anel e seja X C A. O ideal gerado por X é

(X) = N I

Tideal t.q. XCI
Notagao 2.11. (z1,...,zy) = ({z1,...,2n}).
Proposicao 2.12. (z) = {>_;", ajzb; | a;,b; € A,n € N}.
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Demonstracao. Seja J = {>_I" ; a;zb; | a;,b; € A,n € N}. Para ver que (z) = J, temos de
verificar que (1°) J é um ideal que contém z e (2°) que qualquer outro ideal I contendo x
também contém J.

(1°) Dados > ajzb; € J e Z;"Zl cjzd; € J com a;,bi,cj,dj € A, pondo anij = —¢j e

bnyj = dj, temos
n+m

znz a;xh; — Zm: ijdj = Z aixbj S J;
i=1 j=1 i=1

se ¢ € A, temos

n

c(zn:aibe) = Z(cai)a}bi eJ e (zn:aixbi>c = iai:n(bic) eJ
=1 =1 =1

i=1
logo J é um ideal (Proposicao 2.8). Pondon =1,a; =by =14 € A, obtemosx =14-2-14 € J.

(2°) Seja I um ideal de A contendo x. Pelas propriedades de fecho das operagdes de um ideal,
I contém todos os elementos de J. O

Definicao 2.13. Seja A um anel e sejam X1,..., X, C A subconjuntos ndo vazios. Define-se

Xi+-+ Xy ={om+-+x, |z € X3}

m
X1 X, = {Zwl,r'-xn,i]xj,i EXj,mEN}
=1

Notagao 2.14. aX = {a}X, Xa = X{a}, X"=X--- X.

N

n vezes

Proposicao 2.15. Sejam X,Y,Z C A ideais (esquerdos, direitos). Entao
(a) X +Y e XY sdo ideais (resp. esquerdos, direitos);
) (X+Y)+Z=X+ (Y +2);
(c) (XY)Z=X(YZ);
(d) XY+ 2)=XY+XZ;
(e) ( X+Y)Z=XZ+YZ.

Teorema 2.16 (Anel quociente). Seja I C A um ideal. Consideremos o grupo quociente A/l
e a projec¢ao candnica w: A — A/I. Entao A/l tem uma estrutura de anel dada por

m(a)w(b) := w(ab).

Se A € comutativo, A/I também o é. A projeccao ™ € um homomorfismo sobrejectivo de
anéis t.q. kerm = I e tem a sequinte propriedade universal: dado f € Hom(A, B) t.q. I C ker f
existe um unico f € Hom(A/I, B) que faz comutar o diagrama seguinte

A1 .p

P
A/l
Tem-se ker f = w(ker f) e im f = im f.

Demonstragao. 1. O produto estd bem definido:
m(a) =m(d) A (b)) =n)) = a—d,b-Vb €.
= d'bl = ab+ (a' —a)b+d (b —b) = w(d'b) = 7(ab).
I el
€

A identidade em A/I é w(14): w(a)w(1a) = w(ala) = w(a) = 7(Lga) = 7(14)7(a).
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2. As propriedades do produto no quociente seguem agora directamente das propriedades do
produto em A. Segue que A/I é um anel e é comutativo se A o for.

3. Por construcao, m é um homomorfismo sobrejectivo t.q. kerm = I. Dado f como no enun-
ciado, existe um tnico homomorfismo de grupos abelianos f que faz comutar o diagrama
acima. Resta s6 verificar que f é um homomorfismo de anéis, mas isso segue também da
construcao:

f(r(1a)) = f(1a) = 1. O

Exemplo 2.17. O anel Z,, é um anel quociente: Z,, = Z/(m). A propriedade universal
do quociente diz que dar um homomorfismo de Z,, para um anel A é equivalente a dar f €
Hom(Z, A) t.q. (m) C ker f. O tinico homomorfismo Z — A é dado por 1 +— 14, portanto ha
um homomorfismo Z,, — A se m-14 = 04. Neste caso, o homomorfismo é dado por i — i-14.
Sem-14 # 0y, Hom(Z,,, A) = @.

Definicao 2.18. Seja A um anel. Define-se a caracteristica de A como
carA=min{meN|m-14 =04},

se o minimo ezistir. Caso contrdrio, define-se car A = 0.
Exemplos 2.19.
1. car(Zy,) = m;
2. car(Z) = 0;
3. car(Q) = car(R) = car(C) = 0;
4. car My, (A) = car(A).
Proposicao 2.20. Seja A um anel t.q. car(A) = m > 0. Entao o homomorfismo ¢: Ly, —
A;i—i-14 € injectivo.

Se A nao tem divisores de zero (e.g., A é um dominio integral), entdo car A =0 ou car A
€ primo.
Demonstragao. A primeira assercio segue de

p(i) =04 i-1y=04oic{keN|k-14=04}=i>m,
se ¢ > 0. Suponhamos que A néo tem divisores de zero e seja m = didy > 0 com d; > 0. Entao
04=m-14=(d1-14)(d2-14)=(d2-14)(d1-14)=dy-14=04V do-14=04
=m=d; Vm=ds. O

Corolario 2.21 (Teoremas de Isomorfismo).

1. f € Hom(A, B) induz um isomorfismo

= A =
P =
/ ker f i f
2. sejam I C J ideais de um anel A. Entao J/I € um ideal de A/I e existe um isomorfismo de
anéis
A/l A
J/Ir T
Demonstragao. Os isomorfismos de grupos abelianos correspondentes sao também homomor-
fismos de anéis. O

O resultado seguinte mostra que todos os ideais de A/I sao forma acima: J/I, com J D I
ideal.
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Corolario 2.22. Sejam A um anel, I C A um ideal e m: A — A/I a projec¢do candonica. Entao
existe uma correspondéncia bijectiva

{JIICJCAéumideall = {J|JC A/I éum ideal} .
Demonstragao. Segue do lema seguinte. O
Lema 2.23. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Entao,
(a) se J C B é um ideal, entdo f~*(J) C A é um ideal (esquerdo, direito, bilateral);
(b) se f é sobrejectivo e I C A € um ideal, entao f(I) € um ideal (esquerdo, direito, bilateral).

Demonstragao.
(a) f(z) € J = Vae A flax) = f(a)f(x) € J, f(za) = f(2)f(a) € J;
(b) sejam y = f(z) € f(I) e b= f(a) € B. Temos
by = f(ax) € f(I) 3 yb = f(za). O

Definicao 2.24. Seja A um anel. Um ideal préprio P C A diz-se primo se para todos os ideais
1,JCA,
IlJcP=ICPV JCP

Lema 2.25. Seja A um anel.
(a) Se A é comutativo e I C A € um ideal, entao I € primo sse
(2.1) Va,be A abel=acl V bel.
(b) Se A € niao comutativo, entao a condi¢ao (2.1) € suficiente para que I seja primo (mas ndo
necessdria - ver Exercicio 2.2.9).
Demonstracgao.
Sejam J, K ideais t.q. JK C I. Suponhamos K ¢ I. Sejay € K \ I. Temos
VeedJ axyel=xecl
sJCl.
Nota: Nesta implicagdo nao usamos a comutatividade de A.
Se ab € I entdo, pela comutatividade de A, (ab) = (a)(b) C I, portanto
(acI Vv (bcl & a€l V bel. O
Exemplos 2.26.
1. Seja A um dominio integral. Entao (0) é um ideal primo.

2. Seja A =Z. Os ideais I C Z sdo da forma I = (m) e, se m # 0, tem-se (m) primo sse m é
primo, pois

Va,beZ abe (m)=ac (m)Vbe (m)
< VYa,b€Z mlab=m|aVm|b.
3. Seja A =1Z[z] e [ = (x), entao I é um ideal primo, pois
f@)g(x) el & x| f(x)g(z) & | f(z)Valg(z)
Definicao 2.27. Seja A um anel. Um ideal I C A diz-se maximal se I # A e
Videandca JOI=J=AVJ=1I

De forma andloga, define-se ideal esquerdo maximal e ideal direito maximal.

Exemplos 2.28. 1. Sejam A = Z, I = (m) e J = (n). Entdao I C J sse n | m, logo I é
maximal sse m é primo, ou seja, sse I é primo.
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2. Sejam A =R(z,y] e I = (z,y). Temos
J2I = 3FaeR\{0}:aeJ
= JD(a,z,y)=A,
logo I é maximal.

Teorema 2.29. Seja A um anel e seja M C A um ideal t.q. A/M é um anel de divisao. Entao
M € mazimal.

Demonstragao. Sejal C Aumideal t.q. I D M esejama € [\Men: A — A/M aprojecgao
canénica. Entao 7(a) # 0, logo existe b € A t.q.

m(a)m(b) = La/m = m(1a),
logo ab— 14 € M e portanto 14 € I, ou seja, I = A. O

Exercicios

2.2.1. Dé um exemplo de um anel A e a € A tais que {zay | x,y € A} ndo é um ideal.

2.2.2. Mostre que conjunto Jy := {A € M,(R) | ATe; = 0, para i # k:}, com k =1,...,n fixo,
é um ideal a direita mas nao a esquerda.

2.2.3. Demonstre a Proposicao 2.9, i.e., se {I} | k € K} sao ideais (esquerdos, direitos) de um
anel A, mostre que Ngex I é um ideal (resp. esquerdo, direito).

2.2.4. Demonstre a Proposicao 2.15.

2.2.5. Mostre que um anel A é um anel de divisao sse A nao contém nenhum ideal esquerdo
préprio.
Sugestao: Use o Exercicio 1.1.2.

2.2.6. Seja A um anel comutativo e seja N o conjunto dos elementos nilpotentes de A (ver
Exercicio 2.1.6)
(a) Mostre que N é um ideal.
(b) Mostre que A/N é um anel sem elementos nilpotentes nao nulos.

2.2.7. Seja A um anel comutativo e I C A um ideal. Define-se o radical de I por
rad(/) ={a€ A|3In t.q a" € I}.
Mostre que rad(I) é um ideal.

2.2.8. Seja A um anel e seja B = M,,(A) o anel das matrizes n x n de entradas em A. Mostre
que J C B é um ideal sse J = M,(I) (conjunto das matrizes de entradas em I) para
algum ideal I C A.

Sugestao: Dado J, defina I como o conjunto dos elementos de A que sao a entrada (1, 1)
de alguma matriz X € J e use as matrizes elementares Ej;; cujas entradas sao todas
nulas excepto a (7, j) que vale 1. Verifique que E; ;X Ey; = x;;E;;, onde X = [z;;].
2.2.9. Seja D um anel de divisao e seja A = M, (D).
(a) Mostre que A nao tem ideais préprios, i.e., {0} é um ideal maximal.
Sugestao: use o exercicio anterior.

(b) Mostre que A contém divisores de zero. Conclua que

(i) S = S/{0} nao é um anel de divisao;

(ii) {0} é um ideal primo que nao satisfaz a condi¢ao (2.1) do Lema 2.25.
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2.2.10.

2.2.11.
2.2.12.

Seja f: A — B um homomorfismo sobrejectivo de anéis e seja K = ker f. Demonstre as
seguintes afirmagoes.

(a) Se P C A é um ideal primo contendo K, entao f(P) C B é um ideal primo.

(b) Se @ C B é um ideal primo, entdao f~1(Q) C A é um ideal primo que contém K.

(c) A seguinte correspondéncia é bijectiva

{P C Aideal primo t.q. K C P} — {Q C B ideal primo}
P— f(P)
(d) Dado um ideal I C A, qualquer ideal primo em A/I é da forma P/I com P C A um
ideal primo contendo I.
Determine todos os ideais primos e ideais maximais do anel Z,,

Seja A um anel comutativo e seja I C A um ideal contido numa uniao finita de ideais
primos, i.e., I C P U---U P,, onde P; é primo. Mostre que I C P; para qualquer
1=1,...,n.

Sugestao: Por absurdo, assuma que I N P; ¢ U;x; P; para algum j e seja aj € (I N Pj)\
(U#j PZ-). Verifique que a := a1 + asas---a, € I masa g€ PLU---UP,.
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3. Conjuntos parcialmente ordenados: lema de Zorn

Definicao 3.1. Uma relagao de ordem parcial num conjunto X € uma rela¢do = t.q.
(i) a =< a
(ii) a S bAb=c=a=c
(i) a <bAb=a=a=0.
Exemplos 3.2.
1. A relacao de ordem habitual em R é uma relacdo de ordem parcial;
2. Seja X um conjunto. Dados A, B C X, definindo
A<XB< ACB,

obtém-se uma relagao de ordem parcial no conjunto, P(X), das partes de X.

Observagao 3.3. Podemos ter A,B € P(X) sem que A < B, nem B < A. Ou seja, A, B
podem nao ser comparaveis.

Se (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado t.q.
Va,be X a=<b V b=a,
a relagao de ordem diz-se total.
Exemplo 3.4. (R, <) é um conjunto totalmente ordenado.
Definicao 3.5. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado.
1. SeY C X é t.q. (Y,=) € totalmente ordenado, diz-se que Y é uma cadeia em X.
2. Um elemento m € X diz-se maximal se
Vee X m=<z=>m=ux.
3. Se ZCX €étq Z#D, diz-se que b € X € um majorante de Z se
Ve Z z=<b.

Teorema 3.6 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, t.q. X # &
e t.q. toda a cadeia em X ¢ limitada (i.e., tem um majorante). Entao X tem um elemento
maximal.

Teorema 3.7. Seja I C A um ideal proprio (esquerdo, direito). Entao eziste um ideal mazimal
M D1 (resp. esquerdo, direito).

Demonstragao. Seja X o conjunto dos ideais (esquerdos, direitos) préprios de A que contém
I munido da relagao de inclusao. X # @ pois I € X. Seja Y C X uma cadeia. Definimos

J = U K.
KeY
Vejamos que J é um ideal (resp. esquerdo, direito):

r,y€J e dK,Ke €Y iz € K,y € K.
Podemos supor K1 C K», logo x —y € Ko C J. Seja agoraa € Aex € J. Temos
aJ C JNJaC J, (resp. aJ C J, Ja C J)

pois VK €Y, aK, Ka C K. Portanto J é um ideal (resp. esquerdo, direito).

Como VK € Y, K # A, temos 14 ¢ K, VK € Y e assim 14 ¢ J. Portanto J € X, pois
claramente I C J. Concluimos que J é um majorante de Y, porque J D K paratodoo K €Y,
pela definicao de J.

Pelo lema de Zorn, existe um ideal maximal M D I. O
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4. Produto de anéis

Definicao 4.1. Seja {A; | i € I} uma familia de anéis. Define-se o seu produto directo como
o produto directo de grupos abelianos [[;c;(Ai, +), munido do seguinte produto:

(ai)icr - (bi)ier = (a; - bi)ier.

Observacao 4.2. Para cada k € I, a projeccao my: [[;c; Ai — A é um homomorfismo de
anéis. No entanto, o homomorfismo de grupos abelianos iy: A — [[..; Ai;a — (ai)ier t.q.

a, 1=k
a; =
0, ik

nao é um homomorfismo de anéis, pois ix(14,) # 1.

i€l

Teorema 4.3 (Propriedade universal do produto directo). Seja B um anel e sejam f;: B — A;,
i € I, homomorfismos de anéis, entao existe um tunico homomorfismo f: B — [[,c; Ai que faz
comutar o diagrama sequinte

Hiel Ai
Jif l
T
B fr A,

onde my: [Lie; Ai = Ak € a projecg¢do no k-ésimo factor.

Demonstragao. Analogo ao caso do produto directo de grupos. ([

Observagao 4.4. A asser¢ao da proposicao significa que dar um homomorfismo f: B —
[Lic; Ai ¢ equivalente a dar uma familia de homomorfismos f;: B — A;, i € I.

Teorema 4.5 (Teorema Chinés dos Restos). Sejam Ii,..., I, ideais de um anel A t.q. A =
I; +1;, Vi # j. Dados ai,...,a, € A ezxiste a € A t.q.

a=a; modl;, j=1,...,n

Além disso, o elemento a € inico mod Iy N---N1I,.

Demonstragao.

1. Comecamos por provar A=1 + L NIsN---N1I,.
Temos

A=A =(L+L) L +)Ccl+LNI3
=>A=0LH+1bNI;.
Suponhamos A =11 + b, NIgN---NI_1. Temos
A=A =(L+L)L+LNnEN---Nh_)ChL+LNIsN---NIL.
Concluimos que A =11 + LNI3N---N1,.

2. Provamos a primeira assercao do Teorema.
Por inducéo em n: suponhamos que o resultado é vélido paran—1. Sejam aq,...,a, € A.
Entéo existe z € A t.q.

r=a; modl;, j=2,...,n.
Temos
A=L+LNIsN---N1,
:>E|a'1EIl,a'{GIQHIgﬂ-uﬂIn:a1:x+a’1+a’1'.
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Seja a = x + af, temos

a=zr=a; modl;, j=2...,n

a=a; mod I;.
3. Provamos a unicidade de a:

a=aj; =d mod Ii,j=1,....n

=a—-delLn---NI,

sa=d modIlN---NI,. U
Exemplo 4.6. Sejam I,...,I, ideais de um anel A t.q. A =1I;+1;, ¢ # j. Seja ¢: A —
H?Zl A/I; o homomorfismo determinado pelas projeccoes mj: A — A/I;.

Pelo teorema Chinés dos Restos (Teorema 4.5), ¢ é sobrejectivo e ker = Nierkerm; =
I1n---N1I,. Logo, ¢ induz um isomorfismo

e A/(in-n 1) = [[A/1.
j=1

Exemplo 4.7. Sejam my,...,m, € N t.¢. MDC(m;,m;) =1, i # j, e seja m = my---m,.
Entao, aplicando o resultado do exemplo anterior com A = Z,, = Z/(m) e I; = (m;) =
(mj)/(m) C Z/(m), obtemos

ST Z/m) 1 Z T
2= 167y = U gy = 120

Jj=1 J

Exercicios

2.4.1. Sejam A e B anéis. Mostre que (A x B)* = A* x B*.

2.4.2. Sejam A e B anéis, e seja K um ideal de A x B.
(a) Justifique que I = {a € A | (a,0) € K} é um ideal de Ae J={bec B|(0,b) e K} é
um ideal de B.
(b) Dado (a,b) € K, mostre que (a,0) € K e (0,b) € K.
(¢) Mostre que K = I x J. Portanto, qualquer ideal de A x B é desta forma.
(d) Generalize a alinea anterior para ideais no produto de anéis A; x - -+ x A,,.

2.4.3. Sejam A e B anéis, I C A e J C B ideais. Mostre que (A x B)/(I xJ) = (A/I)x (B/J),
através de um isomorfismo de anéis.
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5. Anéis Comutativos

Nesta secgao A denota um anel comutativo. Recorde-se (2.1) que um ideal P C A é primo sse

abeP=acP V becP.

Teorema 5.1. Um ideal P C A € primo sse A/P é um dominio integral.

Demonstracao. Seja m: A — A/P a projeccao canénica. O anel A/P é um dominio integral
sse
Va,be A w(a)m(b) =0= 7(a) =0V r(b) =0.
Ou seja,
abe P=acPVbe P O

Corolario 5.2. O ideal (0) € primo sse A é um dominio integral.

Teorema 5.3. Um ideal M C A é mazximal sse A/M é um corpo.

Demonstragao.

A/M é corpo = A/M é anel de divisao = M ¢é maximal (pelo Teorema 2.29).

Seja m: A — A/M a projeccao candnica e seja a € A t.q. w(a) #0. Como a ¢ M e M,
por hipétese, é maximal, temos

la€(a)+M=3beA:ab—14 € M = n(a)m(b) = 7(ab) = 7(1a) = Lo/ O
Coroléario 5.4. Seja M C A um ideal maximal. Entdo M € primo.

Corolario 5.5. A é um corpo sse (0) € maximal.

Demonstracao. A4/(0) = A. O

Corolério 5.6. A é um corpo sse ndo tem ideais préprios nao nulos.

Demonstracao. A nao tem ideais préprios nao nulos sse (0) é maximal. O

Corolario 5.7. A € um corpo sse para todo o anel B e para todo homomorfismo f: A — B se
tem f =0 (caso em que B € o anel trivial) ou f € injectivo.

Demonstragao.

se A é um corpo, entdo, como ker f é um ideal, tem que ser ker f = (0) ou ker f = A;

Seja I C A um ideal e seja m: A — A/I a projeccao candénica. Entao kerm = A ou
ker 7 = (0). O resultado segue do corolério anterior. (]

6. Factorizacao em anéis comutativos

Definigao 6.1. Seja A um anel comutativo e sejam a,b € A. Se a # 0, diz-se que a divide b
se existe c € A t.q.

ac = b.
Neste caso, escreve-se a | b.

Diz-se que a e b sao associados se a | b e b| a. Neste caso, escreve-se a ~ b.
Teorema 6.2. Seja A um anel comutativo de sejam a,b,u € A. Temos
1. a|be (a) D(b);
an~be (a) = (b);
u € uma unidade (Defini¢ao 1.5) sse (u) = A;

T Lo

a relacao ~ € uma relacdo de equivaléncia;
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5. se a = bu, onde u € uma unidade, entao a ~ b. Se A € um dominio integral, a reciproca é
vdlida.

Demonstragao. Demonstramos apenas a ultima asser¢ao. Suponhamos que A é um dominio
integral e que b = ac, a = bc’ (e ainda a # 0 e b # 0 porque a ~ b), entao

b=bed =cd =1=rc,cd € A" O
Definicao 6.3. Seja A um anel comutativo. Diz-se que
1. c € A\ {0} € irredutivel se c ¢ A e

Vapea c=ab=ac A*Vbe A"
2. pe A\ {0} é primo sep ¢ A e
plab=plaVplb.

Ha uma classe importante de anéis em que os irredutiveis coincidem com os primos.

Definigao 6.4. Um dominio integral D diz-se um dominio de factorizacao unica (d.f.u.) se
(i) Yd € D\ (D*U{0}) ey, ..., cpn irredutiveis :d =cqy---cp.

(ii) se d = cy---c), € outra factorizagao em irredutiveis, entao m = n e existe o € S, t.q.
/ .
Ci ™~ Coiyr 1= 1,...,n.

Exemplos 6.5.
1. Z é um d.fu.;

2. seja k um corpo, entao k(x| é um d.f.u., como veremos a frente;

3. o subanel Z[/—5] C C definido por
Z[V=5] = {m +nv—=5 | m,n € Z}
nao é um d.f.u., pois
9=23%=(24+v-5)(2—V-5)
sao duas factorizacoes nao equivalentes em irredutiveis (Exercicio 2.6.2).

Exemplos 6.6.

1. Em Z os elementos primos sdo os primos usuais e os seus simétricos, e os elementos irredutiveis
coincidem com os primos — o que nao sucede em geral, como se mostra no exemplo seguinte.

2. Em Zg, 2 é primo:
2]ab mod 6« Jc€Z:ab=2c mod6
& ab e 2c+6Z
=2laV2]b
=2|av2]b.
No entanto, 2 nao é irredutivel, pois 2=8 =4-2, mas 4,2 ¢ Zg.
Teorema 6.7. Seja D um dominio integral e sejam a,p,c € D\ {0}.
. p € primo sse (p) € primo e (p) # (0);
. ¢ € irredutivel sse (c¢) € maximal entre ideais principais;
. se p € primo, entao p € irredutivel;

1

2

3

4. sep € primo e a ~ p, entdo a € primo;

5. se ¢ € irredutivel e a ~ ¢, entao a € irredutivel;
6

. se ¢ € irredutivel e a | ¢, entdo a € D* ou a ~ c.

Demonstragao. 1. p | ab < ab € (p);
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2. Pelo Teorema 6.2, ¢ é irredutivel sse

w

S Ut

VaeD (€) C (a) < (¢) = (a) V (a) = D.

p=ab=plaVp|b

Se a = pa’, temos
p=ab=p=pab
< p(l—db)=0
sadb=1
=be D*.

. (p) = (a) = (a) primo # (0) = a primo;
. (¢)
.alce (a) D(c), logo (a) = D ou (a) = (c). O

= (a) = (a) maximal entre ideais principais;

Observagao 6.8. Algumas das afirmagoes anteriores sao validas para qualquer anel comutativo
nao necessariamente um dominio integral.

2.6.1.

2.6.2.

2.6.3.

Exercicios

Seja D um d.f.u e seja d € D\ {0}. Mostre que existe apenas um nimero finito de ideais
principais que contém o ideal (d).
(Mesmo num dominio integral, nem sempre os irredutiveis sao primos.) Considere o anel
Z[V=5] = {m+nv—=5|m,n € Z}
e a aplicagdo N : Z[v/—5] — Z dada por
N(m +nv=5) = (m +nv/=5)(m — nv/=5) = m? + 5n?
Demonstre as seguintes afirmacoes:
(a) Ya,b € Z[\/—5] N(ab) = N(a)N(b);
(b) N(a) =0« a=0;
(c) a € Z[\/—5]* <:>N( ) = =£1;
(d) 3,2+ +/—5 sdo elementos 1rredut1vels em Z[v/—5].
(e) 3 nao é associado a 2 £ /—b.
Como 32 =9 = (2+v/-5)(2 — \/—5), conclua que 3,2 + +/—5 sao elementos irredutiveis

que nao sao primos.

Determine os elementos primos e os elementos irredutiveis de Zs.
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7. Factorizacao em dominios integrais

Teorema 7.1. Seja D um dominio integral. Entao D € um d.f.u. sse as sequintes condigoes
se verificam

(a) os irredutiveis sao primos;
(b) toda a cadeia ascendente de ideais principais estabiliza, i.e.,

(i) C(da)C---C(dp) C---=3INeN:VYn>N, (dy) = (dn).

Definicao 7.2. Um dominio integral cujos ideais sdo principais diz-se um dominio de ideais
principais (d.i.p.).

Exemplos 7.3. 1. Z é um d.i.p.;
2. veremos mais a frente que R[z] é um d.i.p.;

3. Z[z] nado é um d.i.p. pois I = (2,2) C Z[x] ndo é um ideal principal.

Corolario 7.4. Seja D um d.i.p., entéo D é um d.fu..

Demonstragao. Vejamos que se verificam as duas condi¢oes do Teorema 7.1.
(b) Dada uma cadeia ascendente
(d1) C(de) C---C(dy) C---

segue facilmente que U;(d;) é um ideal, logo existe d € U;(d;) t.q. (d) = U;(d;). Seja N t.q.
de (dN) Entao
Vi >N, (d;)=(dn)=(d).

(a)

d € D irredutivel < (d) é maximal entre ideais principais
= (d) é maximal
= (d) é primo
< d é primo. O

Demonstragao do Teorema 7.1.

Suponhamos que D satisfaz as condigoes (a) e (b) do enunciado.

1. Seja d € D\ (D* U{0}). Se d nao tem uma factorizacdo em irredutiveis, entdo, em
particular, d nao é irredutivel. Logo d = d{df t.q. d},d] ¢ D*. Podemos supdr que d} nao
tem factorizagdo em irredutiveis, logo d} = dydj t.q. dy,d5 ¢ D*. Prosseguindo, obtemos
uma cadeia

(d) G (d1) G (do) G- G (dy) & -

que nao estabiliza, o que é uma contradigao.
Concluimos que em D todos os elementos tém uma factorizacao em irredutiveis.
2. Sejam [ | pi e H;nzl p;- duas factorizagoes em irredutiveis do mesmo elemento de D. Entao,
por (a), p; é primo
= p; | P; para algum j
= i ~ Pj-
Concluimos que n = m e existe o € S, t.q. p; ~ p;(i),i =1,...,n.
Suponhamos que D é um d.f.u.. Vejamos que D satisfaz as condigoes (a) e (b) do enunciado.

(a) seja p € D irredutivel t.q. p | ab. Por unicidade de factorizagdo p ~ p’ t.q. p’ é factor
irredutivel de a ou de b. Logo, p | a ou p | b.
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(b) Seja
(d1) C (do) C -+ C (dn) C -+

uma cadeia ascendente. Para todo o n, temos d, | di, logo todos os factores irredutiveis
de d, dividem d;. Concluimos que o comprimento da cadeia é limitado pelo ntimero de
factores irredutiveis de d; (contados com multiplicidade). (]

8. Dominios Euclidianos
Definicao 8.1. Um anel comutativo A diz-se um anel euclidiano se existe p: A\ {0} — Ny
t.q.

(i) ab # 0 = ¢(a) < @(ab);

(ii)) a € A, be A\ {0} = dq,r € A, t.q.

a=qb+r,
com o(r) < p(b) ser #0.
Se adicionalmente A € um dominio integral, diz-se que A é um dominio euclidiano.

Exemplo 8.2. Com a funcao ¢(n) := |n|, Z é um dominio euclidiano.

Exemplo 8.3. Seja k um corpo. Entao k[z] é um dominio euclidiano com ¢(f(z)) = deg(f(x)),
como veremos mais tarde.

Teorema 8.4. Seja A um anel euclidiano, entao todos os ideais de A sdo principais. Em
particular, os dominios integrais euclidianos sdo d.i.p. e portanto sdo d.f.u..

Demonstragao. Seja I C A um ideal nao nulo (I = {0} é principal) e seja b € I \ {0} t.q.

©(b) =min{p(a) | a € I\ {zero}}
Dado x € I sejam q,r t.q.
r=qb+r
e p(r) < ¢(b), se r # 0. Pela defini¢ao de b, vem r = 0. Concluimos que I = (b). O

Definicao 8.5. Seja X C A t.q. X # @. Diz-se que d € A € um maximo divisor comum
(mdc) de X se

(i) Vaex d ’ a;

(ii)) c € AN (Vaexcla)=c|d.
Observagao 8.6. O maximo divisor comum pode existir ou nao e, se existir, ndo é em geral
Gnico.

Exemplo 8.7. Sejam m,n € Z entao Jr,s € Z t.q. rm + sn = d onde d é o maximo divisor
comum de m,n. De facto,

(8.1) (mn)= () I= [) (&) =().
Sty

Em Z, podemos usar a igualdade (8.1) para definir o maximo divisor comum. O mesmo
pode ser feito num d.i.p. arbitrario.

Teorema 8.8. Seja A um anel comutativo e sejam aq,...,a, € A

(a) Se A é um d.f.u. entdo existe um mdc de aq,...ay,, que € inico a menos de multiplicagao
por uma unidade.
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(b) Se A é um dip. ede A € t.q.

(d) = (a1,...,an)

entdo d é wum mdc de ai,...ay,. Reciprocamente, todos os mdc de (ay,...,a,) sio desta
forma.
Demonstragao. (a) Sejam cy,..., ¢, € A irredutiveis t.q.

Veea (cirredutivel A 3;:c|a;) = Jjeqn, my €~ ¢
Entao, temos factorizagoes
k,i

ai:uz-clfi---cmm, 1=1,...,n,
t.g. u; € A e ki,,k‘:n € Np.
Seja d = ¢} ---¢pm, onde
rj = min{k} li=1,...,n}.
Claramente, temos d | a;, i = 1,...,n. Sejad’ t.q. d' | a;, i =1,...,n, entdo
d=u'cit- e
t.q. sj <rj, Vj, portanto d’ | d. Concluimos que d é mdc de ay, ..., an,.
Se d,d' sao mdc de aq,...,an, entdo d | d' e d | d’, portanto d ~ d'.
(b) Seja d como no enunciado. Por defini¢ao, temos a; € (d), logo d | a;, i =1,...,n. Sed' | a;,
i=1,...,n, tem-se a,...,a, € (d'), logo
(d) c (d),
ou seja, d' | d. Portando d é um mdc de aq, ..., ay.

Reciprocamente, se d é um mdc de ay,...,a,, entdo (ai,...,a,) C (d). Sejad € A t.q.
(d) = (a1,...,a,) entdo d | d', porque (d') C (d) e d’ | d, por definigdo de d. Concluimos
que (d) = (d). O

Exercicios

2.8.1. Justifique que Z[v/—5| (ver Exercicio 2.6.2) nao é um d.f.u.

2.8.2. Mostre que Zl[i] = {n + mi | n,m € Z} C C é um dominio euclidiano com ¢(n + mi) =

n? +m?, resolvendo as seguintes alineas:

(a) Mostre que ¢ é multiplicativo, i.e., p(ab) = p(a)p(b) para todo o a,b € Z[i] e deduza
a propriedade (i) da definigao.

(b) Dados k,a € Z, com a > 0, mostre que existem ¢,r € Z tais que k = ga + r, onde
I < 5

(c) Prove a propriedade (ii) quando a € N e b =n + mi € Z[i].
Sugestao: use a alinea anterior para obter n = q1a + r1 € m = ¢oa + 9 e considere
q=q1+qoier:=ry+roi.

(d) Prove a propriedade (ii) para a,b € Z[i].
Sugestao: se a = z + yi € Z[i] \ {0}, entdo aa = 2> + y*> € N (onde a = = — yi) e use
a alinea anterior com aa e ba.

2.8.3. Determine as unidades no anel Z[i].

Sugestao para uma resolucao “eficiente”: descreva as unidades de Z[i] & custa da aplicagao
© do exercicio anterior.

2.8.4. Seja A um anel comutativo de ideais principais. Mostre que qualquer conjunto X C A,

X # @, tem um maximo divisor comum.
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9. Localizacao

Definicao 9.1. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto S C A diz-se multiplicativo se
(S,-) C (A,-) € um submondide. Ou seja,

(i) 1€8;

(ii) V51732€S 8189 € S.

Definicao 9.2. Seja A um anel comutativo e seja S C A um subconjunto multiplicativo. Con-
sideremos a sequinte relacdo de equivaléncia em A X S
(a,s) ~ (d,s") & Fgnes : 8" (as’ —a's) = 0.
Denotamos o quociente A x S/ ~ por ST'A e denotamos a classe de equivaléncia de (a,s) por
<.
Em S™'A definimos as sequintes operacées:

ap | az _ aisz+azsi

— 4+ —
51 52 5182
ay a2 a1az
S1  S2 51892

=lo

Com estas operacoes, S™*A € um anel comutativo. A identidade de ST1A ¢é % e o zero €

Proposicao 9.3. Nas condi¢oes da Defini¢do 9.2

(a) as operacies em S~1A estdo bem definidas;

(b) (S71A,+,") € um anel com identidade 1 e zero 9.

Exemplo 9.4. Consideremos o subconjunto multiplicativo S = Z \ {0} do anel Z. Denotamos
por [n,m] a classe de equivaléncia de (n,m) € Z x S. Definimos

f:8'2-Q; [n,ml— n
m

f estd bem definida, pois

n n
" / / / /
Vo' ezVmm mres m (nm' —n'm) =0 nm' —n'm=0& — = —.
m m

Claramente f é sobrejectiva e
ker f = {[n,m] € S7'Z | n =0} = {[0,1]},

portanto f é um isomorfismo, i.e., a localizagdo de Z no conjunto multiplicativo Z \ {0} é o
corpo Q.

Definigao 9.5. Seja A um anel comutativo e seja S C A multiplicativo. O homomorfismo
pg: A — STLA ¢ definido por

a
vs(a) = 1
Observagao 9.6. 1. Se s € S, entdo pg(s) = £ tem inverso 1;
2. kerpg = {a € A| Js¢s : as = 0}. De facto,
0 0
gos(a):I@%:i<:>E|SueS:s”(a-l—O-l):0<:>E|5neg:a'$":0.

3. Se S é tal que 0 € S entdo S~'A é o anel trivial.

Proposicao 9.7. Seja A um dominio integral e seja S C A um subconjunto multiplicativo t.q.
0¢S. Entdo S~*A é um dominio integral que contém uma cdpia de A (ps € injectivo).
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Demonstracao.
ap a9 0

= — & Jses: s(araz) =0 a1a2 =0 a3 =0Var =0
S1  S2 1

aq 0 ag 9
S1 1 S9 1 '

Exemplo 9.8. ¢z\(0y: Z — (Z\ {0})'Z = Q é um homomorfismo injectivo.

Teorema 9.9. Seja A um dominio integral e seja S = A\ {0}. Entdo Frac(A) = S~1A é um
corpo.

Demonstragao. S é um conjunto multiplicativo pois A néo contém divisores de zero. Pela

proposicao 9.7, s6 falta ver que qualquer elemento nao nulo de S~'A tem inverso:
a , 0 a s 1
—#-SacS=>——=_—. O
s 1 s a 1

Definigcao 9.10. Nas condigées do Teorema 9.9, diz-se que Frac(A) € o corpo de fracgoes de
A.

Exemplo 9.11. Seja A =R(z] e S = Rz] \ {0}. Temos,
()

Frac(R[z]) = R(z) = {z(x) | p(z), q(z) € R[], qlz) £ 0} .

Exercicios

2.9.1. Demonstre a Proposicao 9.3.

2.9.2. Seja A um anel comutativo e S um subconjunto multiplicativo. Mostre que 7 € ST1Aé
invertivel sse (a) N S # @.

293. Sejan >2e S ={a € Z, | a # 0, anadoéum divisor de zero}. Mostre que S é um
conjunto multiplicativo e determine S~!Z,,.

2.9.4. Sejan € N e seja S C Z, um conjunto multiplicativo. Mostre que existe m € N tal que
S 7, =2 Z,,.

2.9.5. Seja A um anel comutativo e S um subconjunto multiplicativo tal que S C A*. Mostre
que pg: A — ST1A ¢(a) = 7, ¢ um isomorfismo.

2.9.6. Mostre que
(a) Frac(Frac(A)) = Frac(A) para qualquer dominio integral A;
(b) Frac(k) = k para qualquer corpo k.

2.9.7. Prove a propriedade universal do anel S™'A: Sejam A um anel comutativo e S C A um
subconjunto multiplicativo. Dado um anel comutativo B e um homomorfismo de anéis
[ A— B tais que f(S) C B*, entdo existe um tinico homomorfismo f : S~1A — B tal
que fops = f,onde p5: A— S7LA pg(a) = 1, i.e., o seguinte diagrama comuta

!

A B
SDSi /
e
sT1A
2.9.8. Seja A um anel comutativo e sejam S e T dois subconjuntos multiplicativos de A tais
que S CT.
(a) Mogtre que ¢ : ST'A — T—1A, dado por Y(%) = %, define um homomorfismo de
anéis.

(b) Se T\ S C A*, mostre que ¢ é um isomorfismo.
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10. Ideais de S~ 'A

Seja I C A um ideal, define-se
S = {% €S Alac I} c S7A.
Proposicao 10.1. S~'1 C S~'A € um ideal.

Demonstragao. Sejam %,% € 871 com a,b € I. Temos

b —b
a,bel = arbsel = ar—bsel = e 2 865’_1[.
s T sr
Sejam ¢ € S, comacl,e g € S71A. Temos
b b
acl = abel = 2.2=2cgr.
s r sr
Como S~'I # @, pois % € S7I (porque 0 € I e 1 € S), concluimos que S~'I é um ideal em

S—1A. O

Obtemos assim correspondéncias entre ideais de A e de S~'A dadas por:
A>T S Ics A
' (J) 1 J CSTTA
Proposicao 10.2. Sejam I,J C A ideais. Entdo
(a) STYI+J)=8"+S51J;
(b) S1(IJ)=S"1I-8"1J;
(c) STHINJ)=8"1InsS 1.
Proposicao 10.3. Seja A um anel comutativo de seja S C A um subconjunto multiplicativo.

Entéao, dado um ideal K C S™YA, existe um ideal I C A t.q. K = S™'I.

A proposicao seguinte mostra que quando restringidas a certos ideais estas correspondéncias
sao bijectivas. Em geral isto nao se passa (c¢f. Exemplo 10.7).

Proposicao 10.4. Nas condicées da proposicdo anterior, as correspondéncias I — S™1I e
K~ gogl(K) estabelecem uma correspondéncia bijectiva:

{PC A|P éideal primo e PNS =@} + {K C STIA| K ideal é primo} .

Exemplo 10.5. Seja A um anel comutativo e seja P C A um ideal primo. Entao S = A\ P é
multiplicativo, pois 1 € S e

a,beS=abes,
pois
ab¢ P<=ag¢ P Nb¢P.

Neste caso, S7'A é denotado Ap e designado localizacdo de A em P. Se I C A é um ideal,
S~ é denotado Ip.

Teorema 10.6. Seja A um anel comutativo e seja P C A um ideal primo. Entdo existe uma
correspondéncia bijectiva

{ICA|ICP €ideal primo} <> {K C Ap | K ideal é primo}
dada por I — Ip e K — @Z{P(K).
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Exemplo 10.7. Seja A=7Z e P = (p), com p € N primo. Temos

r
Ly ::Ap:{geQ]r,seZ,pJ(s} c Q.

Os ideais de Z,) sdo da forma (p")p. Temos (2p)p = (p)p, logo

035 ((2p)P) = @5 ((p)P) = (p) # (2p).

Observagao 10.8. Se A é um anel comutativo e P é um ideal primo, entdo hd uma corres-
pondéncia bijectiva entre os ideais primos Q C P em A e os ideais primos na localizacao Ap.
Além disso, como qualquer ideal em Ap é da forma Ip para algum ideal I C A, Ip é um ideal
préprio se e s6 se I C P, portanto qualquer ideal préprio em Ap verifica Ip C Pp, ou seja Pp
é 0 Unico ideal maximal.

Definicao 10.9. Um anel comutativo A diz-se um anel local se contém um unico ideal mazimal.

Pela obervacao anterior, a localizacdo Ap de A num ideal primo P C A é um anel local.

Proposicao 10.10. Um anel comutativo A € local se e s6 se A\ A* é um ideal.

2.10.1.
2.10.2.
2.10.3.
2.10.4.

2.10.5.

2.10.6.

2.10.7.

2.10.8.
2.10.9.
2.10.10.

2.10.11.

Exercicios

Demonstre a proposigao 10.2.
Demonstre a proposigao 10.3.
Demonstre a proposigao 10.4.

Seja D um d.i.p. e S C D um conjunto multiplicativo tal que 0 ¢ S. Mostre que S™'D
éum d.i.p..
Mostre que um dominio integral D é um dominio de factorizacao tUnica sse qualquer
ideal primo nao nulo contém um ideal principal nao nulo que é primo.
Sugestao para a demonstracao de (<): Mostre primeiro as seguintes afirmagoes.
(i) Seja S = D*U{p1---pn |n €N,p1...,p, € D primos}. Entdo S é um conjunto
multiplicativo tal que, se ab € S, entdao a € Se b e S.
(ii) Se S C D é um conjunto multiplicativo (com 0 ¢ S), entao para qualquer x € D
tal que (z) NS = @ existe um ideal primo P C D tal que (zx) C Pe PNS = @.
Sugestdo: use a caracterizacdao dos ideais primos em S~ D.

Seja D um d.f.u. e S C D um conjunto multiplicativo tal que 0 ¢ S. Mostre que S~'D
éum d.f.u..
Sugestao: Use o Exercicio 2.10.5.

Seja p € Z um numero primo. Qual a relacdo entre o anel quociente Z, = Z/(p) e a
localizagao Z, = S'Z, onde S =7\ (p)?

Demonstre a Proposicao 10.10.

Seja p € Z um primo. Mostre que A = {§ € Q | p{ b} é um anel local.

Seja f : A — B um homomorfismo de anéis nao nulo. Mostre que, se A é local, entao
f(A) também o é.

Seja A um anel comutativo e seja N o ideal formado pelos elementos nilpotentes de A
(ver Exercicio 2.2.6). Mostre que N ¢é a intersec¢ao de todos os ideais primos de A.
Sugestao para demonstrar que N contém a intersecgao dos ideais primos: Dador € A\ N,
encontre um ideal primo P C A tal que r ¢ P considerando a localizacdo S~ A, onde
S={r"|n e Ny}
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11. Anéis de polinémios

Exemplo 11.1. R[z| é um subanel do anel de fungoes f: R — R. Os seus elementos sao da
forma

f(z) =apa" +---+ao, @ €R,

portanto, os coeficientes a;, i € Ny, determinam completamente f(x) (se k > n, define-se
ar, = 0). Seja g(x) outro polinémio

g(x) = bpx™ + - + bo.
As operacoes em termos dos coeficientes sao

f(l’)—l—g(:ﬂ):crmr_{_..._'_CO

(11.1) =
F(@) - g(x) = dsa® + -+ do

(11.2) = dk: Z aibj
i+j=k

De seguida pretendemos definir polinémios com coeficientes num anel arbitrario.

Exemplo 11.2. Se definirmos Zs[z] como um subanel das funges Zy — Zz entao sé haveria no
maximo quatro polinémios. A defini¢ao apropriada tem que ser feita em funcao dos coeficientes.

Definicao 11.3. Seja A um anel. Considere-se
Alz] :={a: Ng - A | Inen, : n > N = a(n) =0}.
Define-se as operagoes de adi¢ao e multiplicagao em Alx| da sequinte forma:
(11.3) (a+b)(n) =a(n)+b(n)
(11.4) (@b =3 a@p()
i+j=n

0 1
Notagao 11.4. 1. z denota a sucessao z: Ng — A t.q. x(n) = {1’ n#
, =
2. 141, denot 30 Ly No— A tog. Ly(n) =40 =Y
. enota a sucessao : .q. n) = .
Alz] Alz] 0 4. 1A[2] 0, n ?é 0

Se nao houver risco de confusao, usamos a 1 para denotar 1 4.
Observagao 11.5.
1. ]-A[z] satisfaz 1AM a=a- 1AM = a, Va € Alz];

1, k=n
2 x"(k):{o k#n

3. Va € Alz], az™ = z"q;
4. Em geral, se a € A[z] é t.q. a(n) € Z(A), Vn € Ny, segue que a € Z(A[x]).

Proposigao 11.6. Os elementos de A[x] podem ser escritos de forma inica como se seque:

f(x):an$n+"'+alx+a05 alEA
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Dado outro elemento g(x) = bpx™ + - - + bz + by, temos

n+m
(11.5) f@)+g(@) =) (ai + b)a’
i=0
n+m 7 .
(11.6) f@)ga) =>" D aibi_j | 2.
i=0 \j=0

Com esta estrutura Alz] é um anel t.q. x € Z(Alx]). A fungdo A — Alz];a — a1y, € um
homomorfismo injectivo de anéis. Se A € comutativo, entao Alx] também o é.

Exemplo 11.7. Zy[z] é um anel comutativo com carateristica 2 e |Zs[z]| = |N|.

Definigao 11.8 (Homomorfismo de avaliagao). Seja A um anel comutativo e seja ¢ € A, entdao
existe um homomorfismo eval.: Alxz] — A dado por

eval. (Z aixi> = Zaici €A
i=0 i=0

Notacao 11.9. Dado f(z) € A[z] é habitual usar f(c) para denotar eval.(f(x)).

Exemplo 11.10. Seja f(z) = 1 4 x4 2% € Zo[z]. Temos f(0) = f(1) = 1, mas f(z) # 1z,

De forma andloga, podemos definir polinémios em vérias variaveis, zi,...,x, com coefi-
cientes num anel A.

Definicao 11.11. Consideremos o conjunto
Alzy,...,zp) ={a: Ny - A|3IN :k; > N,i=1,....,n=a(ky,...,k,) =0}.
Dados a,b € Alxy,...,x,) e dado K = (k1,...,k,) € Njj, define-se
(a+b)(K)=ua(K)+b(K)
(ab)(K) =Y a(I)b(J).

I+J=K
Com estas operagoes A[z1,. .., x,] é um anel cuja identidade é a funcdo 141, . 4,1 Ng — A

dada por

1, K=(0,...,0
1A[:1:1,..‘,xn](K) = { ( )

0, caso contrario

Se z; € Alz1,...,xy] designa a funcao Njj — A que vale 04 em todos os pontos e vale 14
no i-ésimo vector da base canénica, e;, entdao qualquer elemento f(xy,...,z,) € A[z1,...,Zy)
pode ser escrito de forma tinica como se segue:

(11.7) flz1,...,xn) = Z iy T -
0<i1 yornsin <N
Notagdo 11.12. Dado I = (iy,...,i,) € N§ denotamos z! =z ... gin.

n

Com esta notagao a férmula (11.7) escreve-se na seguinte forma:

flz1,...,2n) = Z arxl.

IeNg

Observacao 11.13. z; € Z(A[z1,...,x4)).

Exemplo 11.14. Seja f(z,y) = 1 + zy, g(z,y) = = + y elementos de Zs|x,y]. Temos
fley)g(e,y) = L+ay)(x +y) = +y+a’y +ay’
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11.1. Homomorfismos a partir de anéis de polinémios:

Sejam A e B anéis comutativos. Recorde-se que A C Alx1,...,z,], portanto dado um homo-
morfismo ¢: Alxy,...,z,] — B, obtemos um homomorfismo por restricao f := ¢|s4: A — B.
Seja b; = p(x;), i =1,...,n. Entao ¢ é determinado por f e por by,...,by:

@ (Z aw]) = wlarz") = planp(a")
I I I
= Z f(af)w(xil ery) = Zf(al)w(ﬂﬁl)il ()
I

I

(11.8) =" flanpy - by
I

Proposicao 11.15. Dar um homomorfismo ¢: Alxi,...,x,] — B € equivalente a dar um
homomorfismo f: A — B en elementos by,...,b, € B. O homorfismo ¢ determinado por f,
bi,...,by, € B € dado por (11.8).

Observagao 11.16. O anel A[zy,...,x,] é determinado a menos de isomorfismo por esta pro-
priedade, i.e., se C'é um anel t.q. C' D A e C satisfaz esta propriedade, entao C = Alzxy, ..., x,].

Para o caso em que A ou B nao é comutativo, ver Exercicios 2.11.3.
Proposicao 11.17. Alxy,...,zp4k) = (Alz1, ..o, 2n)) [Tnt1s - o Totk)-
Demonstragao. Demonstramos o caso n = k = 1, i.e., mostramos Alz,y] = Alz][y].

Defina-se ¢: Alx,y] — Alz][y] t.q.

ola) =a, VaeA
p(z) =
v(y) =y,

onde a e x sao considerados como polinémios constantes em y com coeficientes em A[z]. Defin-
imos também : Alz][y] — Alz,y] t.q.

Y| Az = inclusdo Afz] — Alz,y]
b(y) =y.
Entao, ¢ 01 é um homomorfismo A[z|[y] — Ax][y] t.q.

© 0| g = 1d gy

po(y) =y,
portanto ¢ o ¢ = id g[4jy)- Da mesma forma,
popla=ida
Yop(r) =,
booly) =v,
logo 1 o ¢ = id g[y - (]

Exemplo 11.18. Seja f(z,y) = 322y + 5z + 1 € Z[z,y], entdo, o valor do homomorfismo ¢ da
demonstragao acima em f(z,y) é

o(f(x,y) = (32*) y + (bx + 1) - 1 € Z[z][y].
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Exercicios
2.11.1. Mostre que eval. : A[z] - A é um homomorfismo de anéis (ver Definigao 11.8).
2.11.2. Seja A = M (Z).
(a) Dada uma matriz M € A qualquer, mostre que (z + M)(x — M) = 2% — M? em
Alz].
(b) Dé um exemplo de matrizes M, N € A tais que (N + M)(N — M) # N? — M?.
Conclua que a Proposi¢cao 11.15 pode ser falsa se os anéis nao forem comutativos.
2.11.3. (Propriedade universal do anel de polinémios A[x1,...,zy], quando A nao é necessari-
amente comutativo.) Sejam A, B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo de anéis tal
que
d4by,...,b, € B Vl,j Vae A bibj = bjbi e <p(a)bi = bigo(a) .
(a) Mostre que existe um tinico homomorfismo ¢ : A[xy,...,z,] — B tal que @|4 = ¢
e ¢(x;) = b;.
(b) Mostre que a propriedade anterior determina o anel A[zy,...,z,|, a menos de iso-
morfismos.
2.11.4. Seja A um anel comutativo. Se f = apz™ + -+ a1x + ag é um divisor de zero em A[x],
mostre que existe b € A\ {0} tal que ba, =--- = bag = 0.
2.11.5. Seja A um anel comutativo e seja S um subconjunto multiplicativo de A. Mostre que
STHA[z]) = (ST A)[x].
2.11.6. Seja A um anel comutativo e a € A. Mostre que az + 1 é inverivel em A[z] se e s6 se a

é nilpotente em A.
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12. Séries formais
Definicao 12.1. Seja A um anel. Considere-se
Alla]] == {a: No — A}.
Define-se as operagies de adicio e multiplicacio em Al[z]] da sequinte formas
(12.1) (a +b)(n) = a(n) + b(n)
(12.2) (a-b)(n) = > ali)b(y)
i+j=n

A[[z]] diz-se o anel das séries formais de coeficientes em A.

Observagao 12.2. A identidade de A[[z]] é a sucessao 1 4, dada por

1, n=0
1A[[x]](n):{0 n 0.

Notacao 12.3. (a) x designa o elemento de A[[x]] cujo valor em n € Ny é

1, n=1
z(n) =
{0, n# 1.
(b) >°° yanz™ denota o elemento de A[[z]] correspondente & sucessao (an)nen, -

Observagao 12.4. 1. Afz] é um subanel de A[[z]];
2. Se é A comutativo, entao A[[z]] é comutativo;

3. Se A é um dominio integral, entdo A[[z]] ¢ um dominio integral.

Lema 12.5. Seja f(z) =>.,°  apnx™ € Al[z]]. Entao f(z) € Al[z]]* sse ap € A*.

Demonstracao. Seja ag € A*. O inverso & esquerda g(z) = >, b,a™ para f(x) ¢ dado pelo
resolucao do seguinte sistema (infinito) de equagoes:

boa0:1<:>b():a(;1

biag + bpa1 =0 < by = —boalao_l = —aglalagl

bnao + -+ + boan = 0 & by = — (bp_1a1 + - - - + boan) ag .

De forma andloga obtém-se o inverso a direita h(x) € A[[z]]. Como g =g-1 = g(fh) = (gf)h =
1-h = h, concluimos que f(z) é uma unidade.

Reciprocamente, se f(x) é uma unidade, entdo segue da existéncia de um inverso de f(x)
que ag € A*. O

Exemplo 12.6. Scja f(z) = > o2 2" € A[z]]. Entao, pelo lema anterior f(z) tem um
inverso que pode ser calculado resolvendo o sistema correspondente & equacgao (f(z)) "L f(x) = 1,
obtendo-se (f(x))~! =1 — z. De facto,

oo o o o0 o0
(l—x)g x”zg x"—g x”H:E :c”—g " =1.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
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Exercicios
2.12.1. Seja A um anel. Mostre que, para n > 1,
(a) Mp(A)lz] = M, (Alz]);
(b) My (A)[[2]] = My (A[l]]).
2.12.2. Justifique as seguintes afirmagcoes:
(a) O polinémio = + 1 é uma unidade em Z[[z]], mas nao em Z[z].
(b) O polinémio x2 + 3z + 2 é irredutivel em Z[[z]], mas nio em Z[z].
2.12.3. Se k é um corpo, mostre que k[[z]] é um anel local. Sera k[z] um anel local?
2.12.4. Seja k um corpo. Mostre que:

(a) Qualquer f € k[[z]]\ {0} se escreve na forma f = z*u com k € Ny e u € k[[z]]*.
(b) Os ideais em k[[z]] sao {0} e (z¥), com k € Ny, logo k[[z]] é um d.i.p.
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13. Factorizacao em anéis de polinémios
Definigao 13.1. Seja A um anel e seja f(x) = apx™ +an_12" 4+ +ag € Alz] t.q. a, # 0.
Diz-se que n € o grau de f e denota-se por deg f. Se f =0, define-se deg f = —o0.
Teorema 13.2. Para f,g € Alx], tem-se
(i) deg(f +g) < max{deg f,degg};
(ii) deg(fg) < deg f + degyg;

(iii) se os coeficientes de maior grau de f e g ndo sao divisores de zero, entao deg(fg) =
deg f + degg.

Exemplo 13.3. Seja A = Zg. Os polinémios f(r) = 2z + 1 e g(x) = 3z% + 2 em Zg[r] tém
graus 1 e 2, respectivamente, mas f(z)g(x) = 322 +4x +2 tem grau 2 (e ndo deg f +deg g = 3).

Teorema 13.4 (algoritmo de divisao). Sejam f(z),g(x) € Alz] \ {0} t.q. g(z) = bpa™ +
bp12" L4+ by com b, € AX. Entdo Jlq(x),r(z) € Alz] t.q.

f(z) = q(@)g(z) +r(z) e degr(z) < degg(x).
Demonstragao. Se deg f < deg g, entdao como b, € A*, temos
f=q9+r<q=0Anr=f
Se deg f > degg =n, sejam m =deg f e a; € A, t.q.
f(z) = amz™ + -+ + aop.

Entdo, a equacdo f = qg + 7, com q(z) = cpa® + --- + ¢ e degr < n, verifica-se sse

(i) k+n=m
(i)
Ckbn = am
Ck—1bn + crbpn—1 = am-1
(13.1)
cobp + c1bp—1+ -+ ckbpk = am_k =an
(iii) » = f — qg.
O sistema (13.1) tem soluc@o unica:
Ck = amb,!
_ ~1
k-1 = (am—1 — crbp—1) by,
o = (an —c1bp—1 — — ¢pby_g) byt
portanto, o resultado segue. O

Coroldrio 13.5. Se k é um corpo, entao k[x] € um dominio euclidiano com ¢: Alx]\ {0} —
No; f — deg f. Em particular, k[x] € um d.ip. (e portanto um d.fu.).

Definicao 13.6. Seja f € Alzy,...,x,). Um elemento ¢ = (c1,...,cy) € A" diz-se uma raiz
de f sse
f= Zaﬂ?[ = Zajclf cfln =0.
I I
Ou seja, ¢ € uma raiz de f se f(c) = f(c1,...,¢n) =0.

Corolario 13.7. Seja A um anel comutativo, seja f(x) € Alx] e seja ¢ € A. Entdo ¢ € uma
raiz de f(x) sse x — c | f(x).
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Demonstracao. Se x—c | f é claro que f(c) = 0. Suponhamos que f(c) = 0. Sejam ¢, r € A[z]
t.q. degr <1le

f(x) = (& = c)q(z) +7r(x).
De f(¢) =0, vem f(c) =r(c) =0, i.e., r =0, portanto (x — ¢) | f(x). O

Corolario 13.8. Seja D um dominio integral. Entio f € D[x]\ {0} tem no mdzimo n = deg f
raizes distintas.

Demonstragao. Sejam ¢y, ¢, ..., ¢y, raizes distintas de f. Entao f(z) = (z — ¢1)q1(x), para
algum ¢q1(x) € D[z]. De f(c2) = 0 vem q1(c2) = 0 pois co — ¢1 # 0, logo f(x) = (x — ¢1)(x —
¢2)q2(x). Prosseguindo, obtemos f(z) = (x—c1) - - - (£ —¢m ) gm(x) para algum ¢, (z) € D[x]\{0},
logo m < n =deg f. O

Exemplos 13.9. 1. A condigao de D nao ter divisores de zero é necesséaria: f(z) = 2z(x+1) €
Z4[x] tem 4 raizes;

2. A comutatividade também é necessaria: 2 + 1 tem infinitas raizes em H]x].

Exemplos 13.10. 1. Se k = C entao todos os polinémios de grau positivo tém raizes, logo
f € Clx] é irredutivel sse deg f = 1.

2. Se k satisfaz a propriedade de 1. entao k diz-se algebricamente fechado.
3. Se k =Re f € R[z] entao existe c € C t.q. f(c) = f(¢) = 0. Portanto, temos

(z —c)(x —¢) = (2% —2Re(c)z + |c>) | f(z) em R[z],
sec¢Re
(z—c)| f(z) emR[z]
se ¢ € R. Concluimos que f € Rz] é irredutivel sse deg f = 1, ou deg f = 2 e f nédo tem
raizes reais.

4. Pode mostrar-se que em Z[x] ha polinémios irredutiveis de todos os graus.

Em geral, se D é um dominio integral:
(a) Dla]* = D*;
(b) se ¢ € D é irredutivel, entdo o polinémio constante f(x) = ¢ é irredutivel em D|[z];

(c) se f(x) =ax+cea€ D* entdo f é irredutivel.

13.1. Factorizagao em Z|x]

Lema 13.11. Se f € Z[x] tem uma factoriza¢ao ndo trivial em Qx| entdo f tem uma factor-
iza¢do ndo trivial em Z[x].

Demonstracao. Seja f(z) = g(z)h(z) em Q[z] e sejam m,n € Z t.q. g1 = mg, h1 = nh € Z[z].
Temos
mnf(x) = gi(x)hi(x) € Zlx].
Seja p primo t.q. p | mn. Entao
0 = g1 () (@) € Z,lo] =
g1(z) =0V hi(z) =0
plor() V| ha(z) =

f?ﬂ@zm@ﬁw em Z[a].

Prosseguindo, obtemos uma factorizagao nao trivial de f(z) em Z[z]. O
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Proposigao 13.12 (Critério de Eisenstein). Seja
f(@) = amz™ + -+ ap € Z[z]
suponha-se que Ap € N primo t.q.
1. pfan
2. P | Am—1,-.-,00
3. p*fao
Entao f ¢é irredutivel em Qlx].

Demonstragao. Suponhamos que f verifica as condi¢des do enunciado. Se f se factoriza em
Qlz], entao f factoriza-se em Z[z]:

f(z) = (bpz" + -+ bg)(csz® + -+ + o)

com 7,5 < m, b;,c; € Z. Como p? { ag, vem p { by ou p { cg, mas p | bpcy. Podemos supor p | by
e p{co. Entao

a1 = bocy + bico =p| b
as = bocg + bici + baco =p| b
ar = bocy + -+ + brcy =p|b=plan. Contradigao! O

Exemplo 13.13. Em Z[z], temos
P —1= (-1 4+ +1).

Seja f(x) = P71 4+ .- + 1. vejamos que f é irredutivel. Note-se que f(z) é irredutivel sse
f(x 4+ 1) é irredutivel, pois

f(@) = g(@)h(x) = f(z+1) = g(z+ Dh(z + 1)

e g(x), h(x) sdo unidades sse g(x + 1), h(x + 1) o forem.

Temos
1
)= —"— )P —1
fa+1) = — @+ 1 - 1)
12
2 (1)
T k
k=1
" (p
=3 (1)
k=1
=Pl paP 24+ 4p

Note-se que

1. pt1

2.p| (%), k=1,...,p—1
3. 071 (1),

logo, pelo criterio de Eisenstein, f(z + 1) é irredutivel e portanto f(z) também o é.
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13.2. Factorizagao em D[z] para um dominio integral D:

O Lema 13.11 e a Proposigao 13.12 podem ser generalizados para um dominio integral arbitrario
D. Para efeito é necessario substituir Q pelo corpo de fracgoes k = Frac(D). O resultado
seguinte pode demonstrar-se usando estas generalizagoes e o facto de k[z] ser um d.f.u.

Teorema 13.14. Seja D um d.f.u., entdo D[z] é um d.f.u..
Corolério 13.15. Seja D um d.fu., entio D]xy,...,zy,] € um d.fu..

Demonstragao. Segue imediatamente do teorema e do isomorfismo

Dlz1,...,xy) = D[z, ..., Tn-1][zn]- O

Exercicios

2.13.1. Seja D um dominio integral e ¢ € D um elemento irredutivel. Mostre que o ideal
(x,¢) C D[z] ndo é principal. Portanto D[z| ndo é um d.i.p..
2.13.2. Mostre que os seguintes anéis nao sao d.i.p.:
(a) Zx];
(b) k[z1,...,2,], onde k é um corpo e n > 2.
2.13.3. Seja f =Y a;a* € Z[z] e p € Z um primo. Seja f = > a;a’ € Zy[z].
(a) Mostre que, se f é ménico e f é irredutivel em Z,[x] para algum primo p, entao f
é irredutivel em Z|x].
(b) Dé um exemplo que mostre que a alinea anterior é falsa se f nao for um polinémio
monico.
(c) Generalize a alinea (a) para polinémios com coeficientes num d.f.u..
2.13.4. (a) Seja A um anel comutativo, b € A e ¢ € A*. Mostre que existe um dnico automor-
fismo de A[z] tal que x — cx + b e cuja restricao a A é a identidade id4. Determine
0 seu inverso.
(b) Seja D um domineo integral e seja ¢ € Aut(D[z]) tal que ¢|p = idp. Mostre que ¢
é da forma descrita em (a).

2.13.5. Seja k um corpo. Mostre que z e y sao coprimos (i.e. MDC(z,y) = 1) em k[z,y], mas
klz,yl = (1) 2 (=) + (y).



Capitulo 3

Categorias

1. Definicao e exemplos

Definicao 1.1. Uma categoria C é uma classe Ob(C) munida de
(a) conjuntos disjuntos Home(X,Y), VX, Y € Ob(C);
(b) uma operagdo

VX,Y,Z € Ob(C), Home(Y,Z) x Home(X,Y) > Home (X, Z)

t.q.
1.V f € Home(Z, W), g € Home(Y, Z), h € Home(X,Y)

(fog)oh=fo(goh);
2. VX € Ob(C) Fidx € Home(X, X) :
foidx =f, Vfe€Home(X,Y)
idxog =g, Vge&Home(Y,X)

Notagao 1.2. Os elementos de Ob(C) dizem-se objectos de C. Os elementos de Home (X, Y)
dizem-se morfismos de X em Y. Também se usam as notagoes Hom(X,Y) ou C(X,Y) para
denotar os morfismos de X em Y na categoria C. A classe de todos morfismos de C é denotada
Home.

Exemplo 1.3. Set é a categoria cujos objectos sdo os conjuntos e cujos morfismos sao as fungoes
entre conjuntos, com a operacao de composicao de funcgoes.

Observagao 1.4. Como o exemplo anterior mostra, em geral, a classe dos objectos de uma
categoria nao é um conjunto.

Exemplo 1.5. A classe dos grupos e homomorfismos de grupos com a operacao de composicio
é uma categoria Grp - a categoria dos grupos.

Exemplo 1.6. A classe dos anéis (com identidade) e homomorfismos de anéis que preservam
a identidade é uma categoria Ring.

Exemplo 1.7. Seja G um grupo. A classe dos conjuntos-G com as fungoes equivariantes é uma
categoria Setg.

Exemplo 1.8. Seja k um corpo. A classe dos espagos vectoriais sobre k com as transformagoes
lineares-k é uma categoria Vecty.
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Observagao 1.9. Em todos os exemplos acima, os objectos sdo conjuntos com estrutura adi-
cional e os morfismos sao fungdes entre conjuntos que preservam a estrutura. Nem todas as
categorias sao deste tipo, como veremos a seguir.

Exemplo 1.10. Seja G um grupo. Definimos Cg como a categoria que tem um sé elemento,
G, com morfismos Home,, (G,G) = G e com a composi¢ao dada por multiplicagdo em G.

Exemplo 1.11. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entao (X, <) determina
uma categoria cujos objectos sao os elementos de X e t.q., para z,y € X, Hom(z,y) tem um
elemento se x < y e Hom(z,y) = &, caso contrario.

Observagao 1.12. Como este exemplo ilustra, se X # Y, pode ter-se Hom¢(X,Y) = @.

Exemplo 1.13. Seja C uma categoria. Define-se C°? como a categoria que tem os mesmos
objectos que C e cujos morfismos sao dados por

Homeor (X, Y) := Home (Y, X),
e cuja composigao é dada por
focorg:=gocf,
onde g € Homeor(X,Y) e f € Homeor(Y, Z). Diz-se que C é a categoria oposta de C.
Definigao 1.14. Sejam X,Y objectos de uma categoria C. Se ezistem f € Home(X,Y), g €
Home (Y, X) t.q. fog=1idy ego f =1idx, diz-se que X e Y sao isomorfos e denota-se X =Y.
Diz-se que f,g sao isomorfismos.

Exemplos 1.15.

1. Em Grp, Ring, Vecty, os isomorfismos coincidem com as definigbes dadas anteriormente (Exer-
cicio 3.1.2).
2. Em C¢ todos os morfismos sao isomorfismos.
Definigao 1.16. Seja C uma categoria e sejam X,Y € Ob(C). Diz-se que f € Hom¢(X,Y) €
moénico, ou um monomorfismo, se
Vzeob(c) Vo.getome(zx) fog=fogd =g=4.
Diz-se que f € epi, ou um epimorfismo, se

Vzeon©) Yhpetome(v,z)y hof=hof=h="H.
Exemplos 1.17. Em Set, Grp e Ring os morfismos moénicos sdo aqueles que sao fungoes injec-
tivas. Os morfismos epi sdo os que sao funcgoes sobrejectivas em Set e Grp. Mas em Ring hé
morfismos epi que nao fungoes sobrejectivas, por exemplo, a inclusao Z — Q é epi e claramente
nao é sobrejectiva.

Exemplo 1.18. Seja Top a categoria dos espagos topoldgicos com as aplicagdes continuas como
morfismos. Se X,Y € Top e f € Homr,,(X,Y), entdo f é epi sse im f é denso em Y.

Exercicios

3.1.1. Seja f : X — Y um isomorfismo na categoria C. Mostre que existe um wunico morfismo
g:Y - X talque fog=1idy ego f =idx.

3.1.2. Mostre que a Definicao 1.14 de isomorfismo nas categorias Grp, Ring, Vecty, coincide com
as defini¢coes dadas anteriormente. Isto é, mostre que dado um morfismo f : X — Y na
categoria C tal que existe um morfismo g : Y — X satisfazendo fog =idy e go f =idx
sse f é uma bijeccao, onde C é uma das categorias Grp, Ring, Vecty.

3.1.3. Mostre que, na categoria Cg definida no Exemplo 1.10, todos os morfismos sao isomor-
fismos, epimorfismos e monomorfismos.
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2. Produtos e coprodutos

Definicao 2.1. Seja C uma categoria e seja {A; | i € I} uma familia de objectos de C. Um
produto desta familia € um objecto P € Ob(C) com morfismos m; € Home(P, A;), i € I,
t.q. dado B € Ob(C) e morfismos p; € Home (B, A;), i € I, existe um inico morfismo ¢ €
Home (B, P) que, para cada i € I, faz comutar o diagrama

P

N 7
at

v

Exemplo 2.2. Em Set o produto é o produto cartesiano.

Exemplo 2.3. Em Grp, dada uma familia de grupos {G; | i € I}, o produto directo P =
[Lic; Gi, com as projecgoes m;: P — Gy, i € I, ¢ um produto.

Exemplo 2.4. Em Ring, dada uma familia de anéis {4; | i € I}, o produto directo de anéis

P =TI,c; Ai ¢ um produto.

Em geral, o produto pode nao existir, como o exemplo seguinte mostra.

Exemplo 2.5. Seja Field a categoria dos corpos e homomorfismos de corpos. Note-se que a
existéncia de um homomorfismo de corpos k — k' implica car k = car k’. Concluimos que nao
existe em Field o produto de F), :=Z, e Q.

Teorema 2.6. Sejam P, (Q produtos de uma familia de objectos {A; | i € I} numa categoria C.
Entao P = Q.

Demonstracgao. Sejam m; € Home (P, 4;), 0; € Home(Q, A;), i@ € I, os morfismos de estrutura
dos dois produtos. Do facto de P, ) serem produtos em C, obtemos

f € Home(P,Q), g€ Home(Q,P)
t.q.
oiof=m, mog=uo;,
logo g o f € Homg(P, P) satisfaz
mio(gof)=oiof=m=moidp,
o que implica g o f = idp. Da mesma forma se prova f o g = idg. (]

Definigao 2.7. Seja {A; | j € I} uma familia de objectos de C. Um coproduto desta familia é
um objecto S conjuntamente com morfismos v; € Home(A;,S), j € 1, t.q., dado B € Ob(C), e
morfismos ¢; € Home(A;, B) existe um tunico morfismo ¢ € Home (S, B) que faz comutar, para
cada j € I, o diagrama

AJL>B

7
L 4
|
S

Teorema 2.8. Sejam (S,{¢; | j € I}) e (S".{} | j € I}) coprodutos de {A; | j € I} em C.
Entao S = S'.

Notagao 2.9. Denotamos por [[..; A; o coproduto de {A; | j € I}, quando este existe.

Jjel
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Exemplo 2.10. Seja {A; | j € I} uma familia de grupos abelianos. Recorde-se que a soma
directa €D ;c; A; é o subgrupo de [[,c; A; dado por:

P A; = {(aj)jer | I{i € T aj # 0} < oo}

jel

Para cada j € I, define-se ¢;: A; — @, Aisa — (a;)icr, onde

a, 1=
a; = . .
0, i#j.

Vejamos que (¢ Aj, {¢; | 7 € I}) é um coproduto na categoria Ab.
De facto, dados 1»; € Homayp(A;, B), definimos

¥ ((ai)ier) = Y ¢ilaq).

el

Note-se que a soma estd bem definida porque s6 um numero finito de parcelas sao nao nulas.
Claramente v € Homay, (®ier, B) e, por construgao

Yo =1

3.2.1.

3.2.2.
3.2.3.

Exercicios

Seja (S, {tj}jer) um produto da familia {A; | j € I} em C. Mostre que (S, {¢;}jer) é um
coproduto em C°P.
Demonstre o Teorema 2.8.

Mostre que, na categoria dos conjuntos Set, qualquer familia {A; | j € I} tem um
coproduto.
Sugestao: Considere

HAj = {(a,]) € (UjGIAi) x I ’ a € Aj}

jel
com as “inclusdes” ¢; : Aj — [[;c; A; dadas por a — (a,j). O conjunto [[;c; A; diz-se
a unido disjuntas dos conjunto A;.
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3. Objectos universais

Definicao 3.1. Um objecto I numa categoria C diz-se inicial se
VC € Ob(C) |Home(I,C)| = 1.
Um objecto T' € Ob(C) diz-se terminal se
VC € Ob(C) |Home(C,T)| = 1.

Exemplo 3.2. Em Set, & é um objecto inicial. Se X é um conjunto t.¢. | X| =1, entdo X € Set
é um objecto terminal.

Exemplo 3.3. Na categoria Field nao ha objectos iniciais nem terminais, pois
Homgielq (F1, F2) # @ = car Fy = car Fy.

Teorema 3.4. Sejam 11, I> objectos iniciais de uma categoria C. Entao Iy =2 Iy. O mesmo se
verifica para objectos terminais.

Demonstragao. Seja f: I1 — I e g: Is — I; os morfismos cuja existéncia é garantida pela
hipétese do enunciado. Temos, f o g: Is — I3, logo por unicidade, f o g = id;,. Da mesma
forma se prova que go f =idy,. U

Exemplo 3.5. Sejam Ai, As objectos de uma categoria C. Definimos uma categoria D cujos
objectos sao pares (B, {p1,p2}) onde p; € Hom¢(B, A;). Os morfismos em D, (B, {p1,p2}) —
(B',{p},p4}) sao morfismos f: B — B’ de C t.q. o diagrama

B f

B/

comuta para ¢ = 1, 2.

Um objecto (P,{m: P — A;}) nesta categoria ¢ terminal sse (P,{m: P — A;}) é um
produto em C: dar p;: B — A;, i = 1,2, é equivalente a dar um objecto (B, {p;}) € Ob(D) e
dar f: B — P fazendo comutar, para ¢ = 1, 2,

f

A;

é equivalente a dar um morfismo (B, {p;}) — (P, {m;}) em D.

B

P

Observagao 3.6. O Exemplo 3.5 e o Exercicio 3.3.4 podem ser generalizados para o caso de
uma familia arbitrdria de objectos {4; |i € I} em C.

Exercicios

3.3.1. Mostre que o grupo trivial {1} é um objecto final e inicial na categoria Grp.

3.3.2. Mostre que o anel trivial {0} é um objecto terminal e Z é um objecto inicial na categoria
Ring.

3.3.3. Mostre que um objecto T' é terminal na categoria C sse T é inicial em C°P.

3.3.4. Dada uma categoria C, defina uma categoria D onde os objectos iniciais de D correspon-
dem aos coprodutos de C.
Sugestao: Exemplo 3.5.
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4. Functores e transformacoes naturais

Frequentemente estudam-se relagoes entre vérias categorias. Para esse efeito existe uma nogao
de morfismo entre categorias.

Defini¢ao 4.1. Um functor (covariante) entre duas categorias, C, D, é um par de fungoes
(denotadas pelo mesmo simbolo) T: Ob(C) — Ob(D) e T': Hom¢ — Homyp t.q.

1. f e Home(X,Y) = T(f) € Homp(TX,TY);

2. T(idyx) = idrx;

3. T(fog)=T(f)oT(g)-

Definicao 4.2. Substituindo na Definicao 4.1 as condicoes 1. e 8. por

1. f e Home(X,Y) = T(f) € Homp(TY,TX);

3. T(fog)=T(g)oT(f)

obtém-se a noc¢ao de functor contravariante. Fxcepto menc¢ao em contrdrio, todos os functores
considerados sao covariantes.

Notagao 4.3. Utilizamos T': C — D para denotar que 1" é um functor covariante de C em D.

Exemplo 4.4. A funcdo T: Grp — Set, que envia um grupo no seu conjunto de suporte (o
conjunto dos seus elementos), esquecendo a estrutura de grupo, e que envia um homomorfismo
na respectiva fungéo entre conjuntos suporte, é um functor. Designa-se functor de esquecimento.

Exemplo 4.5. Da mesma forma, existem functores de esquecimento Ring — Set, Field — Set,
Setg — Set.

Exemplo 4.6. Sejam G, G’ grupos e seja a: G — G’ um homomorfismo. Entao « define um
functor Co — Cer.

1

Exemplo 4.7. Seja G um grupo e seja i: G — G’ a fungdo i(g) = g~'. Entao i define um

functor contravariante de Cg em Cg, pois
Vg,heG i(goh)=i(gh)=(gh)~' =h"'g"" =i(h)oi(g).
Exemplo 4.8. As funcgoes
Vecty, 5 V — V* := Homvect, (V. k)
Homveet, (V. W) 2 f= (f*: W = V50— o f)
definem um functor contravariante Vect, — Vecty.

Definicao 4.9. Seja C uma categoria. Uma subcategoria de C € uma subclasse de objectos
Ob(C") € Ob(C) munida de subconjuntos Home/(X,Y) C Home(X,Y), VX, Y € Ob(C), t.q.
(Ob(C"),Home¢r) € uma categoria (com a operagio de composi¢ao de C).

Exemplo 4.10. Os grupos abelianos e homomorfismos de grupos abelianos formam uma sub-
categoria de Grp denotada Ab.

Exemplo 4.11. A categoria Coly cujos objectos sao os espagos vectoriais sobre k da forma k",
n € N, e cujos morfismos sao as transformacoes lineares k™ — k', é uma subcategoria de Vecty.

Observagao 4.12. Se C' C C é uma subcategoria, as inclusées Ob(C’) € Ob(C) e Homer C
Hom¢ definem um functor i: ¢’ — C.

Definicao 4.13. Sejam C,D categorias e seja T: C — D um functor. Entao,

1. seT: Ob(C) — Ob(D) eT: Home — Homp sdo fungoes bijectivas, T' diz-se um isomorfismo
de categorias e as categorias C e D dizem-se isomorfas ou equivalentes.
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Vx,yeon©) Vs, aome(x,y) T(F)=T(f)=f=f.
diz-se que T € fiel;
3. se
Vx,veob(c) YgeHomp (TX,TY) IfcHome(x,y) 1 (f) =g
diz-se que T' € pleno.
Observagao 4.14. Um functor T: C — D é fiel sse
Vxyeobe)y T Home(X,Y)— Homp(TX,TY)
é injectivo; e é pleno sse
Vxyeobe)y T: Home(X,Y)— Homp(TX,TY)
é sobrejectivo.
Exemplo 4.15. O functor de inclusao T: Ab — Grp é fiel e pleno, pois
Va,meobab) Homerp (G, H) = Homap (G, H),
mas nao é um isomorfismo de categorias pois T: Ob(C) — Ob(D) nao é sobrejectivo.

Exemplo 4.16. O functor de esquecimento E: Grp — Set é fiel mas nao é pleno, pois, em
geral,

Homg,, (G, H) C {f: G - H} = Homg (G, H).
Definicao 4.17. Uma categoria C diz-se concreta se existe um functor fiel o: C — Set.

Muitas categorias tém uma estrutura ébvia de categoria concreta pois os seus objectos sao
conjuntos com estrutura adicional e os morfismos sao fungoes que preservam essa estrutura.
Nesse caso 0: C — Set é simplesmente o functor de esquecimento.

Exemplos 4.18. Grp, Ring, Field e Setqs sao categorias concretas. Neste caso, o é o functor
de esquecimento.

Mesmo que a categoria nao seja de forma ébvia uma categoria concreta, pode ser possivel
definir ¢ por forma torné-la concreta.

Exemplo 4.19. Se G é um grupo, Cg é uma categoria concreta: o: Cg — Set envia o Unico
objecto no conjunto G e envia cada morfismo g € G na fungao l;: G — G; h — gh.

Ha também exemplos de categorias que nao podem ser concretizadas, mas estes exemplos
saem do ambito destas notas.

Definigao 4.20. Dados dois functores S,T : C — D, uma transformagao natural o : § —
S € uma fungdo o : Ob(C) — Homp (denotada pela mesma letra) que a cada objecto C €
Ob(C) faz corresponder um morfismo ac € Homp(S(C),T(C)) tal que VA, B € Ob(C) eV f €
Hom¢ (A, B) o sequinte diagrama comuta

A S(A) 4~ T(B)
fl sml lT(f)
B S(B) — >~ T(B)

Ou seja, uma transformagao natural pode ser vista como um morfismo entre functores.
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Exemplo 4.21. Seja A um anel comutativo e M,(A) o mondide das matrizes n x n de en-
tradas em A, com o produto. Como M € M,(A) é invertivel se e s6 se det4(M) € A* e
det4(MN) = det4(M)det4(N), o determinante define um homomorfismos de grupos (multi-
plicativos) det4: GLy(A) — A*. Além disso, como a férmula para calcular o determinante é a
“mesma’” indepentendemente do anel A, temos que

GLTL(A) det 4 AX
GLn(f)l lfx:fle
GLn(B) detp )

é um diagrama comutivo, onde f : A — B é um homomorfismo de anéis qualquer. Ou seja,
det : GL, — ()* é uma transformacao natural entre os functores GL, : CRing — Grp e
()* : CRing — Grp. (CRing é a subcategoria plena de Ring cujos objectos s@o os anéis
comutativos.)

Exercicios

3.4.1. Mostre que dar um functor contravariante de C em D é equivalente a dar um functor
covariante T': CP? — D°P,

3.4.2. Sejam G e H grupos e f: G — H um homomorfismo de grupos.
(a) Mostre que C : Grp — Grp definido por G + [G,G] e f +— f|q,g € um functor.
(b) Mostre que @ : Grp — Grp dado por G — G/[G,G], e onde Q(f) : G/[G,G] —
H/[H, H] é o homomorfismo de grupos induzido por f, é um functor.
(c) Mostre que as projeccoes canénicas 7g : G — G/[G, G] definem uma transformagcao
natural entre o functor identidade id : Grp — Grp e o functor “quociente pelo
comutador” @) : Grp — Grp da alinea anterior.

3.4.3. Mostre que nao existe nenhum functor Grp — Ab tal que a cada grupo G faz corresponder
o seu centro Z(G).

3.4.4. Seja Ob(C) o conjunto dos pares (A,S), onde A € Ob(CRing) e S C A é um conjunto
multiplicativo, e
Home¢((A4,S), (B, R)) = {f € Homcring(A4, B) | f(S) C R} .
(a) Mostre que C é uma categoria.
(b) Mostre que F(A,S) = S~tA define um functor F : C — CRing.
(c) Seja £ : C — CRing o functor de esquecimento definido por E(A

objectos de C. Mostre que os homomorfismos g : A — S™1A, pg(a)
uma transformacao natural entre os functores E e F'.

S) = A nos

1, definem



Capitulo 4

Modulos

1. Definicao e exemplos

Definigao 1.1. Seja A um anel. Um médulo (& esquerda) sobre A é um grupo abeliano (M, +)
com uma operagio A x M — M denotada por justaposi¢ao (a, m) — am t.q. para todo a,b € A
em,m’ € M se tem
(a) (a+b)m = am + bm;
(b) a(m + m') = am + am’;
(c) (ab)m = a(bm);
(d) 1ym = m.
De forma andloga, define-se médulo a direita: € um grupo abeliano (M,+) munido de uma
operacao M x A — M;(m,a) — ma satisfazendo as propriedades:
(a)’ m(a + b) = ma + mb;
(b)’ (m+ m’)a = ma + m'a;
(c)’ m(ab) = (ma)b.
(d)’ mly = m.
Notacgao 1.2. Por vezes designa-se os elementos de A por escalares e os elementos M por

vectores. A operacao A x M — M (ou M x A — M, num médulo a direita) é designada por
multiplicacdo por escalares.

Observagao 1.3. A diferenca entre médulo & esquerda e médulo & direita consiste na relagao
entre o produto em A e o produto de elementos de M por escalares: o resultado de multiplicar
m € M pelo produto de escalares ab é:

e multiplicar m primeiro por b e multiplicar o resultado por a — se o modulo é a esquerda;

e multiplicar m primeiro por a e multiplicar o resultado por b — se o médulo é a direita.
E claro que se A é comutativo, as no¢oes de médulo & esquerda e & direita coincidem.

Notagao 1.4.

1. Daqui em diante, todos os moédulos considerados serao moédulos a esquerda, excepto mencao
em contrario.

2. Os médulos sobre A sao designado médulos-A.

Exemplos 1.5. Seja A um anel.



82 4. Modulos

(a) A é um médulo-A (& esquerda e a direita).
(b) Seja I C A um ideal & esquerda (direita), entdo I é um médulo & esquerda (respectivamente
a direita).

(c) A™ tem uma estrutura natural de médulo-A dada pela seguinte operacao A x A™ — A™:
a-(ai,...,an) = (aa,...,aa,).

(d) Seja (G,+) um grupo abeliano. Entao G é um moédulo-Z: dado n € N, define-se

n vezes
——
(=n)-g=(=g9)+---+(-9)

n vezes

E imediato verificar que a operagdo Z X G — (G assim definida di4 a G uma estrutura de
modulo-Z. Reciprocamente, se G é um moédulo-Z entao G é um grupo abeliano e dados
n € N, g € G, pela propriedades (a) e (d) da Definigao 1.1, tem-se

9= ) 9=y g
n vezes n vezes
Portanto, a estrutura de médulo-Z é equivalente a estrutura de grupo abeliano.

(e) Se B é um anel contendo A como um subanel, entdo B tem uma estrutura natural de
modulo-A dada pela restricdo da multiplicacio B x B— Ba Ax BC B x B.

(f) Seja k um corpo. Um mddulo sobre k é um espaco vectorial sobre k. Mais geralmente, se D
¢ um anel de divisao e M é um mddulo sobre D, diz-se que M é um espac¢o vectorial sobre
D (ou espago vectorial-D).

(g) Seja X uma varidedade diferencidvel e seja QF(X) o grupo das formas-k diferencidveis.
Entdo, 2%(X) munido da operacao de multiplicacao por funcoes diferencidveis — denotadas
C*®(X) - é um médulo-C*(X).

Lema 1.6. Seja M um mddulo-A. Para a € A, vE M en € Z, temos

(a) a-0p = O0pr;

(b) 04 -v=0y;

(¢) (a)v = —(av) = a(-V);
(d) n(av) = a(nv);

Demonstracao. (a) a-0y +a-0p =a-(0pr +0p7) =a-0pr = a-0pr = Opy;
(b) 04 - v+04-v=(04+04) - v=04-v=0y- -v=0;
(c) (—a) - v4+a-v=(—a+a) - v=04-v=0y = (—a) - v=—a-v;

(d) Para n = 0 segue da defini¢ao de nw e de (a) e (b).
Para n € N usamos indugao: o caso n = 1 segue da definicdo de nw e de (d) da Definicao
1.1. Supondo a afirmagao verdadeira para n, temos

(n+1)(av) = n(av) + 1(av) = a(nv) + a(1v) = a(nv + 1v) = a((n + 1)v) ,

onde usdmos sucessivamente, a defini¢do de (n + 1)(av) no médulo M, a hipétese e a base
de indugao, a condigao (b) na Definigao 1.1, a defini¢ao de (n 4+ 1)v em M.
Para —n € N segue de (c) e do resultado para n € N. O
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2. Homomorfismos e quocientes

Definicao 2.1. Sejam M, N mddulos-A. Um homomorfismo de médulos-A € um homomorfis-
mos de grupos abelianos f: M — N tal que

Vaec AVveM flav)=af(v).
Um submédulo de M € um mddulo-A, M' C M, t.q. a inclusdao i: M' — M é um homomor-

fismo de mddulos-A.

Notagao 2.2. Os homomorfismos de médulos-A também se dizem transformagoes ou aplicagoes
lineares-A. O conjunto das transformagoes lineares-A de M em N é denotado Hom4 (M, N).

Definicao 2.3. A classe dos mddulos sobre um anel A e respectivos homomorfismos € uma
categoria denotada Mod 4.

Exemplos 2.4. 1. Seja A um anel. Recorde-se que A tem uma estrutura natural de médulo-A
a esquerda. Os submoddulos desta estrutura sdo exactamente os ideais esquerdos. Analoga-
mente, os ideais direitos sdo os submoédulos de A quando munido da sua estrutura natural
de médulo-A a direita.

2. Seja V um espago vectorial sobre um corpo k. Os submédulos-k de V' sao os subespacos
vectoriais de V' e os morfismos de médulos-k sao as aplicacoes lineares sobre k.

3. Os homomorfismos de grupos abelianos sao os morfismos de médulos-Z. Os submoédulos-Z
sao os subgrupos abelianos.

4. Se f: M — N é um homomorfismo de médulos-A, entao
kerfCM e imfCN
sao submoédulos-A.

Observagao 2.5. O exemplos 2 e 3 acima podem ser refraseados dizendo que a categoria Mody,
é equivalente a Vecty e que Mody é equivalente a Ab.

Definigao 2.6. Seja M um mddulo-A e seja N C M um submddulo. O grupo quociente M /N
tem uma estrutura de modulo-A dada por:

Vae AAYveM a(v+ N):=av+N.

Diz-se que M /N é o médulo quociente de M por N. Com esta estrutura, a projec¢do candnica
m: M — M/N é um homomorfismo de mddulos-A t.q. kerm = N.

Exemplo 2.7. Seja I C A um ideal esquerdo. Entdo o quociente A/I tem uma estrutura
natural de médulo-A e a projecgao m: A — A/I é linear-A.

Proposicao 2.8. Seja M € Mody e seja N C M um submddulo-A. Entdao o mddulo quociente
M/N tem a seguinte propriedade universal: dados M’ € Mods e ¢ € Homy(M,M') t.q.
N C ker ¢, existe um tnico g € Homa(M/N, M’) t.q.

ML>M/

M/N
Temos im@ = im ¢ e ker ¢ = w(ker ).
Demonstragao. Segue do resultado andlogo para grupos abelianos, notando que ¢ satisfaz:
@lam(v)) = p(m(av)) = p(av) = ap(v) = ap(m(v)) . O

Observagao 2.9. Tal como no caso dos homomorfismos de grupos abelianos, um morfismo ¢
de médulos-A é injectivo sse ker ¢ = {0}.
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Teorema 2.10 (Teoremas de Isomorfismo). Sejam M, N modulos-A. Entdo,
(a) dado ¢ € Homy (M, N), tem-se
M/ ker ¢ = im ;
(b) se N1, No C M sao submddulos-A, entao N1+ No, N1 N Ny sdao submddulos de M e tem-se
Ni+Ny . Ny

Ny o N1 N Ny ;
(¢) se No C Ny sao submédulos-A de M, tem-se
M/Ny _ M
Ni/Noy Ny’
(d) Mais, a correspondéncia
P~ P/N

estabelece uma bijec¢do entre os submdodulos de M contendo Ny e os submddulos de M/Nj.
Demonstracao. Todos os homomorfismos de grupos utilizados na demonstracao do resultado
analogo para grupos sao homomorfismos de moédulos. O

Observacgao 2.11. Seja M um mdédulo-A seja {N;};c; uma familia de submédulos, entao
NicrN; € M é um submédulo-A.

Definicao 2.12. Seja M um mddulo-A e seja S C M. Define-se o submoddulo gerado por S
como o submddulo de M dado por

(S) = ﬂ N.
N C M é submddulo
NDS

Assim, (S) € o menor submddulo de M que contém S.
Notacao 2.13. (vq,...,vy) = ({vi,...,vp}).
Exemplo 2.14. Seja M um méddulo-A e sejam vq,...,v, € M. Entao

(Vi,.ooyVp) = {Zaivi | a; € A}.
i=1

Definigao 2.15. Um mddulo-A que é gerado por um elemento diz-se um mddulo ciclico.
Exemplo 2.16. Seja I C A um ideal esquerdo e seja m: A — A/I a projeccao canénica. Entao
A/I é ciclico, pois A/T = (14/7).

Exemplo 2.17. Seja M um mddulo-A, seja {N;};er uma familia de submddulos e seja S =
UieINi- Entao

(S) :{Zvj | JCI:|J| <oo,v; eNj}.
jer

Exercicios

4.2.1. Na categoria Mod 4 temos as nocoes de isomorfismo, epimorfismo e monomorfismo — ver
Definigdes 1.14 e 1.16 do Capitulo 3. Dado f € Hom (M, N), mostre que:
(a) f é um isomorfismo sse f é bijectivo;
(b) f é um monomorfismo sse f é injectivo;
Sugestao para (=): considere a inclusio g: ker f — M e a aplicacao nula para ¢'.
(¢) f é um epimorfismo sse f é sobrejectivo.
Sugestao para (=): considere a projecgao candénica h: N — N/im f e a aplicagao
nula para h'.
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4.2.2.
4.2.3.

4.2.4.

4.2.5.

4.2.6.

Seja M um médulo-A ciclico. Mostre que existe um ideal esquerdo I C A t.q. M = A/I.

Um médulo-A, M # {0}, diz-se simples se os tinicos submddulos sao {0} e M. Prove as

seguintes afirmacoes:

(a) Qualquer médulo simples é ciclico.

(b) Se M é simples, entao qualquer endomorfismo® de M ou é nulo ou é um isomorfismo.

(a) Sejam M; médulos-A, com i € N, tais que M; C M;y1, e seja M = U;enM;. Mostre
que M é um modulo-A.

(b) Dé um exemplo de uma anel A e médulos-A M; e My tais que M U My nao é um
moédulo.

Sejam M e N médulos-A. Mostre que:

(a) Homy (M, N) é um grupo abeliano para a soma f + g definida por (f + g)(v) =
J(v) + g(v) ¥v € M;

(b) Enda(M) = Homug (M, M) é um anel (com identidade) com o produto dado pela
composicao de fungoes;

(¢c) M é um médulo & esquerda sobre o anel dos endomorfismos' End (M), onde f-v =
f(v), parave Me feEnda(M).

Seja A um d.i.p., M um médulo-A e b € A. Seja

bM = {bv |v e M} e M) ={veM|bv=0}.

Se p € A é um elemento primo, mostre que

(a) A/(p) é um corpo;

(b) pM e M|p] sao submddulos de M;

(¢) M/pM é um espago vectorial sobre A/(p) com o seguinte produto de escalares

(a+(p))(v+pM)=av+pM Vae AveM;
(d) M|[p] é um espaco vectorial sobre A/(p) com o produto por escalares dado por

(a+(p)v=av VYacAveM.

LTal como no caso dos grupos e anéis, um endomorfismo de um médulo M é um homomorfismo f: M — M.
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3. Produto directo e soma directa

Definicao 3.1. Seja {M,}icr uma familia de mddulos-A. Define-se
(a) o produto directo [[,.; M; como o produto directo de grupos abelianos munido da operagao
(3.1) Vae AN (viier € [[Mi a(vidier = (avi)ier;
el
(b) a soma directa @, ; M; como a soma directa de grupos abelianos munida da operagio (3.1).

Tal como no caso dos grupos abelianos definem-se mp: [[;c; Mi — My e vg: My, — @,c; M;

t.q. T ((Vi)ier) = Vi €

el

v 1=k
Lk(v>_(vz)z€b Vz—{o’ Z#k‘

Observagao 3.2. Se |I| < oo, entao o produto e a soma directa coincidem.
Exemplos 3.3.

L @ A=][L, A= A"

2. ;2 A= Alz] como médulos-A;

3. TI;2, A = Al[z]] como médulos-A.

Proposicao 3.4. O produto directo de mddulos-A (munido das respectivas projec¢oes) é um
produto na categoria Mod .

Demonstragao. Como para grupos abelianos. O

Proposicao 3.5. A soma directa de mddulos-A (equipada com as respectivas inclusées) é um
coproduto na categoria Mod 4.

Demonstragao. Como para grupos abelianos. O

Corolario 3.6. Produtos directos e somas directas de modulos sao Uunicos a menos de isomor-
fismos e sao descritos pelas respectivas propriedades universais.

4. Soma directa interna e somandos directos

Definicao 4.1. Seja {N;}icr uma familia de submddulos de um mddulo-A M. Se o homomor-
fismo induzido pelas inclusdes v;: N; — M

@Nz — M (vi)ier — sz
iel el

é um isomorfismo, diz-se que M ¢é uma soma directa interna dos submddulos {N;}icr e escre-

ve-se
M =N
i€l
Proposigao 4.2. Seja {N;}ier uma familia de submédulos de M. Entio M = @, ; N; sse
(a) M =3 ic; Ni;
Demonstragao. Seja ¢: @,c; Ny — M;(Vi)ier — >_;c; Vi- Temos: ¢ é epi sse (a) se verifica;
© é mono sse (b) se verifica. De facto:

kerp #0 < Jiy,..., i € I, I(viy,...,vi,) € Ny, x -+ x N;, \{0} t.q. viy +---+v;, =0,
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€
V7;1+"-+Vik:0<:> Vilz_(vig"i'---"‘vik)- [
~—
€Ny, ENiy+-+Ni,

Definicao 4.3. Sejam M um mddulo-A e Ny um submddulo de M. Diz-se que N1 € um
somando directo de M se existe um submddulo No C M t.q.

M = N1y & Ns.
Nestas condicoes, diz-se que No € uwm complemento de Nj.

Exemplos 4.4. Seja A = Z nos proximos dois exemplos.

1. Seja M = Z%* e Ny = ((1,1)) C M. Vejamos que N; é um somando directo de M: seja
Ny ={((1,0)), temos
e N; N Ny = {0}, pois (a,a) = (b,0) < a=b=0;
e M = Ny + Na, pois (a,b) = (b,b) + (a — b,0).
Pela Proposicao 4.2, M = N; & N e portanto N7 é um somando directo de M. Note que o
complemento de N; nao é unico, por exemplo, N3 = ((0,1)) também satisfaz M = N; @ Ns.

2. Seja M = Z e N1 = (2). Vejamos que N nao é um somando directo de M. Se fosse, existiria
No < M t.q. Z = Ny & Ny e portanto ter-se-ia

M  Ni+Np , N N
N1 - N o N1y N Ny -
No entanto,
M Z
—_— = — = Z
Nl <2> 2

e nao podemos ter Zo = Ny C M, pois os elementos nao nulos de M tém ordem infinita.

Definicao 4.5. Sejam M,, modulos-A e sejam f, € Homa(My, My+1). Diz-se que a sucessao

...__éMnflﬁ:L)MnthHﬁﬂ_)

¢é exacta em M, se ker f, = im f,—1 (em particular, temos fy o fn—1 = 0). Se a sucessio é
exacta em My, para todo o n, diz-se que a Sucessdo € exacta.

Exemplo 4.6. Sejam i: N — M a inclusao de um submédulo e 7w: M — M/N a projeccao
canonica. A sucessao ‘
0-NSMEI M/N—0

é
1. exacta em N sse ¢ é mono;
2. exacta em M/N sse 7 é epi;
3

. exacta em M sse kerm =im? = N.

Exemplo 4.7. A sucessao
0225 2, —0
é exacta onde xm denota o homomorfismo Z — Z; k — km.

Notacgao 4.8. Uma sucessao exacta da forma
0— My L My 2y — 0
diz-se uma sucessao curta ezxacta.
Definicao 4.9. Diz-se que a sucessdo curta exacta de modulos-A
0— M 25 My 2 0y — 0

se cinde se im f; € um somando directo de M.
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Observagao 4.10. Se a sucessao se cinde, seja N C Ms um complemento de im f1, i.e., My =
im f @ N. Temos

logo

My = My © M|

Exemplo 4.11. Sejam M7, My médulos-A. A sucessao
0— My =5 My & My =2 My — 0

cinde-se, pois ta(Ma) C M;@® My é um complemento de ¢1 (M) e portanto ¢1 (M) é um somando
directo de M7 & M.

Definicao 4.12. Um isomorfismo entre duas sucessoes curtas exactas 0 — M, f—1> Mo f—2>

M;—0e0— Ny EEN Ny ELN N3 — 0 € um triplo de isomorfismos a1 : M1 — N1, ag: My — No
e ag: M3 — N3 t.q. o diagrama

0 My Mo My 0
T
0 N, s N, 2 N3 0

comuta.

Proposicao 4.13. Seja 0 — M, f—1> Mo f—2> M3 — 0 uma sucessdo exacta de modulos-A.
ASCSE:

(a) A sucessdo cinde-se;
(b) 3r € Homy(Ms, M) t.q. foor = idag;
(C) dl e HOIHA(MQ, Ml) t.q. lo fl = idMl-
Exemplo 4.14. Sejam M, My médulos-A. Entao a sucessao
0—> M, —> M & My —"> My —>0
~ _ —~ ~ —~
l T

cinde-se. Os homomorfismos 7 e [ a que se refere a Proposicao 4.13 sao r =19 e | = 71:

T OT = T2 O L9 :idM2

lowy =m oy =idyy, -

Observagao 4.15. No exemplo anterior, os homomorfismos r e [ da Proposicao 4.13 sao obtidos
a partir de ¢1, m e do complemento My para M; = im ¢, da seguinte forma:

r(ve) = ta(va) = (0,v2) = (m2|a) " (va);

— ~1
[(vi,v2) =v1 =1 (v1,0)
=1 (v — 12(m2(v)))
=11 (v —r(m(v))).
Demonstracao da Proposicao 4.13.
(a) = (b)| Seja N um complemento de im fi. Defina-se r := (fa|x)~'. Note-se que r estd bem
definido, pois N Nker fo = {0} e

faor=fao (faln) " =idns-
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(b) = (c)| Seja r como em (b). Define-se [: My — M; pela férmula
I(x) = fi ' (x = r(f2(x))).
Temos:
e [ estda bem definida:
fa(x = r(fa(x))) = fa(x) = fa(x) = 0= x —r(fa(x)) € im f1.
LIRS fl = 1dM1 :
(A() = T A = r(f(hE)) = i (7)) =x.
(¢) = (a)| Seja I como no enunciado. Defina-se N := ker!{. Temos
e NNim f; = {0}, pois:
xe NNimf; & I(x)=0ATy :x = fi(y)
= 1U(fi(y)) =0y =0
=x=0.
e My = N +im fi, pois:
x =x— fi(l(x)) + f1([(x)) -
—_———— ——
ckerl €im f,
Concluimos que Ms = N @ im f;. O

Exercicios

4.4.1. Sejam M;, para i € I, e N médulos-A. Mostre que:
(a) Homa(D;c; Mi, N) = ] [;c; Homa (M;, N);
(b) Hom(N, [T,e; M:) = [1,e; Homa(N, M,);
(c) Homa(N, P, M;) C [[,c; Homa(N, M;);
(d) A inclusao na alinea anterior pode nao ser uma igualdade.
4.4.2. Seja f: M — M um homomorfismo de moédulos-A tal que fo f = f. Mostre que
M =ker f @im f.

4.4.3. Mostre que uma sucessao curta exacta de mdédulos-A, 0 — My f—1> Mo f—2> Ms — 0
cinde-se sse é isomorfa a

0— M; 2 My ® My =2 M3 — 0.

4.4.4. (Lema dos Cinco.) Considere o seguinte diagrama comutativo de médulos-A

M, fi M, f2 M, f3 M, fa M
hll h2l hgl Mi h5l

onde as linhas sao sucessoes exactas. Mostre que:

(a) se hy é sobrejectivo e hg, hg sao injectivos, entao hg é injectivo;

(b) se hs é injectivo e hg, hy sao sobrejectivos, entao hs é sobrejectivo;

(c) se hi,ha, hg, hs sao isomorfismos, entao hg também é um isomorfismo.
)

4.4.5. (a) Dadas duas sucessoes curtas exactas de médulos-A

0 M1f1M2f2M3 0 e 0 M3f3M4f4M5 0,
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mostre que
0 M, f1 M, fsofa M, fa M f5 0
é uma sucessdo exacta.
(b) Mostre que qualquer sucessdao exacta de mddulos-A pode ser obtida combinando
sucessoes curtas exactas como em (a).
4.4.6. Define-se sucessao exacta na categoria dos grupos de maneira andloga ao que se definiu

para moédulos, ou seja, na Definigao 4.5 consideramos grupos e homomorfismos de grupos.
Dada a seguinte sucessao curta exacta de grupos

(1} —=N—>c—"-H— {1},
mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) G=N'xH = N x H, onde N = im a, para algum subgrupo H' < G (ver Exercicio
1.8.5);
(b) Existe um homomorfismo de grupos r: H — G tal que for = idy;
(c) Existe um homomorfismo de grupos [: G — N tal que [ o o = id .
Em particular, caso alguma destas (logo todas) condigbes se verifique, o grupo G nao é
necessariamente isomorfo a soma directa N @ H, como acontece na categoria dos médulos-
A — compare com a Proposigao 4.13.
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5. Moddulos livres

Definigao 5.1. Seja M um mddulo-A. Diz-se que S C M € linearmente independente (1.i.) se
para todos vi,...,v, €5, distintos, se tem

n
Vai,...,ap € A Zaivi:0:>a1 =ay=---=a,=0.
i=1
Caso contrdrio, S diz-se linearmente dependente.
Exemplo 5.2. Se M é um espaco vectorial-k, a nocao de independéncia linear aqui definida
coincide com a habitual.

Definicao 5.3. Seja M um mddulo-A.
e Um subconjunto S C M diz-se um conjunto gerador de M se (S) = M.

e Se M tem um subconjunto gerador finito, diz-se que M ¢ finitamente gerado ou que M ¢é
de tipo finito.

e Diz-se que S C M € uma base se S é 1i., e M = (S).
e Se M tem uma base, diz-se que M € uwm maddulo livre.

Exemplos 5.4.

1. Seja k um corpo. Entao os médulos-k (espagos vectoriais-k) sdo todos livres. Mais a frente
revemos alguns resultados basicos de dlgebra linear que generalizamos para o caso dos espagos
vectoriais sobre anéis de divisao.

2. 7" é um modulo livre com base {ei,...,e,}, onde e; denota o i-ésimo elemento da base
canoénica: €; := (0g;)k=1,..n € Z".
3. Um anel A é um mdédulo-A livre com base {1}.

4. Seja I C A um ideal esquerdo. Entao o médulo-A A/I é gerado por 1+ I, mas {1+I} nao é
uma base: a € I = a(l+1)=0= {1+ 1} nao é l.i. se I # {0}. Na realidade, este médulo
nao ¢é livre — Exercicio 4.5.1.

5. Seja X um conjunto. Denotamos por F'(X) o médulo-A livre gerado por X:
FX)={f: X = A||f YA\ {0})] < o} .

As operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalares em F'(X) sao definidas ponto a ponto,
usando as operagoes existentes em A: (f1 + f2)(z) = fi(x) + fa(z), (a- f1)(z) = a- (fi1(z)).
Exercicio: Justifique que fi1 + fo € F(X) ea- f1 € F(X).
Para cada x € X, definimos

la, ==
e, € F(X) tq ey = v
04, #Yy
Entao {e, | x € X} é uma base de F(X) (justifique!) e portanto F'(X) é livre.
Notacao 5.5. Se for necessério enfatizar o anel de escalares A, denotamos F(X) por Fu(X).
Dizemos que {e, | z € X} é a base canonica de F(X).
Proposicao 5.6. Seja M um mddulo-A livre e seja B C M uma base. Se M' € outro mddulo-A
ep: M — M' é um isomorfismo, entio p(B) € uma base de M'.
Proposicao 5.7. Seja M € Moda livre com base {v}. Entao M = A.
Seja (C,o: C — Set) uma categoria concreta. Dados X,Y € C, simplificamos notacao
identificando 0 X,0Y com X,Y e Hom¢(X,Y') como um subconjunto de Homge (X, Y).

Definicao 5.8. Seja C uma categoria concreta. Sejam F € C, X € Set ei: X — F uma fungdo
em Set. Diz-se que F' ¢é livremente gerado por (X, i) se

VC €CVY f € Homge(X,C) 3! f € Home(F,C) : foi= f € Homge (X, O).
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Exercicios

4.5.1. Mostre que, se I # {0} é um ideal bilateral do anel A, entdao A/I nao é livre como
médulo-A.

4.5.2. (a) Seja A um anel comutativo, portanto A é um mddulo-A livre e qualquer ideal I é
um submédulo de A. Mostre que se o ideal I # {0} é um mddulo livre entao I é
principal.

Sugestao: Mostre que qualquer subconjunto de I com pelo menos dois elementos é
linearmente dependente.

(b) Dé um exemplo de um anel comutativo A e de um ideal principal I # {0} de A tais
que I nao é um médulo-A livre.

4.5.3. Mostre que, se A # {0} é um anel comutativo tal que qualquer submédulo de um médulo-
A livre é livre, entao A é um d.i.p..

4.5.4. Demonstre a Proposicao 5.6.
4.5.5. Demonstre a Proposicao 5.7.

4.5.6. Seja B um anel e seja F' um mddulo-B livre com uma base numerdvel {e; | i € N}.
Considere o anel A = Endp(F') — ver Exercicio 4.2.5.
(a) Sejam fi, fo: F' — F definidas por

Ji(e2i—1) = e; o Ja(e2i—1) =0
fi(e2) =0 fa(e2) = e; .
Mostre que {f1, fo} é uma base de A e conclua que A =2 A? como médulos-A.
(b) Conclua que A = A" para qualquer n € N.

4.5.7. Seja M um médulo-A e seja X um conjunto. Entdo M = F(X) sse existe uma fungao
i: X = M t.q. M é um objecto livre gerado por (X,i) em Mody.
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6. Caracterizacao dos moédulos livres; espacos
vectoriais

Lema 6.1. Seja M um mdodulo-A. Entdo existe um mddulo-A livre F' e um epimorfismo de
mddulos-A h: F — M.

Demonstracao. Seja X C M t.q. M = (X) (e.g., X = M). Seja F = F(X)esejah: F - M
determinado pela inclusao i: X — M. O

Proposigao 6.2. Seja M um mddulo-A. ASCSE

(a) M € livre;

(b) existem submddulos Ny C M, i €1, t.q. N;=AeM=@,.; Ni;
(c) M = F(X) para algum conjunto X .

Demonstracao. |(a) = (b)|Seja B = {v; | ¢ € I} uma base e seja N; = (v;). Por definicao
de base, M = @,.; N;, e N; = A pela Proposigao 5.7.

(b) = (a) |Como N; = Ae{la} éuma base de A, existe v; t.q. N; = (v;) (ver Proposicao 5.6).
Entao {v; | ¢ € I} é uma base de M .

(a) = (c)[Se B = {v; | i € I} 6uma base de M, entdo F(I) = M (o isomorfismo f: F(I) — M
é induzido pela funcao f: I — M;i > v;).

(¢) = (a)|Seja ¢: F(X) — M um isomorfismo. Como o conjunto {e; | z € X} é uma base
de F(X), entao ¢({e, | x € X}) é uma base de M (ver Proposicao 5.6). O
Observagao 6.3. 1. Combinando a equivaléncia (a)<(c) da proposicao anterior com o Exer-

cicio 4.5.7, obtém-se que M é um mddulo-A livre sse M é um objecto livre na categoria
Mod A-

2. Em particular, pondo A = Z definimos grupo abeliano livre como sendo um objecto livre na
categoria Ab = Mody . A proposicdo anterior diz-nos que G é um grupo abeliano livre sse
G = Bl

Teorema 6.4. Seja V um espaco vectorial sobre um anel de divisdo D. Entao V tem uma base
e portanto ¢ livre.

Demonstragao. Demonstramos que um subconjunto de V' que seja maximal entre os subcon-
juntos .. é uma base.

Seja v € V' \ {0}, entao Va € D*, av # 0. Portanto {v} é Li..
Seja L:={S CV |Séli}. Temos L # @& e L é parcialmente ordenado pela relacao de

inclusao. Seja S;, ¢ € I, uma cadeia em L. Entao S = U;c1S; € Li.: se vi,...,v, € 5, entao
existe i € I t.q. v1,...,vp, € 5;. Como S; é L.i.,
aivi+...+ap,vp,=0=a1=---=a, =0.

Portanto, a cadeia {S;}icr é majorada. Pelo Lema de Zorn, £ tem um elemento maximal S.

Suponhamos que existe v € V' \ (S). Por maximalidade de S, existem

Vi,...,Vp €8, a,at,...,a, € D nao todos nulos.

t.q. av+ajvi+ -+ a,v, = 0. Mas, entdo a # 0 (caso contrério a; = -+ = a, = 0 por
independéncia linear de S) e

v=—a"tavi — - —a la,vy,

o que contraria a hipétese v ¢ (S). Concluimos que (S) = V e portanto S é uma base de V. 0O
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Corolario 6.5. Seja V' um espago vectorial sobre um anel de divisao D. Seja S C V um
conjunto 1i. mazimal. Entio S é uma base de V. Mais geralmente, se S' C V é um conjunto
Li., entdo existe S CV t.q. S’ C S e S € uma base de V.

Em particular, a tltima afirmacao deste corolario é equivalente a dizer que se pode completar
qualquer conjunto linearmente independente para se obter uma base de V.

7. Anéis de matrizes

Sejam Uy, ..., U, médulos-A e seja M = U; @ --- @ U,. Queremos estudar o anel End 4(M).

Recordem-se as projeccoes m;: M — U; e as inclusoes ¢;: U; — M. Temos,

n

E Lioﬂi:idM, T3 O Lj :6ijide.
=1

Exemplo 7.1 (Caso n = 2). Temos,
(Ll omy + 120 7T2) (:an) =110 Wl(l',y) + 120 71'2(1,',]/) = (ZE,O) + (an) = (xay)a
7o (x) = m(x,0) = x;
m1 0 2(y) = m1(0,y) = 0.
Seja f € Enda(M) = End4(U; @ Us). Definimos
fii=miofou € HOInA(Ul,Ul)
fio=miofouw € HOInA(UQ, Ul)
(U1,U2)
foo =m0 fouy € HOInA(UQ, UQ).

fo1 =m0 for € Homy

Obtemos assim 4 homomorfismos que podemos escrever na forma matricial:

f21 f22

Reciprocamente, dada uma matriz de homomorfismos [a3} a32] tal que ay;: U; — U, defi-
nimos a € End 4 (M) por

|:f11 le] 7 fij € HomA(Uj;Uz‘)~

2
o = E Lz‘oaz‘jOTrjiMﬁM.
i,j=1
Obtemos assim correspondéncias inversas, pois temos:

2 2

f*—)[ﬂ'iofOLj}m.»—)ZLiomofOLjowj:Z(Z(%om» o fo (i omj)
9, j=1 =1
2 2
:ZidMofo(Ljowj):idMofo(ZLjowj) =idpyofoidy = f .
j=1 j=1

»J

[aij]i’jH E LroamowSH[mo<§ Lroamom)og],
1
r,s r,8

= [Z(m 0 Lr) 0 Qs 0 (s 0 Lj)} = [idag, ooy oidag ], = laggl, ;-
7,8 I ’
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A composta

2
(fog)ijzﬂiofogwjzmofo(Zbkoﬁk>090LJ’
k

1
:Z(mofOLk)o(TrkogOLj)ZZfikogkj
k k

corresponde ao produto de matrizes de homomorfismos:

(7.1) Jir Szl g1 912 — fiiogin+ fizogar fi1 o012+ fi2 0 g22
. Jor fo2 g21  g22 Jorogi1+ f2og21 forog12+ fa2 0922

Teorema 7.2. Seja M =U; & --- @ U,, entdo as correspondéncias

f=fij]s fij=miofou,

[fU] = o= ZLi O Quyj © Ty,
i?j
estabelecem um isomorfismo de anéis entre Ends(M) e o anel de matrizes n X n, com entradas
a;j € Hom 4 (Uj, U;), munido do produto descrito em (7.1), no caso n = 2.

Demonstracao. Como no caso n = 2. U
Corolario 7.3. Seja U um mddulo-A. Entdo, existe um isomorfismo de anéis
Ends(U™) = M, (End4(U)).

Exemplo 7.4. Consideremos o caso U = A, visto como um moédulo-A a esquerda e seja
f €Enda(A). Sejab= f(14). Temos

Va € A, f(a)=af(la) = ab.
Se g € End4(A) e ¢ = g(14), temos
(fog)(1a) = flg(14)) = f(c) = cf(1a) = cb.

Portanto, End4(A) = A%, onde A° denota o anel (A4, +, ) com a mesma soma de A e produto

dado por

Coroléario 7.5. Seja A um anel. Entdo, existe um isomorfismo de anéis

|End (A") = M, (A7) |

Exemplos 7.6.

1. Dado f € End4(A"™) a correspondéncia do Teorema 7.2 é f +— [fw} t.q. fij é a i-ésima
componente de f(e;), (e o elemento e; é o i-ésimo elemento da base canénica de A™: e; =
(0ij-14)j=1,..n). Se g € End4(A"™) é representado pela matriz [gij], temos fog = [hij] com

hij =Y fik*9kj = > _ Gk fik-
K k

2. Mais geralmente, Hom 4(A™, A™) é um grupo abeliano cujos elementos podem ser represen-
tados matrizes da n x m seguinte maneira f — [ fij], com

fij = (miofou) (1a) € A

Com esta representacao , se g € Hom 4 (AP, A™) entao a composta h = fog € Hom4 (AP, A™)
é representada pela matriz [hij] dada por

(7.2) hij =Y fik* 9k = D _ ki fik-
k K
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Ou seja,

[ Hom (A™, A™) = My (A7) |
e, através deste isomorfismo, o produto de matrizes
My (AP) X Mppxp(AP) = My p(AP),
descrito em (7.2), corresponde & composigao
Hom4(A™, A™) x Homy (AP, A™) — Homy (AP, A™).
3. Se A é um anel comutativo, entdao A = A°P e portanto,

[ Hom a(A™, A™) = Mypn(A). |

8. Invariancia dimensional

Definicao 8.1. Diz-se que um anel A tem a propriedade da invariancia dimensional (p.i.d.) se
para todo o médulo-A livre, M, todas as bases de M tém a mesma cardinalidade.

Se A tem a p.id. e M € um mddulo-A livre chama-se dimensao de M a cardinalidade de
uma sua base e denota-se dimy M.

Exemplo 8.2. Os corpos tém a p.i.d.. De seguida veremos que os anéis de divisdo também
tém a p.i.d..

Exemplo 8.3. Se F' é um médulo-A livre com uma base numeravel, o anel End4(F') nao tem
a p.i.d.— ver Exercicio 4.5.6.

Proposicao 8.4. Se A tem a p.i.d. e M, N sdo mddulos livres sobre A, tem-se M = N sse
dimyg M = dimyg N.

Demonstracgao. Se f: M — N é um isomorfismo e S C M é uma base, entao f(S5) é
uma base de N, pela Proposicao 5.6, logo dimyg M = dimy N.

Como M, N sao médulos livres entao sao objectos livres em Mod 4 gerados pelas inclusces
i: By = M e j: By — N, onde By e By sdo bases de M e N, respectivamente. Como
dimg M = dimyg N, existe uma bijeccao k : Byy — By . Pela definicao de objecto livre aplicada
a M e a funcdo jo k: By — N, existe um tnico homorfismo f: M — N tal que foi=jok.
Fazendo o mesmo a N e & funcdo i o k! : By — M, obtemos um tinico homomorfismo
g: N — M tal que goj =iok~!. Portanto
folgoj)=foiok™ =(jok)ok =],

ou seja, (f og)|sy = idg,, donde se conclui que f o g = idy pois By é um conjunto gerador
de N. Analogamente também se verifica que g o f = idys, logo M = N. U

Exemplo 8.5. Dois espacos vectoriais sobre um anel de divisao sao isomorfos sse tém a mesma
dimensao.

Proposicao 8.6. Seja A um anel. Seja M € Mod 4 t.q. M tem uma base infinita. Entao todas
as bases de M tém a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Seja M € Mody livre com base {v;}icr t.q. I é infinito. Seja {w;};es outra
base. Entao
Vjejajjcj : ‘I]‘ <oo Awj e <{VZ | i€ I]}>
Vejamos que I = UjcI;. De facto,
i ¢ Ujeslj = vie ({vs | s € I\ {i}}),
pois ({w; | j € J}) = M. Obtemos assim uma contradi¢do, pois {v;}icr € Li., logo I = Ujcs1;.
Em particular, J ¢ infinito, pois |I;| < oo, Vj € J. Da igualdade I = UjesI; vem também
1] = [JjesIi| < |J x N| = |J],



8. Invariancia dimensional 97

pois J ¢ infinito. E, uma vez que J é infinito, trocando os papéis de I e J, obtém-se também
que |J] < |I]. O

Teorema 8.7. As bases de um espaco vectorial sobre um anel de divisdo tém todas a mesma
cardinalidade.

Demonstragao. Sejam S,S” bases de um espacgo vectorial V sobre um anel de divisao D. Se S

ou S’ sdo infinitos, entao o resultado segue da Proposigao 8.6. Suponhamos que S = {x1,...,X,}
eS ={y1,...,¥m}, com n < m. Temos
Yi=a1X1 + -+ apXp, a; € D.

Seja i t.q. a;; # 0 (existe tal 41 pois {x1,...,x,} é Li. e y1 # 0), entao
Xiy = a;' <Y1 - Z az‘Xi)7
i#i
logo o conjunto {y1} U {x; | i # i1} gera V. Temos

y2 =Y bixi+ iy

iiy
Seja iy t.q. b, # 0, entao
Xy = by, ()’2 —ayi— Y. biXi>,
1711 ,i2
logo {y1,y2} U {x; | ¢ # 41,12} gera V. Prosseguindo com este procedimento de eliminagao
conclui-se que (y1,...,yn) =V e portanto n = m visto que S’ é Li.. O

Proposicao 8.8. Seja A um anel. ASCSE
(a) A tem a p.i.d.;
(b) Vipnen A" =A™ = n=m;

(C) vm’neN vXGMnXm(AOp) VYEMan(Aop) : XY=I,ANYX=1I,=m=n.

Demonstragao. |(a) = (b) | Obvio.

(b) = (a) | Segue do facto de todas as bases infinitas terem a mesma cardinalidade pela
Proposicao 8.6.

(b) & (c)| Segue de
Hom 4 (A™, A™) = Myxm(AP) e Homy (A", A™) = My un(A%P). O

Corolario 8.9. Sejam A, B anéis t.q. Hompging(A, B) # @. Se B tem a p.i.d. entdo A tem a
p-id..

Demonstracgao. Sejam X € M,x,(A%P) e Y € Myxn(AP) t.q XY =1, e YX = I,,.
Denotamos por f(X) € Myxm(B?), f(Y) € Myxn(B°) as matrizes que resultam de aplicar
o homomorfismo f as entradas de X e Y. Temos f(X)f(Y) = I, e f(Y)f(X) = I, logo
n=m. U

Corolario 8.10. Seja A um anel comutativo, entdo A tem a p.i.d..

Demonstracgao. Seja M C A um ideal maximal entao a projecgdo canénica m: A — A/ M é
um homomorfismo para um corpo que, como ja vimos, tem a p.i.d.. Segue do Corolario anterior
que A tem a p.i.d.. O

Se D é um anel de divisao, os mdédulos-D sdo os espacos vectoriais-D e sao livres. Em
particular, os submdédulos (i.e. os subespacos) de um espago vectorial sao livres. Mas esta
propriedade néo é véalida em geral para médulos-A, mesmo quando o anel A tem a p.i.d., como
mostra o seguinte exemplo.
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Exemplo 8.11. Seja A = k[z,y], onde k é um corpo. O anel A é comutativo, logo tem a p.i.d.
e, claro, A é um médulo-A livre de dimensao 1. O ideal I = (z,y) é um submdédulo de A mas
nao ¢ livre, pois nao é um ideal principal — ver Exercicio 4.5.2.

4.8.1.

4.8.2.

4.8.3.

4.8.4.

4.8.5.

Exercicios

(a) Mostre que dimg C =2 e dimg R = 1.

(b) Mostre que nao existe nenhum corpo k tal que R C k£ C C.

Sejam V e W espacos vectoriais sobre um anel de divisao D e seja f : V — W uma
transformagao linear. Mostre que dimp V' = dimp (ker f) 4+ dimp(im f).

(a) Sejam V e W espagos vectoriais, de dimensao finita, sobre um anel de divisao D
t.q. dimpV = dimp W e seja f: V — W uma transformacao linear. Prove que as
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) f é um isomorfismo;
(ii) f é sobrejectiva,
(iii) f é injectiva.

(b) Através de exemplos, mostre que a alinea anterior pode ser falsa se V e W tém

dimensao infinita.

Seja V um espago vectorial sobre um anel de divisao D e seja W C V um subespaco.
Mostre que:

(a) dimp W < dimp V;

(b) dimp W =dimpV <oco =W =V;

(¢) dimp V = dimp W + dimp(V/W).

Considere o espago vectorial real V' = R[z] e seja W = {f(z) € V| f(0) = 0}. Mostre
que W é um subespaco de V e que W # V. Determine uma base para W e outra para
V e conclua que dimg W = dimg V. Portanto, a alinea (b) do exercicio anterior pode ser
falsa no caso de espacos vectoriais de dimensao infinita.
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9. Modulos projectivos

Definicao 9.1. Um mddulo-A, P, diz-se projectivo se para todo o diagrama em Mod g
P
|1
M~—2=N—=0
t.q. a linha inferior é exacta (i.e., g € epi), existe h: P — M que faz comutar:

P
3,7
at
£y
M—N—>0
Teorema 9.2. Se ' € Mody € livre, entao F € projectivo.
Demonstracao. Seja B = {v; | i € I} uma base de F e sejam f, g como no diagrama
F
f

M~ N—>0,

onde g é epi. Para cada ¢ € I, sejam; € M t.q. g(m;) = f(v;). O homomorfismo h: F — M
t.q. h(v;) = m; faz comutar o diagrama. O

Exemplo 9.3. Seja k um corpo. Em Mod; = Vect; todos os mddulos sao livres e portanto sao
projectivos.

Exemplo 9.4. Zs é um médulo-Z nao projectivo: no diagrama
Ly
/
ﬁ}i ’ \Lid
» s
7 — Ly — 0,

onde 7 é a projecgao canénica, nao existe h como indicado, pois Homy(Zz, Z) = 0.

Corolario 9.5. Seja M € Mody, entdo existe um mdodulo projectivo P e um epimorfismo
h: P— M.

Demonstracao. Pode tomar-se P livre. O
Teorema 9.6. Seja P € Mody. ASCSE
(i) P € projectivo;
(ii) toda a sucessao exacta de mddulos-A da forma
0M -5 NP0
cinde-se;
(iii) P € somando directo de um mddulo livre, i.e., existe F' € Mod4 livre e K € Mody t.q.
K,P C F sao submddulos, e FF = K @& P.

Demonstracao. |(i) = (i¢) | Seja r como no seguinte diagrama comutativo
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que existe porque P é projectivo. Entao, g or = idp, logo a sucessao cinde-se.

(i) = (iii) | Seja g: F — P um epimorfismo com F livre. Seja i: kerg — F' a inclusdo. A
sucessao

O—>kergi>Fi>P—>O

é exacta. Por (i), a sucessao cinde-se, logo F' = ker g @ P.

(#i7) = (1) | Seja

P

|

M —5>N—>0

t.q. g é epi. Sejam F, K t.q. F élivtee F = K @ P. Consideremos a projecgao w: F' — P e
seja b’ um homomorfismo que faz comutar o tridngulo exterior do diagrama seguinte (h’ existe
porque F' é projectivo)

e
/e, 7
173

M —>N—=0,

onde t: P — K& P é ainclusdo e h .= h' o 1. Entao

goh=gohoiL=formor= foidp = f.

Concluimos que P é projectivo. O

Exemplo 9.7. Consideremos o anel Zg. Temos dois ideais

I:={0,3}=03)CZs e J={0,2,4}=(2)CZ

que sao, portanto, submédulos-Zg de Zg. Temos Zg = I @ J, logo I, J sao projectivos. No
entanto, I, J nao sao livres, pois nao tém subconjuntos linearmente independentes: 2 x 3 = 0.

4.9.1.

4.9.2.

4.9.3.
4.9.4.

Exercicios

Dado um anel comutativo A, A" tem uma estrutura de médulo-M,,(A) identificando os
vectores em A" com as matrizes coluna e o produto por escalares M, (A) x A" — A"
dado por multiplicacao de matrizes (X, v) — Xv.
(a) Mostre que A™ nao é um moédulo-M,,(A) livre.
Sugestao: Verifique que {v} é linearmente dependente sobre M, (A) para qualquer
veA
(b) Mostre que A™ é um médulo-M,,(A) projectivo.
Sugestao: Identifique A™ com um submédulo N de M, (A) e mostre que N é um
somando directo de M, (A).

Seja A um anel. Um elemento e € A diz-se idempotente se e
é idempotente, Ae é um modulo-A projectivo.

2 = e. Mostre que, se e € A

Sejam P; € Mody, i € I. Mostre que @),.; P; é projectivo sse P; é projectivo Vi € 1.

Mostre que Q nao é um mddulo-Z projectivo.
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4.9.5. Seja A um anel comutativo. Dados dois médulos-A, P e M, o conjunto Hom4 (P, M) tem
uma, estrutura de médulo-A definida por

(f+9)(vV)=f(v)+g(v) e (af)(v)=af(v) VveP,
com f,g € Homy(P,M) e a € A.
(a) Dado um homomorfismo de médulos-A, g : M — N, define-se
g« : Homy (P, M) — Homyu (P, N)
por g«(p) := g o ¢. Mostre que a aplicacdo g. é um homomorfismo de médulos-A.
(b) Seja

00— —to 2o n——0

uma, sucessao curta exacta de moédulos-A.
(i) Se P é um moédulo-A qualquer, mostre que

0 — Homa(P, L) —> Homa(P, M) —%> Hom (P, N)

é uma sucessao exacta.
(ii) Mostre que g. é sobrejectivo se e s6 se P é um médulo-A projectivo.
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10. Modulos injectivos

Consideremos o diagrama dual do que define médulo projectivo:

= ou 0—>N—2=M
an 7 L7
9 f oL
s/ g ¥
M~<—N<—0 P.

Definicao 10.1. Um mddulo-A, I, diz-se injectivo se para todo o diagrama

0—>N——= )

|

I

t.q. a linha superior é exacta (i.e., i € injectivo), existe h: M — I que faz comutar o diagrama

0—>N——> M
7
7/
1,
I

Consideramos o caso particular de A = Z.

Definicao 10.2. Um grupo abeliano D diz-se divisivel se Yy € D e ¥n € Z\ {0} a equagdo

nr =1y
tem solugcao x € D.

Exemplo 10.3. (Q,+) é um grupo divisivel.

Proposicao 10.4. Um mddulo I € Moda € injectivo sse para todo o ideal esquerdo L C A e

todo f: L — I existe h: A — I que faz comutar o diagrama sequinte

0—=L——>4A

/

/
fl Pl
1

)

onde i: L — A é o homomorfismo inclusdo.

Teorema 10.5. Um grupo abeliano D € divisivel sse D ¢ um maodulo-Z injectivo.

Demonstragao. Suponhamos que D é injectivo. Sejay € D en € Z\ {0}. Consideremos

o diagrama

0—>nZ —>7

onde f(n) = y — note que nZ é um médulo-Z livre com base {n}. Temos nh(1l) = h(n) =

h(i(n)) = f(n) =y e podemos tomar x = h(1).
Sejam f,7 como no diagrama seguinte
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Seja
S={g: M - D|i(N)<M <MAngoi=f}.
Temos S # @ pois
(foi_l: i(N) — D) e€S.
O conjunto § é parcialmente ordenado pela relagao:
(gli M{ —)D) < (92: Mé — D) <:>M{ - Mé A 92|M{ = g1.

Seja {g;: Mj — D | j € J} uma cadeia em S. Defina-se M’ := Uje/ M} e g: M' — D t.q.
g\MJ/_ = gj. Temos goi = gjoi= f, V], logo g: M' — D é majorante.

Pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal h: M — D de S. Sejay € M\ M’ e
M" =M+ (y). Se M'n (y) = {0}, temos M" = M’ @ (y) e h pode ser prolongado fazendo

h|yy = 0.

< >Se M' N (y) # {0}, entao I = {m € Z | my € M' N (y)} é um ideal ndo nulo de Z, logo
I = (n), para algum n € Z\ {0}. Seja z € D t.q. h(ny) = nz. Defina-se h: M" — D t.q.
hlpr = he h(y) =z, i.e., h(v+my) = h(v) +mz onde v € M e m € Z. h estd bem definido
pois, se vi +miy = vg + moy, com v; € M’ e m; € Z, entao

Vi — Vo = may —miy = (ma2 —my)y € M' N (y)
= mo—m1 €IS mg—mo=mn
para algum m € Z e, portanto,
h(v1) — h(v2) = h(vi — va) = h((m2 — m1)y)
= h(mny) = mh(ny) = mnz = mox — miz .
Obtemos assim uma contradicio, pois h prolonga h. Concluimos que M’ = M. O

Exemplo 10.6. (Q,+) é um grupo abeliano injectivo.

Exercicios

4.10.1. Demonstre a Proposicao 10.4.

4.10.2. Mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) qualquer médulo-A é projectivo;
(ii) qualquer sucessao curta exacta de médulos-A cinde-se;
(iii) qualque médulo-A é injectivo.
4.10.3. Mostre que qualquer espago vectorial sobre um anel de divisao D ¢é projectivo e injectivo.

4.10.4. Prove as seguintes afirmagoes:

(a) nenhum grupo abeliano finito, nao trivial, é divisivel,

(b) nenhum grupo abeliano livre?, ndo trivial, é divisivel.
4.10.5. Mostre que o grupo Z(p™), onde p € N é um primo, é divisivel.

4.10.6. Seja D um grupo abeliano livre de torcao® divisivel.
(a) Dados n € Z\ {0} e a € D, seja b € D tal que nb = a. Mostre que 1 - a := b induz
um produto por escalares Q x D — D que, juntamente com a soma em D, define
uma estrutura de espago vectorial-Q em D.
(b) Conclua que D = &;c;Q.

2Recorde que um grupo abeliano G diz-se livre se for livre como médulo-Z — ver Observagao 6.3.
3Um grupo abeliano G diz-se livre de tor¢do se o subgrupo Tor(G) := {g € G | |g| é finita} é o grupo trivial {0} — ver
Exercicio 1.4.11.
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11. Produto tensorial

Definicao 11.1. Sejam M, Mo, N € Mody4 e seja ¢: My x My — N. Diz-se que @ € bilinear-A
se para todo a,a’ € A e todo v,v' € My, w,w’' € My se tem

(i) plav +a'Vv',w) = ap(v,w) + d'o(v',w);

(ii) @ (v,aw + a'W') = ap(v, w) + d'o(v, )
i.e., @ € bilinear-A se € linear-A separadamente em cada uma das varidveis.

Observagao 11.2. De forma andloga define-se aplicagao multilinear- A:
p: My x---x M, — N.
Exemplos 11.3. 1. Seja V um espago vectorial-R e seja (-, -) : V' xV — R um produto interno.
A aplicagao (-,-) é bilinear-R.
2. Se A é um anel comutativo, o produto A x A — A, (a,b) — ab, é bilinear-A.

3. Seja M um moédulo sobre um anel comutativo A. O produto por escalares A x M — M,
(a,v) +— av, é bilinear-A.

4. O determinante det : M, (R) — R é multilinear nas colunas (ou linhas) de uma matriz n x n.

No resto desta seccao, A é um anel comutativo.

Teorema 11.4. Sejam My, My € Moda. FEntao existe wm mddulo-A, My @ Ms, com uma
aplicacao bilinear-A, p: My x My — My ® My, que € universal para aplicacdes bilineares-A
a partir de My X Mo, i.e., dado N € Modg e uma aplicacdo bilinear-A ¢: My x My — N,
EI!QZ; € Homy (M ® My, N) que faz comutar o diagrama seguinte:

M1XM24P>M1®M2

|
136
xv o]

N

Demonstracgao. Seja L o médulo-A livre gerado My x My: L := F (M x Ms); os seus elementos
escrevem-se unicamente na forma
n
E aie(vi 7Wi) Y
i=1

coma; € A, v; € My, w; € My. Seja R C L o submédulo gerado pelos elementos da seguinte
forma:

C(v+v/,w) T E(v,w) T E(v/,w)
C(v.wiw’) T €(v,w) T E(v,w)
€(av,w) ~ A€(v,w)
e(vyaw) — ae(vjw).
onde v,v' € My, w,w' € My e a € A.
Defina-se My ® My := L/R, seja w: L — M; ® My a projecgao candnica e seja p: My X My —
My ® My a composta
p: My x M€ L—"—> M ® M,

(V, W) ——— €(v,w) ——> Tr(€(y,w))-

Por definicao de R, p é bilinear-A:

e(viv/,w) — €(v,w) — €v,.w) € R & p(v+ V', w) =p(v,w) +p(v,w).
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Falta apenas provar que p é universal. Seja ¢: My x Ms — N uma aplicacao bilinear-A.

Seja ¢: L — N o homomorfismo determinado por ¢:

M1XM24i>L

|
=1
¢ y

N
Ou seja, ¢ é a extensao linear de ¢. Temos

¢ bilinear-A < R C ker QB,

logo 3! ¢: L/R — N que faz comutar

¢

L —

7
Ve

s

i T

My ® My =——L/R

Juntando os dois diagramas acima, obtemos o diagrama pretendido:

M1><M2

L

7

-
™ <
l//ﬂw

M, ® My =———L/R

N

(]

Observagao 11.5. A propriedade universal do produto tensorial determina-o a menos de iso-
morfismo tal como acontece com outros objectos universais: quociente, soma directa (copro-
duto), produto directo (produto).

Notagao 11.6. Dados v € M; e w € M, denotamos por v ® w o elemento p(v,w) do produto
tensorial V' @ W:

’V@W::p(v,w)‘

Observagao 11.7.
1. Da bilinearidade de p: My x My — M; ® M, seguem as seguintes igualdades em M; ® My
aveaw)=(av)@wW =v® (aw)
v+v)eow=veaw+v ow.
Ambas igualdades sdo usadas com frequéncia.
2. A funcao
p: My X My —— My ® My
(VW) ————> VoW

nao é sobrejectiva em geral, no entanto, dado x € M; ® Ms existem vy,...,v, € Mj,
Wi,...,Wy € My t.q.

n
X = E Vi Q@ W;
i=1
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pois

n n
X = W(Zaie(vngg)) =X = Z a; (V; & w,’L) = Z (aivg) & wg .
i=1

i=1 i— T~ Y

3. Da propriedade universal do produto tensorial (ou de 2. acima) segue que dois homomorfismos

fyg: My ® My — N sao iguais sse

vv€M1 vWEJ\/IQ f(V@W) = g(V®W)
Exemplos 11.8. 1. Se A=ReV =W =R", entao
VeWw =T"R")

sd0 os tensores-2 covariantes. Se V =W = (R")* := Homg (R", R), entdo VW = T%0(R"),

e.g., o produto interno usual (-,-) € T?9(R").
2. Sejam A =7Z, My = Zo e My = Z3. Temos

Vmpez m®n=m®4in=2(m® (2n)) = (2m) ® (2n) = 0.
Concluimos que Zy ® Zs = {0}.

Observagao 11.9. No Exemplo 11.8.2. usamos o seguinte facto: da bilinearidade de p: M; x
My — M; ® Ms segue
Vvem Vwemy, V& O0r, = 0a @ W = 0a00,-
De facto,
p(V, OMz) = p(V, OA . OMQ) - 0M1®M2 = p(OA : OMlaW) = p(OMl,W)

Notacao 11.10. Também se escreve M; ® 4 Mo para enfatizar que se trata do produto tensorial
como mddulos-A.

Teorema 11.11. Dados M, ..., M, € Moda existe um mddulo-A, @', M;, com uma aplica-
¢do multiplinear p: [[7_, M; — @i, M; que é universal entre as aplica¢ées multilineares para
mddulos-A. Esta propriedade determina o médulo Q);—; M; a menos de isomorfismo.

Notagao 11.12. ’Vl R @Vy =p(Vi, ..., Vy) ‘

Proposicao 11.13 (Propriedades do Produto Tensorial). Sejam M, My, My, Ms, N, M; (para
i € 1) mddulos-A. Temos os sequintes isomorfismos naturais

(a) My @ (My® M3) = (M @ My) @ Mz = My @ My ® Ms;

(b) My ® My = My @ My com isomorfismos induzidos por v QW <> W @ v;

(¢) (Bie; Mi)ON = P, (M;@N) com isomorfismos induzidos por (v;)ic; @W < (ViQW)icr;
(d) M @4 A= ARy M = M com isomorfismos induzidos por v ® a <> a @V <> av.

Demonstracao.

(a) Exercicio.
(b) Seja ¢: M; x My — My ® My, dado por p(v,w) =w® Vv e : My x My — M; ® My dado
por ¥(w,v) = v ®w. Vejamos que ¢ e 1 sdo bilineares:
olav +adv',w)=w @ (av + a'Vv')
=aw@v)+d(wav)
=ap(v,w) +do(v,w).
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As restantes condicGes relativas a bilinearidade seguem de forma analoga. Pela propriedade
universal do produto tensorial, conclui-se que existe ¢ € Homa(M; ® Mo, My ® M) e
’Lﬂ S HomA(MQ ® My, M7 ® Mg) t.q.

(vew)=w®Vv
(WRvV)=vaw,

RSN

logo
ﬁo@(v@w) = @(w@v) =vew=Iidy,em (Ve wW).

Portanto ¢ o ¢ = idpr - Da mesma forma, ¢ o = idyngn, -

(c) Vamos verificar que @,.;(M; ® N) satisfaz a propriedade universal do produto tensorial

(Bjc; M;) @ N. Seja
q: (EBM) x N = @ (M; ® N)
iel i€l
a aplicacao dada por q((v;)icr, W) = (Vi @ W);er.
(1°) ¢ é bilinear-A pois
q(a(wi)icr + b(vi)ier, W) = q((au; + bvi)icr, w) = ((aw; + bvi) @ W)ics

= (a(u; @ W) + b(v; ® W))ier
= a(u; ® W)ier + b(vi @ W)ier
= aq((wi)ier, w) + bq((vi)ier, W)

onde (w;)ier, (Vi)ier € @;c; Mi, wE Nea,be A, e

q((0)ier, aw + bw') = (0; @ (aw + bw'));er
= (a(u; @ W) + b(w; ® w'))icr
= aq((wi)ier, w) + ba((w)icr, w') ,
onde (w;)ier € @;c; Mi, w,w' € N e a,b e A.
(2°) @,c;(M; ® N) e q verificam a propriedade universal do produto tensorial:

Seja L um médulo-A e ¢ : (@iel Mz) x N — L uma aplicacao bilinear-A. Queremos
mostrar que existe um unico homomorfismo ¢ que faz o seguinte diagrama comutar

(@z‘el MZ) x N —> Dic/(Mi @ N)

]

L

Para cada i € I, seja ¢; : M; x N — L a aplicacao dada por ¢;(vi, w) = ¢(t;(v;), w), onde
Ly M; — @ie ;1 M; sao as aplicacoes de estrutura da soma directa. Como ¢; ¢ bilinear
(verifique!), existe um dnico homomorfismo @; : M; ® N — L tal que

(11.1) Gi(vi @ w) = p(1i(vi), W) = p(Li(vi), w) .
Pela propriedade universal da soma directa, a colecgdo de homomorfismos {@; : M;QN — L}
define um tinico homomorfismo ¢ : @, ;(M; ® N) — L tal que
(11.2) P((wi)ier) = > p(wi) .
el
(Note que a soma é finita pois {i € I | u; # 0} é um conjunto finito porque se trata de uma
soma directa.)
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Este homomorfismo ¢ faz o diagrama acima comutar pois:

P(a((vi)ier, w)) = (Vi ® W)ier) por definicdo de ¢
= Z o(viow) por (11.2)
el
= Z@(Li(vi%w) por (11.1)
iel
= @(Z Li(vi), W) porque ¢ ¢ bilinear
iel

= o((vi)ier, W) ,
onde (v;)ier € @, M; e w € N, portanto g o q = ¢.

(d) Seja p: A®4 M — M o homomorfismo definido por p(a ® v) = av (p estd bem definido
porque a expressao que a define é bilinear) e seja ¢): M — A ®4 M definido por ¢ (v) =
14 ® v. Temos

popla®dv)=1y(av)=1a4® (av) =a(lgy @V) =a®V
potp(v) =p(la®@v)=14-v=v. O
Definigao 11.14. Dados f1 Homy (M, N1), fo € Hom4(Ma, N2), a fungao
M; x My — N1 ® No
(v, w) = fi(v) ® fo(w)

é bilinear, portanto induz um homomorfismo My ® My — N1 ® Na que denotamos por T(f1, f2)
ou por f1 ® fo.

Definicao 11.15. Denotamos por (ModA)Q, ou por Modyg xMod 4, a categoria dos pares de
modulos-A e pares de homomorfismos de mddulos-A.

Proposigao 11.16. A correspondéncia (M, N) — M®N define um functor (ModA)2 — Mody4.
Em particular, dado um mddulo-A, N, as correspondéncias

M—M®N M—=NM

sao functores Mod s — Mod 4.

Corolario 11.17. Sejam M, N € Mody livres com bases {m;}icr e {n;}jecs. Entio M @ N €
Mody € livre com base {m; @ n;}; jyerxs- Em particular,

dimg(M ® N) = dim4 (M) dimy(N).

Demonstragao. Sejam ¢: @, ; A S Me v: P jeJ A =5 N os isomorfismos dados por

(a;) el g am; e P (b geJ E bjn;.

i€l JjeJ

Temos

(®ieIA) ® (@JGJA) iz}>)]\4 N

pois (p, 1) € Hom(yeq,4)2 é um isomorfismo. Por outro lado,

P a0t B @ 4
(3,5)EIxJ (4,5)EIXJ
(ai (=) bj)i,j — (azb )” ,

logo o resultado segue. O
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Exemplo 11.18. A[z] e A[y] sao mdédulos-A livres com bases {1,3;',3:2,...} e {1,y,y2,...},
respectivamente, logo, pelo Coroldrio 11.17, Afx] ®4 A[y] é livre com base {z' ® 3’ | i, j € No}
ez’ ®y — x'y’ define um isomorfismo de médulos-A A[z] @4 Aly] — Alz,y].

Exemplo 11.19. Identificando vectores com matizes coluna, a aplicacao
B :R" x R" — M,(R)

(v,w) — vw’

¢ bilinear-R, portanto induz uma aplicacao linear-R
B :R"@r R" - M, (R)

v®wv—>va

onde w' designa a transposta da matriz w. Seja {ei}z‘e{l,...,n} a base canénica de R" e seja E; ; €
Mp(R) a matriz cuja entrada (4, j) é 1 e as restantes entradas sao nulas . Entao {e;®e;}; je1,....n}
é uma base® de R* @g R". Como B(e; ®e;) = E;; e como {Eij}ijequ,. . ,ny € uma base de M, (R),
concluimos que 8 é um isomorfismo.

Exercicios

4.11.1. (a) Seja G um grupo abeliano. Mostre que G ® Z,, = G/mG,¥Vm > 0.

(b) Mostre que Zy, ® Zy, = Zg, onde d = MDC(m,n).
(¢) Seja G um grupo abeliano de tor¢ao.® Mostre que G ®z Q = 0.
(d) Mostre que Q ®z Q = Q.

4.11.2. Sejam M e N mddulos sobre um anel comutativo A e sejam M’ € M e N' € N
submédulos. Mostre que

M/M' ®4 N/N' = (M ®4 N)/H ,

onde H é o submédulo de M ® N gerado por vV @ w e v w’ para v € M', v € M,
w' e N ewe N.

4.11.3. Sejam [ e J ideais de um anel comutativo A, seja M um modulo-A. Mostre que:
(a) AJT®a M = M/IM, como médulos-A, onde IM = (av | a € I,v € M) é um
submodulo de M;
(b) A/T®a AJJ = A/(I+ J), como médulos-A.
4.11.4. A incluséo ¢ : Zo — Z4 é um homomorfismo de grupos abelianos, pois Zy < Z4. Mostre
que id ®t: Zo ® Zig — 7o R Zy4 é a aplicacao nula, no entanto Zs ® Zy # 0 e Zo ® Zyg # 0.
4.11.5. Dé exemplos de um anel comutativo A e médulos-A M e N tais que:
(a) M@y N % M ®y N,
(b) Jue M®a N tgVveMVweN u#vaw,
(¢c) Iv,iveMw,weNtgvEV wtwevaw=v w.
4.11.6. Determine H ®g C e H ®@g H.
4.11.7. Demonstre a Proposicao 11.16.

4Uma vez que o anel dos escalares é um corpo, ja sabemos que os médulos séo livres, mas o Corolario 11.17 permite-nos
identificar uma base para o produto tensorial & custa de uma de R".
5Um grupo abeliano G diz-se de tor¢do se G = Tor(G) — ver Exercicio 1.4.11.
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12. Propriedades adicionais do produto tensorial

Teorema 12.1. Seja A um anel comutativo, seja N um mddulo-A e seja

My —L My~ 0 0
uma sucessao exacta de modulos-A. Entao
f®id g®id

Mi@N-—>My@N — M3 N ——=(
€ uma sucessao exacta.

Demonstragao. 1. g®id é sobrejectivo: Dado v € M3 e w € N, seja u € M tal que g(u) = v
(g é sobrejectivo por hip6tese). Temos

veaw=g¢gu)ew=(¢®id)(u®w) € im(g ®id)

e, como os elementos v @ w geram M3 ® N, concluimos que g ® id é sobrejectivo.

2. ker(g ®id) C im(f ®1id):
imf=kerg=gof=0=(¢g®id)o(f®id) = (go f) ®id = 0.

3. im(f ® id) C ker(g ® id): Por 2. e pela propriedade universal do quociente de mddulos

(Proposicao 2.8), a aplicagao

) M2 RN
v im(f ®id)

induzida por g ® id, i.e, tal que p(u® W) = g(u) ® w, é um homomorfismo de médulos-A.
Como im(f ®id) = ker(g ® id) sse ¢ é injectiva, vamos mostrar que ¢ é injectiva. Para
isso basta ver que ¢ tem inverso a esquerda.
Seja entao ¥ : M3 x N — % dada por ¥(v,w) = u® w, onde u € M é tal que
g(u) =v.

¥ estd bem definida: seja u’ € My tal que v = g(u) = g(u’), entao

—)Mg@N

u—ueckerg=imf=(u-uoweim(f®id) Vwen
e portanto

Ygw)@w)=u@w=u@w+ (W -uow=uew=1gl')ew).

Como 1 é claramente bilinear, exite um homomorfismo

~ M2®N
My @ N —y 290
viMse N = i)

tal que (v ® u) = ¥(v,u). Logo

Yopluew)=1(gu)@w)=uw VYueyYweN
donde concluimos que 1; o =id. (]

Observagao 12.2. Recorde que T : (Mod4)? — Mods com T(M,N) = M ®4 N e T(f,g) =
f ® g é um functor. Se fixarmos o médulo N e g = idy, obtemos um novo functor (Proposic¢ao
11.16)

TN : MOdA — MOdA
definido por Tn(M) = M ®4 N, nos objectos, e Ty(f) = f ® id, nos morfismos. O teorema

anterior, diz-nos que T preserva o lado direito de uma sucessao curta exacta. Um functor que
satisfaz esta propriedade diz-se exacto a direita.
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Teorema 12.3. Seja A um anel comutativo e sejam M,N,K € Mody. FEntdo eriste um
isomorfismo de mddulos-A
a: Homa(M ®4 N, K) = Hom(M, Homa(N, K))

dado por

Yvem Ywen  [a(f)(V)] (W) == f(vew).
Demonstragao. Verficamos que « estd bem definido e tem inverso:
1. a(f)(v) € Homa(N, K) :

a(f)(v)(aw +d'w') = f(v® (aw + bW')) = af(veow) +d f(veow)
= ala(f)(v)] (W) +d [a(f)(v)] (W).
2. af € Hom4(M,Hom4 (N, K)) : temos
(a(f)av + V) (w) = £ ((av) ® W+ (a'v') & w)
= (aa(f)(v)) (w) + (da(f)(V))) (W),
logo,

a(f)(av +a'v') = aa(f)(v) + da(f)(V).
3. alaf +d'f") =aalf)+da(f).
4. o tem um inverso 8 definido por

Blg)(v @ w) = g(v)(w),

onde g € Homa(M,Homa (N, K)). Note-se que [3(g) estd bem definida pois a a expressao
acima ¢ bilinear-A em v, w.

Onde se tomou sempre a,a’ € A, f, f' € Homa(M ®4 N, K), v,v' € M e w,w' € N. O
Observagao 12.4. 1. Dado um médulo-A, N, a correspondéncia M +— Homy (N, M) define

um functor
Hy - MOdA — MOdA .
O teorema anterior, diz-nos que
Homy (TN (M), K) = Homy (M, Hy(K)) VM, KeMod,y -
Nestas condicoes, Ty e Hy dizem-se functores adjuntos.

2. Outro exemplo de um par de functores adjuntos ja encontrado:
F : Set — Mody dado por X — F(X), onde F(X) é o médulo-A livre gerado pelo
conjunto X, é un functor (exercicio). Como F(X) também é um objecto livre na categoria
Mod 4 entao, pela Definicao 5.8,

HomMOdA (F(X)a M) = HomSet (Xa E(M)) vXvGS(Bt\v/]WEl\/IOdA 5

onde E : Mod s — Set é o functor esquecimento. Ou seja, F' e E sao functores adjuntos.
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Exercicios

Nestes exercicios, A é um anel comutativo.

4.12.1.

(%)

4.12.2.

4.12.3.

4.12.4.

4.12.5.

Seja N um médulo-A e considere a seguinte sucessao curta exacta de médulos-A

0 M, e vy 0

Mostre que

id id
0— > NaaM R Ne My 22 N e, My —>0
é uma sucessao curta exacta de médulos-A se
(a) a sucessao (x) cinde-se; ou
(b) N é um mdédulo-A livre; ou
(¢) N é um médulo-A projectivo.
Seja M um moédulo-A. Define-se o dual de M por
M* := Homy (M, A).

Mostre que M* é um médulo-A com a soma f + g e o produto por um escalar® af
definidos respectivamente por

(f+9)(v)=f(v)+g(v)
(af)(v) =af(v) VveM,
onde f,g € M* ea € A.

Seja M um modulo-A livre com uma base {e;}icr. Seja e € M* (ver Exercicio 4.12.2)

definido por e} (e;) = d;;, i.e., € (ej) = 1se j =i e e(e;) =0 caso contrério.

(a) Mostre que {e]}icr ¢ um conjunto linearmente independente em M*.

(b) Mostre que, se I é finito, entao {e};c; é uma base de M™*.

(c) Através de um exemplo, mostre que {e };cr pode nao ser uma base de M*, se I for
um conjunto infinito.

Sejam M e N moédulos-A. Mostre que (M ®4 N)* = Homy (M, N*) (ver exercicio
4.12.2).

Sejam M e N moédulos-A.

(a) Seja ¢ € M* (ver exercicio 4.12.2) e w € N. Mostre que a, w: M — N, dada por
v — p(v)w, é uma aplicacao linear-A.

(b) Mostre que av: M* ®4 N — Hom (M, N) dada por ¢ ® W — a, w é uma aplicacao
linear-A.

(c) Mostre que, se M e N sao mddulos livres finitamente gerados, entao a aplicacao «
da alinea anterior é um isomorfismo.

(d) Conclua que (A™)*®4 A™ = Enda(A"™) = M, (A). (Compare com o exemplo 11.19.)

636 A nio é um anel comutativo, o dual M* de um mdédulo-A esquerdo M tem uma estrutura de médulo-A direito
com o produto de f € M* por um escalar a € A dado por (fa)(v) = f(v)a. Recorde que, no caso comutativo, as nogdes
de médulos esquerdos e direitos coincidem.
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13. Extensao de escalares

Seja a: A — B um homomorfismo de anéis comutativos. Entao B admite uma estrutura de
médulo-A, A x B — B, dada por (a,b) — «(a) -b. Um caso particular é considerar A um
subanel de B e « a inclusao de A em B.

Definigao 13.1. Seja M um mddulo-A. Define-se
Mp:=B®s4 M,
com a estrutura de modulo-B dada por
b, bev)— bb)ov, Vb eB VvelM.
Diz-se que Mp se obtém de M por extensao de escalares.

Proposigao 13.2. Se M € livre, entao Mp € um mddulo-B livre com dimensdo dimp Mp =
dimy M. Se {e;}icr € uma base de M, entao {1p ® e€;}icr € uma base de Mp.

Demonstracgao.
M%@A:MBMB@)A(@A)g@(B@aAA)g@B. O
T el B iel iel iel
Exemplo 13.3. Seja A=R, B=C, a: R — C a inclusao e M = R[z]. Como C@rR =C e
R[z] = @;2 R, temos

Mc = C®g R[z] &2 C ®g (éR) %é(C@@RR) %éC%C[m].
=0 =0 =0

Exemplo 13.4. O homomorfismo a nao tem de ser injectivo. Seja A = Z, B = Z,, e seja
a: Z — Zy a projeccao candnica. Entao

M = Zlx] = Mz, = Zyx].

Exercicios

4.13.1. (Duas mudangas de escalares.) Sejam A, B, C anéis comutativosea: A — B, 5: B — C
homomorfismos de anéis. Se M é um mdédulo-A, mostre que C®@p (B4 M) = C®4 M
como médulos-C, i.e., (Mp)c = Mc, onde a estrutura de médulo-B é induzida por « e
as estruturas de de médulo-C' sao induzidas por 5 em Mp e por foa em M.

4.13.2. (Restri¢ao de escalares.) Sejam A, B anéis comutativos e o : A — B um homomorfismo
de anéis.
(a) Seja N um médulo-B. Mostre que a - v := «a(a)v, juntamente com a soma em N,

define uma estrutura de médulo-A em N. Este médulo-A denota-se por Resﬁ N.

(b) Mostre que

Homp(B ®4 M, N) = Hom4 (M, Res§ N)

como modulos-B.

4.13.3. (Localizagao de médulos.) Seja A um anel comutativo e S C A um subconjunto multi-
plicativo e considere o anel S™!'A. Dado um médulo-A M define-se

(v,8) ~ (w,r) < Jz € S tal que z(sw —rv) =0,

onde (v,s), (w,r) € M x S.
(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em M x S.
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(b) Denotamos por ¥ a classe de equivaléncia de (v,s) € M x S e por S~1M o conjunto
das classes de equivaléncia. Mostre que S™'M é um médulo-S~' A com as seguintes
operacoes:

vV W TV 4+ SW a v av

—t = e =—,
S T ST t s ts

onde T, €S “Me 7€ S~1A. (Em particular, nio se esqueca de mostrar que as
operacoes acima estao bem definidas.)
(c) Como ¢g: A — S7'A, a — 1, ¢ um homomorfismo de anés, S~IM tem também
uma, estrutura natural de médulo-A. Mostre que
vg: M — STIM
v
Ve T
é um homomorfismo de médulos-A tal que pg(a)ys(v) = g(av). Este homomor-

fismo g é o homomorfismo canénico da localizacao S~!1M.

4.13.4. Seja A um anel comutativo, S C A um conjunto multiplicativo e M um méddulo-A.
Considere a localizacdo S™'A4 de A e S™'M de M, e os respectivos homomorfismos
canénicos pg : A — S71A e g : M — S~'M — ver Exercicio 4.13.3.

(a) Mostre que

a:STTA®A M — S™IM
a av
s s

estd bem definido e é um isomorfismo de médulos-S—! A.
(b) Seja
d)S_lA,M M — SilA ®A M
1
VI—>QDS(1)®V:I®V,

o homomorfismo associado & extensao de escalares induzida por ¢g. Mostre que
aodg-14m = Ps.
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14. Moddulos sobre dominios integrais

No que se segue D é um dominio integral.

Proposicao 14.1. Seja M um mdodulo-D. Entdo
TorM ={veM|3ac D\{0}:av=0}

é um submodulo de M.

Demonstragao. Sejam v,v’' € Tor M e d,d' € D\ {0} t.q.
dv =dv' = 0.

Temos dd' # 0 e dd'(v — v') = d'(dv) — d(d'v') = 0, portanto Tor M é um subgrupo de M.
Dado d” € D temos d"v € Tor M, pois (d”’d)v = 0. Concluimos que Tor M é um submddulo de
M. O

Exemplos 14.2.

1. Se D = k é um corpo e M € Vecty, entdo Tor M = {0};
se D=7Z¢e M = 7, entao Tor M = Z,;
se D=7Ze M =Z", entao Tor M = {0};
se D=7 e M = Q, entao Tor M = {0};

se D =Ek[z], M =V € Vecty, e T € Endg (V) := Homy(V, V), entdo V tem uma estrutura de
modulo-D dada por:

AN

flx) -v:= ZaiTiv,
=0

onde f(z) =Y ja;z". Se dimy V é finita, temos V = Tory, V' — Exercicio 4.14.1.

Definigao 14.3. Se M € Modp € t.q. Tor M = M, diz-se que M ¢ um mddulo de torgao. Se
Tor M = {0}, diz-se que M ¢é um mddulo livre de torcao.

Exemplo 14.4. Seja G um grupo abeliano, i.e., um médulo-Z. Entao
g€ TorG < dn e Z\ {0} tal que ng =0<n||g|.
Ou seja, Tor G = {g € G| |g| é finita}. Portanto

e (7 é um grupo abeliano livre de torgao sse qualquer elemento nao nulo tem ordem infinita;

e (G é um grupo abeliano de torcao sse todos os elementos tém ordem finita.

Observagao 14.5. Um mdédulo pode ser livre de tor¢ao sem ser livre: Q é um moédulo-Z livre
de torgao e nao é livre, pois, para todo p,q € Q, o conjunto {p, ¢} é linearmente dependente.

Proposicao 14.6.
(a) Seja ¢ € Homp (M, Mz), entdo
¢(Tor My) C Tor M.
Se ¢ € injectiva, entdo ¢(Tor M) = (Tor M) Nim ¢. Se ¢ € sobrejectiva e ker ¢ C Tor My,
entdo ¢(Tor M7) = Tor Ms.
(b) Se M é um mddulo-D, entao M/ Tor M ¢ livre de tor¢ao.
(c) Se {M;}icr € uma familia de mddulos-D, entao

Tor (@MJ = @TorMi.

i€l 1€l
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Demonstragao. (a) Temos
av =0 = agp(v) =0,
logo ¢(Tor M) C Tor Ms.
Se ¢ é injectiva e w = ¢(v), aw = 0, entao
aw = ¢(av) =0 = av =0 = v € Tor M;.
Se ¢ é sobrejectiva e ker ¢ C Tor M, e w € Tor My é t.q. aw =0 e w = ¢(v), entdo:
¢(av) =0 = av € Tor M;
= 3be D\ {0} tal que bav =0
= v € Tor M7 (pois ba # 0).

(b) Como m: M — M/ Tor M é sobrejectiva e ker 7 = Tor M, temos, por (a),

M
Tor (m) = W(TOTM) = {0}
(¢) Segue directamente da definigdo de Tor e da soma directa — Exercicio 4.14.2. (]

Definigao 14.7. Seja K = Frac(D) o corpo de fracgoes de D. Note-se que K € um mddulo-D.
Dado M € Modp, definimos
Mg = K ®p M € Vecty .

Ou seja, Mg € o mddulo-K obtido de M por extensio de escalares. Denotamos por ¢x ar (ou
simplesmente ¢, se nao houver risco de confusio) o homomorfismo natural de mdédulo-D dado
por

¢ M = Mg;v—1RQv.

Exemplo 14.8. Sejam D =Z e M = 7", entao Mg = Q ®z Z" = Q™.

Proposicao 14.9. Seja M € Modp. Entdo

(a) K ®p Tor M = 0;

(b) K®p (M/Tor M) =K ®p M;

(c) Se N C M é um submddulo tal que M/N é um mddulo de tor¢ao, entao K@p N = K®p M

Demonstragao. (a) Exercicio.
(b) Seja m: M — M/ Tor M a projecgao canénica e i : Tor M — M a inclusao. Entao

0 — Tor M ——> M —"> M/ Tor M —>

é uma sucessao exacta, logo

K ®p Tor M “224 K op M 2% K @p (M/ Tor M) —— 0
também é uma sucessao exacta de médulos-D, pelo Teorema 12.1. Como K ® p Tor M = 0,
por (a), concluimos que id ®7 é um isomorfismo de médulos-D.

(c) Sejai: N — M a inclus@o. Entdo a =id®i: K p N — K ®p M é um homomorfismo
de médulos-D. Para mostrar que o é um isomorfismo, construimos o seu inverso. Seja
B :KxM— K®pN dado por

B'(,m) = = ®am

onde a € D\ {0} é tal que am € N — existe um elemento a nestas condigdes pois M/N é
um médulo de torgao. Verifique que 5/(z, m) nao depende da escolha de a e que 8’ é uma
aplicagao bilinear. Portanto, existe um homomorfismo 5 : K  p M — K ®p N tal que
f(zx ® m) = '(z,m). Temos que o = idgg,m € foa = idgg,n, donde concluimos
que « é um isomorfismo. O
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Exemplo 14.10. Seja D = Z[v/10] e considere o ideal I = (2,1/10). Portanto I é um submdédulo
do médulo D, cujo quociente D /I é um médulo de tor¢ao porque

2(a+bv10+[) :IZOD/[ Va,bEZ
e 2 € Z\ {0}. Pela Proposigao 14.9(c), temos que K ®p I = K ®p D = K. Note, no entanto,

que I 2 D, pois I nao é um médulo-D livre.

A proposicao anterior usa apenas a estrutura de médulo-D dada pela construcao do produto
tensorial. Na préxima proposicao ja se explora a estrutura adicional de Mg como espaco
vectorial sobre K.

Proposicao 14.11. Seja M € Modp e seja ¢ = ¢ v M — My. Entao, temos:
(a) VW€ MgIde DIveM:w=1¢(v);
(b) ker ¢ = Tor M.

Demonstragao. (a)

n n

A N QR

i=1 i=1 ji

= - 1bn Zﬁ;l@ ((aiHbj)vi)

J#
=5 (e <“]1;ij)v>> € 5 20

=1

3

(b) A inclusdo Tor M C ker ¢ é ébvia: se b€ D\ {0} é t.q. bv = 0, entdo
p(v)=1v=>0bb'ev)=>b"1e(bv)=0.
Para a inclusao inversa, ver o Exercicio 4.14.7. O

Definicao 14.12. Seja M € Modp e seja S C M um subconjunto. Define-se a caracteristica
de S como dimg (p(S)). Em particular, a caracteristica de M ¢é rank M := dimy M.

Observagao 14.13. Se M é finitamente gerado, entdao M tem caracteristica finita, pois
dimg (¢(5)) <[] .
Exemplos 14.14. 1. Z, é um moédulo-Z de caracteristica zero.

2. Mais geralmente, se M é um modulo-D de torcao, entao M tem caracteristica zero.

3. @ é um médulo-Z de caracteristica 1: Q®zQ = Q (ver Exercicio 4.11.1). No entanto, Q nao
¢é finitamente gerado como grupo abeliano.

Lema 14.15. Seja M € Modp, entao {e;}icr C M € li. sse {1 ® e;}ier C Mg € Li..
Demonstragao. Seja v: @,.; D — M;v ((ai)icr) = ;1 @i€i- Consideremos a composta
@bp 4 MY My
el
Temos

1. {1®e;}lier é Li. sse ¢ o1 é mono:

i 1 / 1 /
Yo Fee) =0 > d(1ee) =0 § b0t ((aier) =0,

ondeb:bl--'bnea;:aiHj#bj.
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2. ¢ o1 é mono sse:

wémono/\(imwﬁgg;g:{og & wémono/\(Tor(iEe?D):{OD
< 1) é mono

= {ei}iej é 1.

onde ker ¢ = Tor M pela Proposicao 14.11. O

4.14.1.

4.14.2.

4.14.3.

4.14.4.

4.14.5.
4.14.6.

4.14.7.

Exercicios

Seja k um corpo, V € Vecty e T € Endg(V). Considere a estrutura de médulo-k[z]
em V descrita no Exemplo 14.2.5, i.e., com o produto por escalres de k[z] induzido por
z-v:=T(v), parav € V. Se dimy V = n é finita, mostre que Tory,) V = V.

Sugestao: Considere os vectores v,T'(v),...,T"(v).

Demosntre a Proposi¢ao 14.6(c), i.e., se {M;};c; é uma familia de médulos-D, mostre
que Tor (®iel Ml) = @, Tor M;.

Sejam M; moédulos-D, i € I.

(a) Mostre que Tor ([T;c; M;) C ;e Tor(M;).

(b) Serd sempre verdade que Tor (Hz‘el MZ) = [[;e; Tor(M;)?

Considere a seguinte sucessao curta exacta em Modp

0 M-—lonNSsp 0.

(a) Mostre que

flTor M 9lTor N

0——TorM Tor N Tor P
é uma sucessao exacta.
(b) Dé um exemplo de um homomorfismo sobrejectivo g : M — P tal que a restrigao
g|Tor N : Tor N — Tor P nao é sobrejectiva.

Demonstre a Proposicao 14.9(a).

Seja D um dominio integral e seja M um moédulo-D livre. Mostre que M ¢é livre de
torgao. Através de um contra-exemplo, mostre que o reciproco é falso.

Seja D um dominio integral com corpo de frac¢oes K = Frac(D) e seja M um médulo-
D. Recorde que Frac(D) = S7'D com S = D\ {0}, e considere o espaco vectorial- K
N = S~ M — ver Exercicio 4.13.3.
(a) Seja g : M — S™'M o homomorfismo canénico dado por v + 1- Mostre que
ker ¢g = Tor M.
(b) Conclua que ker ¢ = Tor M, onde ¢ = ¢ p: M - KQp M;v—>1®v.
Sugestao: Exercicio 4.13.4.
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15. Moédulos sobre um d.z.p.

No que se segue D é um d.i.p..

15.1. Matrizes com entradas num d.z.p.
Seja A € M,,«n(D) e considere as seguintes operagdes elementares representadas por matrizes
invertiveis:

(7) trocar as colunas (linhas) i, 7;

(i

) multiplicar uma coluna (linha) por uma unidade;
(7i7) somar um miltiplo de uma coluna (linha) a outra;
)

(tv) substituir as colunas (linhas) a; e a; pelas novas colunas” (resp. linhas) al e a;- t.q. ay; =
MDC(a1i, a1;5) e a’lj =0 (resp. a}; = MDC(ai1,aj1) e a}l =0).8

Para mostrar que é possivel efectuar a operagao (iv), basta considerar o caso ilustrado no
exemplo seguinte.

Exemplo 15.1. Sejam A = [a b, d = MDC(a,b), r,s,d’,V t.q.
d=ar+bs, d=a/d, b =0b/d.
Em particular, 1 = a'r + b's, logo

r —=b

Q:[ ] € GLy(D)

5 a
pois det Q = a’'r +b's € D*. Temos

AQ = [a b] [Z _al,’l] =[d d(V —va)] =[d 0].

Definicao 15.2. Seja d € D\ {0}, definimos 6(d) € N como o nimero de factores primos de
uma factorizacao de d em irredutiveis, contado com multiplicidade, se d & D*; e definimos
d(d) =0, sede D*.

Observacgao 15.3. Se a,d € D sao t.q. d| a e a = d, entao 6(d) < §(a).

4 6
A=l 1
Aplicando a operagao (iv) as colunas de A e, usando a matriz @) do exemplo anterior, fica
-1 -3 . 12 0
o[ ¢ meaesft Y
Aplicando agora a operagao (iv) as linhas de B, temos que
d=1, d=a/d=2, bV =b/d=7, (-32+7=1=>r=-3es=1

Exemplo 15.4. Seja D = Z. Seja

donde
r s -3 1 1 8
P {_b, a,] _ [_7 2] e PB=PAQ- [0 16} .
Note que a entrada (1,2) de B é zero como resultado da operacao (iv) aplicada as colunas, mas

apds a aplicagao de (iv) nas linhas, essa entrada deixou de ser nula.

Note também que, na entrada (1, 1) foi-se obtendo sucessivamente 4 — 2 +— 1 e que §(4) =
2>0(2)=1>4(1) =0.

Tobtidas por combinacao linear de a; e a;
as restantes colunas (linhas) permanecem inalteradas.
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Observagao 15.5. Anteriormente, apenas se definiu o simbolo a | b num anel comutativo A
para a,b € A\ {0}. Uma vez que a0 = 0 para todo o a € D, por convengao, vamos escrever
a | 0 e, em particular, 0 | 0.

Proposigao 15.6. Seja A € My, xn (D), entao existem P € M,,(D) e Q € M, (D), invertiveis,
t.q. PAQ € diagonal:

-
PAQ = diag(dy, -+ ,dy) =Y d;Ey,
i=1
onde dy | --- | dy e Ey € a matriz (04i0si)1<t<m,i<s<n € 7 = min{n,m}.
Demonstragao. Basta demonstrar que se pode obter uma matriz diagonal a partir de A com
as operagoes elementares (i) a (iv) definidas anteriormente.
Descrevemos de seguida um procedimento iterativo para diagonalizar A.
Passo 1. Por um elemento nao nulo na entrada (1,1) de A (pode ser feito aplicando a operacao

(7) para linhas e colunas) se A # 0, e terminar o algoritmo se A = 0;

Passo 2. Usar a operagao (iv) até que, para todo o k, ai1 | a1 e a11 | ag;.
NOTA: cada vez que a;; muda em resultado da aplicagdo da operacao (iv), d(ai1)
diminui. Logo, ao fim de um numero finito de aplica¢oes da operacao (iv) obtém-se
uma matriz cuja entrada aqq satisfaz a11 | ayx e a1 | ag-

Passo 3. Usar as operagoes (ii) e (ii7) para obter uma matriz da forma
d 0 -~ 0
0
. A1
0
onde A; é uma matriz (m — 1) x (n — 1). De seguida podemos aplicar o mesmo procedimento
a matriz A;. Assim, aplicando sucessivamente os passos acima, obtemos uma matriz da forma

dio0o - 0
1 .
0 dy 0 | =diag(d},...,d}),
SR
onde as entradas nulas d}, se as houver, aparecem no fim da lista — consequéncia do Passo 1.
Falta apenas satisfazer a condigao d} | d3 | --- | di. Consideremos a seguinte sequéncia de
operacoes elementares®:
d 0 - 0 db di - 0 a2 0 - 0
0 di 0 --- (@) | a0 - (w)+(@2) | 3 0
0o . S0 . 0

Obtemos d? | d3. De seguida, aplicando o mesmo procedimento as linhas 1 e 3, obtemos uma
matriz diagonal diag(d3,d3,ds, ) t.q. d} | d3 e d3 | d3. Prosseguindo, obtemos uma matriz

diag(dy,...,d}) t.q. di | d}, para todo o i. Definimos d; = dj. De seguida, consideramos a
matriz diag(ds,--- ,d)) e aplicamos o mesmo algoritmo. O processo termina com uma matriz
diagonal diag(dy,...,d;) t.q. dy | do | --- | d,. O

Definigao 15.7. Seja A € My,xn(D) e seja diag(dy,...,d,) uma matriz obtida por diagona-
lizacdo de A, como acima, diz-se que dy,...,d, sao factores invariantes de A.

Pode mostrar-se que os factores invariantes sao tinicos a menos de multiplicagao por unidades
e que duas matrizes sao semelhantes sse tém os mesmos factores invariantes.

9Fa§a os passos intermédios e determine expressoes para d% e d% a custa de d% e d% — Exercicio 4.15.1. Essas expressoes
vao permitir justificar que d% | d% e todas as relagoes de divisibilidade no resto desta demonstragao.
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Corolario 15.8. Seja f € Homp (D™, D™). Entao existem bases de D™ e de D™ em relagdo
as quais [ € representada por uma matriz diagonal.

Demonstracgao. Recorde-se que Homp (D™, D™) = My, xn (D). Seja A € Myxn(DP) a
matriz que representa f relativamente as bases candnicas de D™ e D™. Sejam P € GL,,(D)
e @ € GL,(D) como na Proposigao 15.6 e sejam B C D™, B’ C D™ os conjuntos de vectores
colunas de Q! e P, respectivamente. Entdo, relativamente as bases B e B’ o homomorfismo f

é representado por PAQ. O
Exemplo 15.9. Pretendemos diagonalizar a matriz
2 -1
A= |1 2| € ngz(Z),
1 1
0 que pode ser conseguido aplicando as operagoes elementares:
2 -1 1 2 1 0
1 o Kel2 | | €220 |, g
1 1 1 1 1 -1
L2—2L1 0 L2651 L3-5L2 Lo
- 0 —5| L2283 1o 1| 2582 g 1],
L3=EL g 1 0 -5 0 0
onde usamos a seguinte notacao para legendar as operagoes:
Li <> Lj = trocar as linhas 7 e j;
C'i <+ C'j = trocar as colunas i e j;
Li+ ALj = somar a linha ¢ A vezes a linha j;
Ci+ MCj = somar a coluna ¢ A vezes a coluna j.
As matrizes P, () da Proposicao 15.6 sao:
1 0 0[]1 0 O 1 0 00 1 0 0 1 0 1 _92
P=10 10001—210100:0—11(362—[0 J
0 -5 1|0 1 Of -1 0 1] (0 O 1 1 3 -5

Obtivemos assim uma matriz diagonal

1 0
PAQ = [0 -1],
0 0

equivalente a A.

Exemplo 15.10. Pretendemos diagonalizar a matriz

(t-2)¢—-1)  t-2
A:[ (t - 1)3 (t—2)(t—1)] € Ma(R[t]).

o que pode ser conseguido realizando a seguinte sequéncia de operacoes elementares:

sl [ t—2 (t—2)(t—1)] r2—¢-nm [t—2 (t—2)(t—1)
A5 (-2 -1) (1) } — [ 0 (t 1)
c2-(t-1)C1 [t —2 0 t—2 (t—1)
"1 o (t — 1)2} e [ 0 (t— 1)2]

0 (t—1)2

c2—tc1 [t —2 1 } C1:02 [ 1 t—2]
(
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0 —(t—2)(t—1)2 0 —(t—2)(t—1)?"

Teorema 15.11. Sejam D um d.i.p., N € Modp livre e M C N wum submddulo. Entdo
M ¢ livre e satisfaz dimp M < dimp N (convencionamos que o mddulo trivial {0} € livre de
dimensao zero).

L2—(t-1)2L1 [1 t—2 ] C2—(t—2)C1 [1 0
-

Demonstracao. Demonstramos apenas o caso em que N é finitamente gerado. Podemos supor
N = D". Seja m;: D™ — D ai-ésima projeccao e seja p; = m;|ps. Entao kerp; C kerm; = D1,
Demonstramos o resultado por inducao em n:
e se n = 0, nao ha nada a provar;
e suponhamos que o teorema é valido para n — 1. A sucessdo
(15.1) 0 — kerp, - M — imp, — 0
é exacta. Como imp, C D é um submdédulo, existe d € D t.q. imp, = (d). Se d = 0,
temos (d) = (0) e M = kerp, C D" !, logo M é livre. Se d # 0, entdo (d) = D, logo
(15.1) cinde-se e temos
M = kerp, & imp, = kerp, & D.
Por hipétese, ker p,, é livre e dimp ker p, < n — 1, donde o resultado segue. U
Corolario 15.12. Seja M um mddulo-D finitamente gerado. Entao existe uma sucessdo curta
exacta da sequinte forma:

f

0 D" D" L M 0.

Demonstragao. Seja g: D™ — M um epimorfismo. Temos ker g C D™, logo ker g = D" para
algum n. O

Defini¢ao 15.13. Seja g: D™ — M wum epimorfismo. Diz-se que (D" kerg) é uma apre-
sentacao de M.

Note-se que M = D™ /kerg. O Corolario 15.12 garante a existéncia de uma apresentacao
livre (i.e., tal que ker g é livre).

Exercicios

4.15.1. Considere as seguintes operacoes elementares

a 0| Gi) [a b| Gv)+@Eis) |e 0
0 b 0 b 0 d

onde (iv) é aplicado as colunas. Obtenha expressoes para ¢, d a custa de a,b e conclua
que ¢ | d. Repita o exercicio para matrizes diagonais 3 x 3.

4.15.2. Determine os factores invariantes das seguintes matrizes de entradas em Z:
12 0 0 0

0 20 0 0 4 2 -2
A=10 0 150 0 B_[2 ~10 6]
0 0 0 18

4.15.3. Demonstre o Teorema 15.11 no caso geral, i.e., quando N nao é necessariamente finita-
mente gerado.
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16. Classifificacao de médulos finitamente gerados
sobre d.z.p.

Antes de prosseguir o estudo dos médulos sobre d.i.p., necessitamos da seguinte defini¢ao geral
sobre médulos.

Definicao 16.1. Sejam A um anel, M € Mody e seja v € M. Define-se o aniquilador de v
por

ann(v) = {a € A | av =0}.
Entdo ann(v) C A € um ideal esquerdo t.q. A/ann(v) = (v).

Teorema 16.2. Seja D um d.i.p. e seja M um mddulo-D finitamente gerado. Entdo, existem
diy...,dm €D t.q.

D D
M= g0,
(d1) (dm)
e (d1) D (de) D D (dm). Osideais (di),...,(dn) sao unicamente determinados por M.

Demonstragao. Podemos supor M = D™/im(f), onde f: D™ — D™, m > n, é representado
por uma matriz A = diag(dy,...,dy) t.q. di | d2 |- | dy (Coroldrio 15.12 e Proposicao 15.6) e
seja d; = 0 para i > n.

Seja w: D™ — M a projecgao e seja

v, = 7(e;),
onde {ei,...,en} é a base canénica de D"™. Mostramos de seguida que (v;) = D/(d;) e
M =@, (vi):
1. (v;) 2 D/ann(v;) e
a € ann(v;) < av; = 0 < 7(ae;) < ae; € im(f)

Para i < n, temos ae; € im(f) sse d; | a. Para i > n, temos ae; € im(f) sse a =0 =d;. Em

ambos os casos, ann(v;) = (d;);
2. 3" (vi) =M pois ({e; |i=1,...,m}) = D" e 7 é epi;

J# J#i
= a;e; — Zajej €im(f) = a; € ann(v;) = v =a;v; = 0.
i#£j
Resta apenas mostrar a unicidade de (di), ..., (d), 0 que faremos mais adiante. O

Corolario 16.3. Seja M € Modp finitamente gerado. Entdo
M =TorM & L,

onde L € livre e dim L = rank M. Em particular, M € livre sse M € livre de tor¢ao. Mais
precisamente, temos

(16.1) M = (éD/(dﬂ) @ DF,
=1

tal que dy | da |-+ | dp #0 e k =rank M.

Demonstracao. Podemos supor M = @, D/(d;) com (d;) D (di+1). Seja s = max{i | d; #
0}. Temos

Tor M = @ Tor (D/(d;)) = @D/(di).

i=1
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Seja L =@~ D/(d;) = P;~,,, D. Temos
M =TorM & L,

Mgx=K®pM=KgpL=Km"?
logo rank M = dimg Mg =m — s = dimp L.
Se M é livre de torcao, entao M = L, logo M é livre. O

Observagao 16.4. A condicao de M ser finitamente gerado ndo pode ser removida: se D = Z
e M = Q, temos Tor M = {0}, mas M nao é livre como médulo-Z.

Definigao 16.5. Diz-se que (16.1) é a decomposi¢iao em factores ciclicos invariantes. Os ele-
mentos d; da decomposi¢ao (16.1) dizem-se factores invariantes de M.

Observagao 16.6. Os factores invariantes estao determinados a menos de multiplicacao por
unidades (ou em alternativa, os ideais correspondentes, (d;), estdo unicamente determinados).

Exemplo 16.7. No caso em que D = Z, o coroldrio anterior diz que todo o grupo abeliano
finitamente gerado G é da forma

G=Zg @@Ly, &L,
comd |dy|--|d,#0ek>0.
Exemplo 16.8. Seja G o grupo abeliano gerado pelos elementos x, y, z satisfazendo as relagoes
20 +4y = 0 e x + y + 3z = 0. Pelos resultados anteriores, sabemos que G é a soma directa

de grupos ciclicos. Seja L = Zz @ Zy & Zz o grupo abeliano livre no conjunto {z,y, 2z} e seja
R= 2z +4y,x+y+3z) < L. Entdo G = L/R, ou seja,

G=7%/imf

onde f :7Z3 — 72 é representada pela matriz

2 40

Portanto, para determinar uma decomposicao de G numa soma directa de grupos ciclicos, basta
calcular os factores invariantes da matriz A. Aplicando sucessivamente operagdes elementares
a matriz A obtemos

A:[1 1 3} Py x [1 1 3] X Q1 [1 0 0] xQ> [1 0 O]:B.

A= [1 1 3] € May3(Z) .

2 40 0 2 -6 0 2 -6 020
onde -~
1 0 1 -1 -3 1 0 0
P = [_2 1] , @Q1=10 1 0 e =10 1 3
0 0 1 0 0 1

sa0 as matrizes correspondentes as operagoes efectuadas. Portanto dy =1, ds =2 e k=1 (na
notagao do Corolédrio 16.3), ou seja,

GgZ1@Z2@ZgZ2@Z

Recorrendo as matrizes P; e (Q; podemos ainda obter explicitamente um isomorfismo da seguinte
maneira. Sejam a = 2z + 4y e b = x + y + 3z os geradores de R, portanto

v a
Aly| = [b} :
z

Pondo P = P; e Q = Q1Q2, temos que PAQ = B e

x a T+y+3z a
PAQ(CQ_1 Y ) =P [b] ou seja B| y—3z = [b B 2@] )
z z
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donde '/ =z +y+ 32,y =y —32,2 = 2z geram G e d = a,V/ =b— 2a geram R, e ainda
a =2, b =2y, logo

Y= (1,0)€EZDZ e 2+ (0,1)€EZyDZ
determina um isomorfismo G — Zy & Z.

Corolario 16.9. Dois mddulos-D finitamente gerados sao isomorfos sse tém os mesmos fac-
tores invariantes e a mesma caracteristica.

Demonstragao. Segue da unicidade dos factores invariantes (que ainda nao demonstramos).
O

Notagao 16.10. Diz-se que os factores invariantes e a caracteristica constituem um conjunto
completo de invariantes dos médulos-D de tipo finito.

Exercicios

4.16.1. (a) Seja D um d.i.p. e M um médulo-D de torgao finitamente gerado. Mostre que
I ={de D|dM = 0} é um ideal ndo nulo de D. Um elemento a € I diz-se o
aniquilador minimo de M.

(b) Dé um exemplo de um grupo abeliano finito M com aniquilador minimo m € Z e
de um subgrupo ciclico N com ordem n € N satisfazendo n | m e n # +1, n # +m
tais que N nao é um somando directo de M.

4.16.2. Seja M o médulo sobre Z[i] gerado por elementos x,y cujas relagoes sao determinadas
por (1+i)z+(2—1i)y = 0 e 3x+ 5y = 0. Escreva M como uma soma directa de médulos
ciclicos.

4.16.3. Seja G um grupo abeliano gerado por elementos x,y, z cujas relagoes sao geradas por
6z +4y =0
dr+4y+ 122 =0
8z 4+ 8y + 362 =0.
Determine os factores invariantes de G.

4.16.4. Seja D um d.i.p. e seja M um médulo-D ciclico de ordem!® a € D. Mostre que:
(a) Dado b € D tal que a e b sdo coprimos, entdo bM = M e M[b] = 0. (Ver Exercicio
4.2.6 para a definigao de M[b].)
(b) Seb|aem D, ie., se bc = a para algum ¢ € D, entao bM = D/(c) e M[b] = D/(b).
4.16.5. Seja D um d.i.p. e seja M um médulo-D ciclico de ordem!® a € D. Mostre que:
(a) Qualquer submédulo de M é ciclico e tem ordem um dividor de a.

(b) Para cada ideal (b) D (a), M contém exactamente um submédulo ciclico de ordem
b.

4.16.6. Seja D um d.i.p. esejam M e N médulos-D com ordens'® a # 0 e b # 0, respectivamente,
t.q. a e b nao sao coprimas. Mostre que os factores invariantes de M @& N sao MDC(a, b)
e MMC(a,b).

100 médulo-D ciclico M = (v) tem ordem a € D se ann(v) = (a) C D.
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17. Decomposicao em factores ciclicos primarios

Seja d = pi" - - pI" uma factorizacao de d € D em factores primos (distintos, nao associados).
Entao, pelo Teorema Chinés dos Restos 4.5 do Capitulo 2:

D/(d)=D/(pi") & --- & D/({p/").
Definicao 17.1. Um mddulo-D da forma D/(p™), com p € D primo, diz-se um mddulo ciclico
primario.
Teorema 17.2 (Decomposicao em factores ciclicos primérios). Seja M um mddulo-D de tipo
finito. Entdo
(17.1) M=D/(pi")&---&D/(p) & L,

onde L € livre de dimensdo rank M e p1,...,p, € D sdo primos (ndo necessariamente distintos).
Os ideais (p;") sao unicamente determinados por M.

Demonstragao. A existéncia segue da decomposicao (16.1) e do Teorema Chinés dos restos:
se ¢! -+ g é uma decomposicao de d € D em poténcias de primos (distintos), ¢; € D, entao

D/(d) = D/(¢{") & - & D/(q").
A unicidade da decomposicao serd demonstrada mais adiante. U

Definigao 17.3. Diz-se que (17.1) é a decomposicio ciclica primaria de M. Os elementos
p;"" € D dizem-se divisores elementares de M.

Corolario 17.4. O tipo de isomorfismo de um mdodulo-D de tipo finito é completamente deter-
minado pela caracteristica rank M e pelos seus divisores elementares.

Notagao 17.5. Diz-se que os divisores elementares e a caracteristica constituem um conjunto
completo de invariantes dos moédulos-D de tipo finito.

Exemplo 17.6. Quantos grupos abelianos de ordem 30000 é que existem? Seja G um grupo
abeliano de ordem |G| = 30000 = 3 - 2* . 5%, Considerando as possiveis decomposicdes ciclicas
primérias, temos G = Z3 ® G1 ® Ga, com |G| = 2% e |G| = 5*. Basta portanto determinar
quantos grupos abelianos existem com ordem p*, p € N primo. A decomposicdo ciclica priméria
de um destes grupo é da forma

mel @ cee @mer

com mi + - -+ + m, = 4, e podemos supor que m; < --- < m,. Portanto, temos que contar as
particoes de 4:

4=1+14+1+1

4=1+1+2
4=2+4+2
4=1+43
4=4

Concluimos que, a menos de isomorfismos, hé 5 grupos abelianos de ordem p?*, logo existem 25
grupos abelianos de ordem 30000.

18. Relacao entre factores invariantes e elementares

Descrevemos de seguida um algoritmo para determinar os factores invariantes a partir dos
divisores elementares: sejam pp,...,ps € D primos nao associados representantes das classes
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(para a relagao de associado) que surgem na decomposicao (17.1). Ordenamos as poténcias dos
pi que ocorrem em (17.1) da seguinte forma

mi11 m1
pl .. ps s
mt1 m
pl e p ts
. ~ . . « e 0
t.q., para todo o j, my; < mo; < --- < my; e acrescentamos potir;qas triviais p; de forma a que
todos os p; ocorrem o mesmo numero de vezes. Fazendo d; = py™*' - - - pi*’s vem

D/(di) = D/(p{"") & --- & D/(pg"*)

ed; | diy1. E facil de ver que partindo da decomposicao invariante e aplicando o Teorema Chinés
do restos para obter uma decomposicao ciclica primaria, e depois aplicando este algoritmo,
recuperamos a decomposicao invariante inicial.

Exemplo 18.1. Consideremos o grupo abeliano Zs @ Z12. A correspondente decomposigao
ciclica priméaria é Zo @ Z4 ® Z3. Temos assim, p; = 2 e ps = 3 e portanto

mi1 Mmi2 1 0 d1:21'30:2
= = 2 a9l .
mo1 Moo 2 1 d2:23 =12
Recuperamos assim a decomposicao em factores ciclicos invariantes a partir da decomposicao
em factores ciclicos primarios.

Pode mostrar-se que os processos de obtencao da decomposigao ciclica priméaria a partir da
em factores invariantes e desta a partir da decomposicao ciclica primdria sdo inversos um do
outro. Portanto a unicidade dos dois tipos de decomposicao é equivalente.

Exercicios

4.18.1. Seja G = Z3/im f, onde f: Z3 — Z3 ¢é dado por f(x,y,2) = 2z +y + 2,3z,2 + y).
Determine a decomposicao de G em factores ciclicos primarios.
4.18.2. Quantos subgrupos de ordem p? é que o grupo abeliano L3 © L2 contém?

4.18.3. (a) Quais os divisores elementares do grupo abeliano Zg @ Zg @ Z15?7 Quais sdo os
factores invariantes deste grupo?
(b) Repetir a alinea anterior para Zss @ Zag ® Za20o ® Z1000-

4.18.4. A menos de isomorfismos, determine todos os grupos abelianos de ordem 32 e 72.
4.18.5. A menos de isomorfismos, determine todos os grupos abelianos de ordem n para n < 20.

4.18.6. Seja G = Z,, B Z,. Mostre que os factores invariantes do grupo abeliano G sao
MDC(m,n) e MMC(m,n), se MDC(m,n) > 1, e apenas mn, se MDC(m,n) = 1.

4.18.7. Seja G um grupo abeliano finito e H < G. Mostre que G contém um subgrupo isomorfo
aG/H.
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19. Unicidade da decomposicao em factores ciclicos
primarios
Definicao 19.1. Seja M € Modp e seja p € D um primo. Diz-se que o submddulo
M(p)={veM|3keN:pv=0}
€ a componente p-primaria de M.

Observagao 19.2. Se ¢: M — N é um isomorfismo, entao ¢|yy: M(p) = N(p). Assim, a
componente p-priméria de um médulo é preservada por isomorfismos (diz-se que é um invari-
ante).

Proposigao 19.3. Seja D um d.i.p. e sejam M; mddulos-D, para i € I. Entao
M=PM = Mp=FMb).
i€l i€l
Exemplo 19.4. Seja M = D/(p{"") @ ---® D/(p™) @ D¥, onde p; € D sdo primos. Dado um
primo p € D, pela proposicao anterior e pelo Exercicio 4.19.2 (b) e (c¢) temos
M(p)= @ D/ .
{ilpi~p}

O exemplo anterior mostra que para demonstrar a unicidade da decomposicao em fac-
tores ciclicos primdrios basta considerar o caso de médulos de torcao com uma s6 componente
priméria.

Proposigao 19.5. Seja p € D um primo e sejam my, ..., My n1,...,Ns € Nt.q. my <--- <
my, np <o - S Mg, €
D/(p™)&---@D/(p™)=D/(p™) & --®D/(p").

Entaor=sem;=n;,1=1,...,7.

Demonstracao. Seja | € Ny, pelo Exercicio 4.19.2 (d), temos

D/(p™h), l<m
0, I>m

»(D/(p™)) = {

e dai segue
P (D/(™))
P (D/(p™))

Seja M = D/(p™) @ ---@ D/(p"™) = D/(p™) @ --- @ D/(p™). Juntando os dois factos
acima, obtemos

2

{D/(p), I<m

0, I>m’

‘M
v s @ D= D /)

considerando a estrutura de espago vectorial sobre o corpo D/(p) (pois p é um primo no d.i.p.
D) e comparando dimensoes sobre D/(p), obtemos

Vi #Hi|mg > 1 =4 [ ng > 1,
donde

r=s N ni=my t=1,...,7 U
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Exemplo 19.6. Vejamos que plme/pl“me = Zp para todo | < m. Note-se que
PZL ., P

pl+1Z/me - pl+1Z'
Sejam: p'Z — p'Z/p"+17 a projecgio canénica. Seja 1) : Z — 7 a aplicagio dada por 1 (n) = p'n.
Como 1) é um homomorfismo de médulos-Z com imagem im1) = p'Z, a composta
l
j o/

= L= — 7(p
p=mo iz " m(p'n)

é um homomorfismo sobrejectivo. Temos
on)=0epn=0 modp ©n=0 modpenecypZ,
ou seja, ker(yp) = pZ, donde concluimos que ¢ induz um isomorfismo
/N Pz
pZ ~ Pz

Exercicios

4.19.1. Demonstre a Proposicao 19.3.

4.19.2. Sejam p,q € D elementos primos. Recorde a definicao de M[b] do Exercicio 4.2.6 e
mostre que
(a) M(p) = Uyery MIp":
(b) D(p) = {0}:
(¢) (D/(g™))(p) # {0} se e s6 se g ~ p, onde m € N;
(d) p'(D/(p™)) = D/(p'™™), para l < m, e p'(D/(p™)) = {0}, para I > m.
Sugestao: Use os resultados do Exercicio 4.16.4.
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20. Formas canonicas racionais

Seja k um corpo e seja V um espago vectorial-k de dimensdo finita. Recorde-se que existe uma
bijeccao

’Endk(V) < estruturas de médulo-k[z] em V, ‘

que é obtida da seguinte forma: dada 7' € Endi(V), a respectiva estrutura de médulo-k[z] é
definida por

(Zaix’) Vo= ZaiTiv, VY.’ € k[z], YveV.

A correspondéncia inversa envia uma estrutura de médulo-k[z] em V na transformacao linear

T:V — V dada por
Tv:=x-v, YvelV.
Consideremos agora fixada a estrutura de moédulo-k[z] em V associada a transformacao

T € Endg(V). Em particular, V' é um médulo-k[z] de torgao finitamente gerado (Exercicio
4.14.1) pois dimy V' é finita. Dado um subespago-k W C V', temos

’ W C V é um submdédulo-k[z] sse W é um subespago invariante para T' ‘

Lema 20.1. Nas condi¢coes acima, sejam V; CV, i =1,...,r, subespacos-k. Entao
V:Vi@"'@vr emModk[m]

sse V1 ®--- @V, em Vecty e V; € um espaco tnvariante para T, 1 =1,...,7.

Tendo em conta o lema anterior e a classificacdo de mddulos finitamente gerados sobre o
d.i.p. k[z] (Teorema 16.2 ou Coroldrio 16.3), basta estudar os submddulos-k[z] ciclicos de V.

Lema 20.2. Nas condi¢oes acima, se um subespaco-k W C 'V € um submddulo-k[z] ciclico
entao W tem uma base sobre k da forma {T"v |i=0,...,m — 1} para algum v € W e m € N.

Demonstragao. Sejam W C V um submdédulo-k[z] ciclico , v.€ W um gerador e f € k[z] um
gerador de ann(f) C k[z]. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é mdnico. Seja
m = deg f. Temos,

ov: K[z]/(f) S Wip+(f) = p-v.

Como {1,z,...,2™ !} é uma base para k[z]/(f) enquanto espago vectorial-k, o conjunto

oilz, ..., 2™ Y ={v,Tv,..., T" v}

é uma base para W. O

Sejam v, f como na demonstracao do lema anterior: f = x™ + Z?g}l a;x'. Seja w; = T'v,
i=20,...,m— 1. Calculamos a matriz que representa a transformacgao 7|y : W — W na base
B={wg,...,Wp_1}:

Twy=Tv =w;

Tw,,o=T""'v =w,,_1

TwWy1 =T"V = —agWo — G1W1 — -+ — Q-1 W1,
onde usamos a igualdade

O=f-v=ayv+aTv+- -+ am 1T 'v+Tmv.
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Concluimos que a matriz de T na base B é

0 - 0 —a
(20.1) r=|!
0
0 -+ 1 —ay_g

Corolério 20.3. Seja V' um espago-k de dimensao finita e seja T € Endg (V). Entdo existem
subsespagos V1,..., Vs CV invariantes para T t.q.

V=Wie oV

e cada V; tem uma base da forma B; = {T7v; | j =0,...,m; —1}, para algum v; € V; e m; € N.
A matriz de T na By, ...,Bs € da forma

Ry - 0
(20.2) R=
0 R,
onde, se m; > 1, R; € da forma
0 0 agp,;
R; = 1
0
0 o+ 1 —Gm_14
ie., R; € da forma (20.1). Se m; =1, R; é uma matriz 1 x 1, R; = [—ap ;).

Uma matriz da forma (20.2) diz-se uma forma racional para T
Observagao 20.4. No Corolério 20.3, temos
ann(v;) = (ag; + a1,,x+ - - + ami,l,ixmi_l + ™).

Observagao 20.5. As formas candnicas racionais sao obtidas a partir da decomposicao de V
em soma directa de médulos-k|x] ciclicos. Como tal, nao é dnica, pois ha vérias decomposigoes.

Exemplo 20.6. Seja V = R* e T : R* — R* a aplicacdo linear dada por T'(z1, 22,73, 74) =
(424, 21, T2, 73) para qualquer v = (x1,72,23,74) € R*. Como T% = 4 e dimV = 4, temos
V = R[z]/(x* — 4) em Modg(,. Podemos factorizar * — 4 das seguintes maneiras

2t — 4= (22 - 2)(2* +2) = (2 — V2)(z + V2)(2? + 2) .

A cada uma das factorizagoes corresponde uma decomposigao em modulos-R[z] ciclicos (por
aplicagdo do Teorema Chinés dos Restos):

_ Rz _ Rl _ Rl . Rl Rz . R
YR T @ 2% @) - T ety @)

A cada decomposicao corresponde uma forma canénica racional:

00 0 4 0 2 V2

1 00 0 1 0 -2
010 0 °¢ 0o —2f ©°" 0 2
0010 1 0 1 0
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21. Forma canonica de Jordan

Suponhamos agora que k é um corpo algebricamente fechado. Entao (a menos de multiplicagao
por unidades) os tnicos primos do anel k[z] sao da forma

flx) =2 — A, AEEk.

Portanto, os médulos ciclicos primérios sobre k[z] sdo da forma

k
%, )\ S k, m e N
((z=A)™)
Note-se que o conjunto By, = {1,z — A,...,(z — )\)m_l} é uma base para este espago vectorial

sobre k.

De novo, consideramos um espago vectorial V' € Vecty de dimensao finita com a estrutura
de médulo-k[z] fornecida por uma aplicagao linear-k, T: V' — V. Suponhamos que W C V
é um submodulo ciclico primdrio sobre k[z] e suponhamos que v € W é um gerador. Entao
existem A € k, m € N t.q. ann(v) = ((x — \)™), portanto a aplicacao

k] @) & (= ™) o £(a) v
ovt gy W @) (=N e @),

é um isomorfismo de médulos-k[z]. Em particular, é um isomorfismo de espagos vectoriais-k.
Portanto,

ov (Bam) = {v, (T —X)v,..., (T — /\)m_lv}
é uma base para W como espaco-k. Defina-se

w; = (T — \)" v, i=1,...,m.

Temos
Tw; = (T — )\)Wl + Aw; = (T — )\)m*(ifl)v + )\(T _ /\)mfiv
Wi—1 AW,
Wit AW, i=2,...,m
Concluimos que {w1,...,w,,} é uma base de W relativamente & qual T' é representada pela
matriz
A1
J =
1
A

Corolario 21.1. Sejam k um corpo algebraicamente fechado, V wum espaco vectorial-k de
dimensao finita, e T: V — V uma transformagao linear. Entdo existem subsespacos Vi,--- , Vg,
invariantes para T t.q. V = @;_, Vi, e cada V; tem uma base B; em T € representada por uma
matriz da forma

sedimV; > 1, e J; = [/\i], se dimV; = 1.
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As matrizes Jq,...,Js dizem-se blocos de Jordan e
J1
J =
Js

diz-se uma forma candnica de Jordan de T'. J represental na base B = U;B; e € inica a menos
de reordenacgdo dos blocos.

21.1. Método para calcular a forma candnica de Jordan e respectivas bases

1. Calcular os valores préprios Ay, - -« , Aj;

2. Para cada valor préprio A € {A1,..., N/}, determinar o espago préprio ker(T" — \); se g :=
dimker(7 — ) é igual & multiplicidade algébrica de A, a, como raiz de p(x) = det(T — x),
entao ha g blocos de Jordan correspondentes a A, todos com dimensao 1; um para cada
elemento de uma base de ker(7T' — \).

3. Se g < a, determinar o menor M € N tal que (T —\)M = (T — \)M*L, Por E; := ker(T — \)?
er;:=dim F;, parat=1,..., M. Entao

g=ri<mre<---<ry=a.

Defina-se
$1 =1 51 =51 — S2
So  =Tog—ry]
e )
tv—1 = SmM—1—SM
SM =TM—TM-1 tym =Sm

Entdo t; é o nimero'! de blocos de Jordan i x i. Sejam my; = M > mg > --+ > my, os indices
m tais que t,, # 0. Ou seja, T tem precisamente t,,, blocos de Jordan m; x m; e daqui ja
podemos escrever a forma candénica de Jordan para T'. Os restantes passos descrevem como
obter uma base correspondente, comecando pelos blocos maiores.

4. Seja Np :=im(T — \)™ I nker(T — \) # {0}. Determinar uma base B; para Nj. Para cada
elemento de w € By resolver iterativamente as equacoes

W1 =W
(T - )\)WQ = Wi
(%) (T = Ayws = ws

(T — M)Wy = Winy—1

O conjunto {w; | ¢ = 1,...,m;} é uma base para o espago préprio generalizado correspon-
dente ao vector préprio w. A este espago proprio corresponde um bloco de Jordan com
dimensao mq e com A na diagonal principal. Aplicar o mesmo procedimento aos outros
elementos de B;.

5. Se L > 1, seja No := im(T — A\)™~! Nker(T — A\) O Ny. Determinar By t.q. Bo U By é uma
base para Ny. Aplicar a By o procedimento iterativo (x) do Passo 4, até obter my vectores
para cada w € Bs.

6. Voltar a aplicar o Passo 5 para cada m;, com ¢ < L. No final obtemos espagos préprios
generalizados cujas dimensodes somam a.

Hg s; ¢ o nimero de blocos de Jordan com dimensao pelo menos i.
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Exemplo 21.2. Para ilustrar o algoritmo anterior, vamos aplicd-lo a uma matriz ja na sua
forma canénica de Jordan. Considere

2
2
2 1
0 2
2 1
A= 0 2
2100
0210
00 21
0 0 0 2

Passo 1: A = 2 é o tnico valor préprio. (Também sabemos que ha dois blocos de Jordan
1 x 1, dois blocos 2 x 2 e um bloco 4 x 4, mas nao vamos usar esta informacdo no resto do
exemplo.)

Passo 2: Escrevendo A — 2 obtém-se directamente que r; = dimker(A — 2) = 5, donde
concluimos que hé cinco blocos de Jordan, alguns dos quais de tamanho maior do que um.

Passo 3: Calculamos as poténcias sucessivas de A — 2 até obtermos a mesma matriz (neste
caso serd a matriz nula pois A s6 tem um valor préprio):

0
0
0 0
00
) 00

0010
0 0 01
00 0O
00 0O

(A—2)3 tem uma tnica entrada ndo nula, um 1, na posigao (7,10), e (A —2)* = 0. Concluimos
que m; =4, my = 2 e m3g = 1 sdo os Unicos tamanhos dos blocos de Jordan, pois

r1=05,1r0=81r3=91r,=10= 51 =95,59=3,53=1,54 =1
=11 = 2,19 :2,t3 =0,t4 = 1.
Passo 4: Como E; = ker(A — 2) = (e1, ez, €3, €5, e7), entao
Ny = lm(A — 2)m171 NE; = <67> NE = <e7> .

Calculamos os vectores propios generalizados a partir de w = w1 = ey e obtemos como possiveis
solugoes:

(A—=2)wy =e7 < wo €Eeg+ B seja Wy = eg;
(A—2)wsg =eg < wsg €Eeg+ B seja w3 = eg + er;
(A—2)W4:e9+e7 & wy €Eejgt+eg+ By seja wyq = eqq + eg + 4es.

Passo 5: Como m9 = 2 fica
Ny = im(A — 2) NE, = <e3,e5,e7,e8,e9) NE, = <e3,e5,e7) .

A escolha “6bvia” para completar B; = {e7} seria {e3, es}, mas vamos antes escolher By =
{u,v} comu=e3+e;ev=e;—e;3+06er;.
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Calculo de um vector préprio generalizado para u; = u:

(A—2)ug =ug S uy €eyqt+eg+ F, seja ug = e4 + eg + 3e3 + 2ery.

Calculo de um vector préprio generalizado para vi = v:
(A=2)vg=v; & vy € eg — ey + beg + Er, seja vo = eg — e4 + beg — ey.

Passo 6: Fazemos mais uma iteragao do Passo 4 com m3 = 1:
N3 =im(A -2)°NE, = E
e temos apenas de completar By para uma base de E;. Por exemplo, podemos tomar Bs = {x,y}
com X =e; +2e3 —4dey ey =es+ e;.
Em resumo, a base que obtemos é B = {w1, wa, W3, Wy, uj, us, vi, Ve, X,y }, a que corres-
ponde a matriz mudanca de base

||
P=|w; Wy wWg3 Wy U U V) Vg X Yy
I e s O

e obtem-se!?

Ju
Jo
J=P AP = J2 ;

2

onde J; é um bloco de Jordan i X i, pois escrevemos primeiros os vectores préprios generalizados
para o bloco maior, depois para os dois blocos 2 x 2 e finalmente para os 1 x 1.

Exemplo 21.3. Calcular a forma canénica de Jordan de

2 0 0
A=|1 0 1| e Ms(C)
2 —4 4

e uma matriz mudanca de base.
Passo 1: Calculo dos valores proprios:
det(A—A)=(2-)N3=0eA1=2
com multiplicadade algébrica 3.

Passo 2: Célculo dos vectores préprios:

0 0 0 0 0 0
(21.1) A—2r=1]1 -2 1| > |1 -2 1,
2 —4 2 0 0 0

portanto £y = ker(A—2I) = {(2a—b,a,b) | a,b € C} tem dimensao 2, donde A tem dois blocos
de Jordan.

Passo 3: Como a matriz tem trés colunas e dois blocos de Jordan, temos necessariamente
um bloco 1 x 1 e um bloco 2 x 2, logo m; =2 e mg = 1.

Passo 4: De (21.1), temos im(A — 2I) = ((0,1,2)) C Ej, logo N; = im(A — 2I) e podemos
escolher w; = (0, 1,2). Resolvendo o sistema
(A— 2I)W2 = W] < Wy € (1,0,0) + Ny,
podemos escolher wy = (1,0,0).
12N30 ¢ necessdrio calcular a inversa P—! nem o produto P~YAP, pois o resultado é consequéncia do que foi feito

anteriormente. Mas poderd querer de facto verificar (usando um programa de computador adequado) estes célculos, dada
a escolha “menos ébvia” dos vectores da base B.
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Passo 5: Como mgy = 1, basta escolher v € E; tal que {v,w;} é uma base de F;. Por
exemplo, pondo a = 0 e b = 1 na expressao dos vectores de F; determinada no Passo 2, fica
=(-1,0,1).

Obtemos entao a seguinte matriz mudanca de base

| | 01 -1
P=|w; wy vf=1|10 0],
| | 2 0 1

a que corresponde a forma canénica de Jordan

J =

S O N
SN =
N OO

21.2. Método para calcular a forma candnica de Jordan sem a base
correspondente

Suponhamos que T € Endg(k™) é representada na base canénica pela matriz A € M,(k).
Recorde-se que os blocos de Jordan A correspondem aos divisores elementares do médulo-k|x]
determinado por T'. Para os calcular, temos de determinar um homomorfismo

fo (k[z])™ = (k[z])"  t.q. K™= (k[z])" /im(f)

e diagonalizar a matriz que representa f — ver Corolario 15.12 e inicio da demonstracao do
Teorema 16.2. Ora,

IIZ

k[z] ®g[z) K"

ko) @p K" /({z @ v — 10 Tv | v € k"})

ko] @ k"/({z @ e; — 1@ Te; [ i=1,...,n})
k[z])" /({ze; — Te; |i=1,...,n})

kla])" /im(f),

onde f é o homomorfismo (k[z])" — (k[z])" dado por

1

1

= (
= (

f(el) = Tre; — Tei.
Ou seja, é representada na base canénica de (k[z])" pela matriz
xl, — A € My(k[z]).

Exemplo 21.4. Calcular a forma candnica de Jordan de

2 0 0
A=11 0 1
2 -4 4

Comegamos por diagonalizar a matriz z — A:

[z —2 0 0 -1 =z -1
c—A=| -1 z -1 |22 0. 9 0 0
-2 4 x—-4 -2 4 x—-4
[—1 x -1 -1 0 0
L3—2l] 0 z(z—-2) 2—= CoaCl, rx(r—2) 22—z
LoA@=2LL | o 4 _9p g—2| O 1o 4-92z z-2
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rors | L 0 O | cooes |71 0 0
—— | 0 4—-2x zz—-2| —/= (0 x—-2 4-—2
|0 2(x—-2) 2-x 0 22—z z(z-—2)
-1 0 0 10 0
L3+L2 | gy 4— 9 C3+202 |0 o 0
0 0 azlz—2+4-22] M Jo 0 (z-2)?

Obtemos assim a seguinte decomposi¢io de C* (com a estrutura de médulo sobre C[z]
determinada por A) em soma de mddulos ciclicos primérios sobre o anel C[z]:

Q3 =~ Clz]/(1) ® Clz]/(x — 2) & C[z]/ ((:c — 2)2) > Clz]/(z — 2) ® Clz]/ ((a: — 2)2) .

Portanto, a forma candénica de Jordan de A é:

J =

S O N
o NN O
N = O

Exercicios

4.21.1. Demonstre o Lema 20.1.

4.21.2. Seja k um corpo, V um espago vectorial-k e T' € Endg (V). Considere a habitual estru-
tura de médulo-k[z] em V' induzida por zv = T'(v). Mostre que

klz] @pg V 2 k] @ V/({z@v -1 Tv|veV})
como médulos-k[z].

4.21.3. Determine a forma canénica de Jordan das seguintes matrizes em My (C):

0 -1 0 O 4 1 1 -1 4 -1 0 -1
1 0 01 03 1 0 0 3 0 O
A=lo 0o 10/ BTloos3 o] ¢ 1 3 2
1 1 01 11 2 2 1 -1 0 2
4.21.4. Seja A € M,(R). Mostre que A é conjugada a uma matriz da forma
By
By,
onde cada Bj ou é um bloco de Jordan para um valor préprio A; € R, ou é da forma
A T
A
B, = i ,
I
4;
e b . 10
comA][bj aj],a],bjeRebjio,eI[O 1

Sugestao: Considere a inclusao M,(R) C M,(C), e determine uma base apropriada
para R™ & custa de uma base de C™ que transforme A na sua forma candénica de Jordan

J € M,(C). Para isso, considere casos separados para os valores préprios em R e em
C\R.
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22. Aplicacoes das formas canodnicas e dos factores
invariantes e elementares

Recorde que um grupo G age a esquerda em si préprio por conjugagao (Exemplo 9.8 do Capitulo
1). No caso particular de G = GL,,(k), onde k é um corpo, podemos recorrer as formas candnicas
racionais ou de Jordan para identificar as 6rbitas desta accao, i.e., as classes de conjugacao do
grupo GL, (k).

Considere o espago vectorial-k V' = k™ com a estrutura de médulo-k[z] induzida por A €
GLy,(k). Entao

klz] klz]
(22.1) k" S @ :
(d1(z)) (dn(2))
como médulo-k[z], onde dy(x) | -+ | dp(z) # 0 s@o os factores invariantes (portanto tnicos a

menos do produto por unidades) da matriz z/ — A € M, (k[z]). Podemos supor que os d;(x)
sao polinémios ménicos, pois k* =k \ {0}. Como dimy V' = n, temos

(22.2) deg(di(x)) + -+ deg(dp(x)) =n

e, portanto, basta considerar as varias possibilidades para cada d;(x) € k[z], tendo em conta as
suas factorizacdes'® em polinémios irredutiveis em k|z].

Exemplo 22.1. Seja n = 2 e k um corpo qualquer. Seja A € GLy(k) e sejam di(x),da(z)
os factores invariantes ménicos de z — A. Por (22.2), temos deg(d;) = 0 e deg(d2) = 2, ou
deg(dy) = deg(dz) = 1.

Se deg(d;) = deg(da) = 1, como dy | do e ambos sdo moénicos, temos necessariamente
dy(z) = do(x) = © — A, para algum X € k.

Se deg(di) = 0 e deg(da) = 2, temos di(x) = 1 e do(x) ou é irredutivel ou é da forma
do(z) = (x — N)? ou da(z) = (x — \)(z — p), com \ # pu.

Obtemos os seguintes quatro tipos de formas racionais para a matriz A

A0 Al A0 0 —ag
29 R Rt I e
onde \, i € kX, A\ # p e 22 — ajx — ag é irredutivel em k[z]. No caso de k ser um corpo
algebricamente fechado, nunca obtemos o tltimo tipo. Note que as matrizes em (22.3) nao sao

conjugadas entre si, pois correspondem a estruturas distintas de k? como médulo-k[z], i.e., a
decomposigoes (22.1) distintas.

Exemplo 22.2. Continuando o exemplo anterior com n = 2, seja agora k = Z,, com p € N
um primo. Logo ha apenas um ntmero finito de escolhas para A, p e polindémios irredutiveis
z2—a1z—ag € Zp|z], portanto, ndo sé temos um numero finito de tipos de classes de conjugacao,

como temos mesmo um numero total finito de classes.

No caso particular de Z3 = {0,1,2}, como 2? + 1, 22 + 2 + 2 e 2% + 22 + 2 sdo os tinicos
polinémios ménicos, irredutiveis, de grau dois em Zs[x], obtemos oito classes de conjugagao em
GLs(Z3), identificadas pelas seguintes formas canénicas racionais:

R B e B R e R

Seja k um corpo e f(z) € k[z] um polinémio nao nulo de grau m. Recorde que o quociente
M = k[z]/(f(x)) é um médulo-k[x] com uma estrutura natural de espago vectorial sobre k de
dimensao m = deg(f) e
By ={lz,...,z2""

Lnicas pois k[z] é um d.i.p., logo um d.f.u.
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¢ uma base-k de M. Seja g(x) € k[z] um polinémio de grau n e considere N = k[z]/(g(x)).
Portanto V = M ®; N é um espaco vectorial-k de dimensao m + n e, tal como anteriormente,
podemos dar-lhe uma estrutura de médulo-k[z] através de uma aplicagao linear-k, T € Endg(V),
pondo zv = T(v). E podemos determinar a decomposigao ciclica invariante ou primadria a
custa dos factores invariantes de © — A € My, (k[z]), onde A € My, 1, (k) é uma representagao
matricial de T, nalguma base-k de V. Por exemplo, como

By ={l,z,...,2"""}
é uma base-k de N entao, pelo Corolario 11.17,
Byv@By ={z'®z'|i=0,....m—1,j=0,...,n—1}
é uma base-k de V.

Exemplo 22.3. Sejam f(z) = 22 — 3 e g(z) = 22 — 22 — 2, sejam M = Q[z]/(f(x)) e N =
Qlz]/(g(x)), seja V = M®gN com a estrutura de médulo-Q|z] induzida por T' € End (M ®qN),
onde

T(a(z) @ b(z)) = za(z) ® zb(x) ie. z(a(zr)®b(x)) = za(r) ® zb(z) .

Considere a base

B={e1=1®l,es=1®z,e3=2Q1l,es4 =22z} .

Entao
T(el):£®£:e47
T(e) =22’ =2@2r+2=2022+1®2="2es+ 23,
T(es) =2’ @z =3z =3e,
T(ey) =2’ 2> =302 +2=3®22+3®2=6ey + be; ,
donde
00 0 6
0 0 3 6
A= 0200
1 2 00
é a matriz que representa T na base B. Diagonalizando a matriz x — A:
[z 0 0 -6 -1 -2 0 =
v A 0 x -3 —6| LieLs [0 -2 o O
|10 =2 2 0| LyeLs |0 x -3 —6
-1 -2 0 = x 0 0 -6
[—1 -2 0 x -1 0 0 0
La+al, 0o -2 z 0 Ca—20, 0 -2 T 0
_— 2 S E— 2
Ls—%L, |0 0 %5 -3 —6 | Catecy | O O H -3 —6
|0 -2z 0 2?2-6 0 -2z 0 22-6
1 0 0 0 -1 0 0 0
2L3 0 -2 x 0 C3+3Co 0 -2 0 0
Lials |0 0 22—6 —12 e ’ 0 2% -6 —12
at+557L3 2 2
0 0 -2 a?- 0 —a24 80
, -1 0 0 0 -1 0 0 0
Cs+E58Cy 0 -2 0 0 12L4 0o -2 0 0
0 O 0 =12 3o, |0 0 —12 0 ’
[0 0 A6 0 0 0 a*—242%+36
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obtemos que

~ Q[z]

(24 — 2422 + 36)
é a decomposicao invariante de V' como médulo sobre Q[z].

Observagao 22.4. Quando T' € End, (M ®yN) é obtido por T' = T ®@Ty, com Tys € Endy (M)
e T € Endg(N) (recorde que ®j : Vecty x Vecty — Vecty, é um functor), a matriz A para T
na base B = By ® By é dada pelo chamado produto de Kronecker das matrizes Ay e Ay que
representam T; e T nas bases Bys e By, respectivamente.

No exemplo anterior, A é o produto de Kronecker das matrizes

0 3 0 2
AM:L 0} ¢ AN:L 2}

que sao as formas racionais associadas ao produto pelo escalar x em M e NN, respectivamente.

Exercicios

4.22.1. Determine as classes de conjugacao dos grupos
(a) GL3(C);
(b) GL3(Z2);
(©) GLi(R).
Na alinea (b), indique explicitamente um representante de cada classe.

4.22.2. Decida se os seguintes pares de matrizes sao conjugadas nos grupos indicados:

0 0 0 4 020 O
1 0 00 100 O
® o 10 0f¢{0 0 0 —2f mCL@:
0 010 001 0
[1 0 0 1 00
(b) {0 2 0| e |0 O 1| em GL3(Zs);
0 0 3 010
[0 0 0 1 0100
1 0 00 1100
(c) 010 11loo o 1lem GLy(Zy).
0 0 10 0 011
4.22.3. Considere o espaco vectorial-k (onde k é um corpo)
K)okl

F@) )

com a estrutura de médulo-k[z] induzida por T' € End (V') definido por
T(a(z) ® b(z)) = za(z) ® zb(x) ,

para a(z),b(x) € k[x]. Determine as decomposigdes ciclicas invariante e priméria de V'
como médulo-k[z] quando

(a) f(z) =g(z)=2"-3ek=0Q

(b) f(z)=(x—3)% glz) =22 —1ek=C.
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23. Mddulos Noetherianos a Artinianos

Seja A um anel.

Definicao 23.1. Diz-se que M € Mod, é Noetheriano se toda a cadeia ascendente de submo-
dulos de M :
MiCcMyCcMsC---M,C---

termina, i.e., existe N € N tal que M, = My, paran > N.

Diz-se que M ¢ Artiniano se toda a cadeia descendente de submdodulos de M :
]\41 DM23 "'DMn"'
termina, i.e., existe N € N tal que M, = My, para n > N.

Exemplo 23.2. Seja A = D um anel de divisdo e seja V € Vectp. Entao as cadeias de
submoédulos sao cadeias de subespagos-D, logo V' é noetheriano sse V' é Artiniano sse dimp V'
é finita.

Exemplo 23.3. Seja A =7Z e M = Z, entao M é Noetheriano: as cadeias de submoédulos sao
cadeias de ideais. Temos

(k1) C (k2) C -+ C (kn) C -
sse ky | kn—1 |-+ | k2 | k1, portanto o nimero de inclusdes préprias é limitado pelo nimero de
factores primos de k1. No entanto, M néo é Artiniano pois a cadeia

2)>D4)>---D>(2") D
nao termina.

Proposicao 23.4. M € Mody € Noetheriano sse todos os submddulos de M sao finitamente
gerados.
Demonstragao. Seja N C M um submédulo. Se NV nao é finitamente gerado, existe uma
sucessao { vy tneny C N tal que vyiq € (vy,...,Vy), logo

(vi) C(Vvi,va) C - C(Vl,...,Vp) C -

nao termina.

Seja

MlC"'CMnC"'
uma cadeia ascendente de médulos-A. Sejam vy, ..., v, geradores de U,M,. Seja k € N tal
que vi,...,v, € M. Temos M, = M, paran > k. O

Definigao 23.5. Seja A um anel. Se A é Noetheriano como um mddulo-A esquerdo (direito),
diz-se que A é Noetheriano a esquerda (resp. direita). Se A é Noetheriano a esquerda e a
direita, diz-se que € Noetheriano.

Se A é Artiniano como médulo-R esquerdo (direito), diz-se que R é Artiniano a esquerda
(resp. direita). Se R é Artiniano a esquerda e a direita, diz-se que € Artiniano.

Observagao 23.6. Um anel A é Artiniano (Noetheriano) & esquerda sse as cadeias descendentes
(resp. ascendentes) de ideais esquerdos terminam.

Teorema 23.7. Seja A um anel Artiniano (Noetheriano) a esquerda. Entao todo o mddulo-R
finitamente gerado € Artiniano (resp. Noetheriano).

Demonstracao. Comecamos por considerar o caso de moédulos com um gerador. Se M € Mod g
é ciclico, temos M = A/I, para algum ideal esquerdo I C A. Os submédulos N C M sao da
forma N = J/I, onde J D I é um ideal. Portanto, se A é Artiniano (Noetheriano) segue que
M é Artiniano (resp. Noetheriano).
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Prosseguimos a demonstragao por indugdo no nimero de geradores. Suponhamos que o
resultado é vélido para mdédulos com n — 1 geradores ou menos.

Seja M um médulo com n geradores: M = (vy,...,v,). Consideremos a sucessao exacta

™

0 M’ M M" 0

onde M = (vy,...,vp_1) e M" = M/M’' = (n(v,)) Por hipétese, os médulos M’ M" sao
Artinianos. Consideremos uma cadeia descendente

MiDODMyD---DM,>---DM,D---

Seja k € N tal que, paran >k, M, " M' = M N M' e n(M,) = w(Mj,). Temos o morfismo de
sucessoes exactas

00— M, N M — M, ——n( —0

]

OHMkﬂM/HMkHTF Mk *>0
onde i é a inclusdo. Pelo Lema dos Cinco (Exercicio 4.4.4), segue M,, = My, para n > k. U

Corolario 23.8. Se A ¢ um d.i.p. e se M € Mody4 € finitamente gerado, entao M é Noetheri-
ano.

Demonstragao. Nas condi¢ées do enunciado, A é Noetheriano pois todos os seus ideais sendo
principais sao finitamente gerados. O resultado segue do Teorema 23.7. O

24. Moébdulos semi-simples

Definicao 24.1. Seja M um mddulo-A ndo trivial. Diz-se que M € simples se M nao tem
submddulos prdprios ndo triviais. Se M = @, My, onde cada M, € simples, diz-se que M ¢
semi-simples.

Exemplos 24.2.

1. Se A = Z os mddulos-A simples sao os grupos abelianos simples, i.e., sao isomorfos a 7Z,,
com p primo.

2. Se A=17, M = Zg é um médulo-A semi-simples, pois Zg = Zo & Zs.

3. Se A =D é um anel de divisdo, entdao V € Mod s = Vectp é simples sse dimp M = 1. Todo

0 espaco vectorial-D é semi-simples.

Lema 24.3. Seja M € Mod 4 tal que existem M, C M, o € I, submddulos simples, satisfazendo
M =3 c;1 My (soma nao necessariamente directa). Seja N C M um submddulo, entdo existe

J C I tal que
M=N& (M)
aed

Em particular, existe J C I tal que M = @ c; Ma.

Demonstracao. Seja F = {K C I | N+, M, é soma directa'*}. Para cada o € I, como
M, é simples, temos
M,NN={0} ou M,NN=M,.

Logo F # @, pois, por hipdtese, existe « tal que M, ¢ N, e portanto N + M, é uma soma
directa.

Moy seja, N + >, cx Ma é a soma directa interna de N e {Ma}ack
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Dado K C I, temos K € F se e s6 se
Viock [ Kol <oo= NN Z M, ={0} A Z M, é soma directa.
aeKy a€Ko

Daqui segue facilmente que F é parcialmente ordenado pela relacdo de inclusao e, com esta
relagdo, se {K;} é uma cadeia em F, o conjunto K = U K; € F é um majorante de {K;}. Pelo
Lema de Zorn, existe J € F maximal. Como cada Mgz ¢ simples, temos

vﬂEI\J Mg n (N+ ZMQ> ={0} ou Mg,
acJ
e por maximalidade de J, temos Mg N (N + D e Ma) = Mg, logo

M=> Mg CN+> M,
pel acJ

M:N@(@Ma). 0

aelJ

donde

Teorema 24.4. Seja A um anel e seja M € Mody. ASCSE
(a) H{ Motacr : Mo C M € submédulo simples e M =3 - My;
(b) M € semi-simples;

(c) todo o submddulo N C M é um somando directo.

Demonstragao. |(a) = (b)|Segue do Lema 24.3 (caso N = {0}).

(b) = (c¢)| Segue do Lema 24.3, pois, por defini¢do, se M ¢é semi-simples, M é soma de
submédulos simples.

(¢) = (a)|Seja S ={>>, My | My C M é submédulo simples}. Entao S C M é um submé-
dulo, logo existe um submédulo N C M tal que M = S @ N. Suponhamos N # {0}. Seja
C' C N um submdédulo ciclico tal que C' # {0}. Seja ¢’ C C um submddulo préprio maximal
(¢f. Exercicio 24.5). Por maximalidade de C’, C'/C" ¢é simples e, por (¢), existe um submdédulo
C" C C tal que

cC=CaC".

Daqui segue que C” = C/C' é um submdédulo simples, o que contraria a definigdo de N.
Concluimos que M = §. U

Exercicio 24.5. Seja N um mddulo-A finitamente gerado, ndo nulo. Mostre que existe um
submddulo préprio mazimal N' C N.

Corolario 24.6. Seja M € Moda semi-simples, M = @, c; Mo, com My simples. Entao,
dado um submaodulo N C M existem J, K C I tais que

N=@PM, o MzN@(@Ma>.

acK acJ

Demonstragao. O subconjunto J C I pode ser escolhido como no Lema 24.3. Temos
M=nNe (@)= (@ m)e (D)
acJ acl\J aeJ
logo
N=M/PM.= P M.
acJ acl\J
Portanto, podemos escolher K =1\ J. O
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Corolario 24.7. Seja M € Mody semi-simples e seja N C M um submddulo. Entdo N e
M/N sao semi-simples.

Lema 24.8 (Schur). Sejam S, M mddulos-A tais que S é simples e seja ¢ € Homy (S, M).
Entao ¢(S) = {0} ou p(S) = S. Em particular, End4(S) é um anel de divisao.

Demonstracao. Seja ¢ € Hom4(S, M), temos ker p = {0} ou kerp = S. Se p € Enda(M) é
tal que ¢ # 0, temos ker ¢ = 0 e im ¢ = M. Concluimos que ¢ é um isomorfismo, logo tem um
inverso como elemento de End 4(S). O

Corolario 24.9. Sejam M, M’ € Mody tais que M = @, c; Mo, M' = @56] Mé com Ma,Mé
mddulos simples (portanto M, M’ sio semi-simples) e Vo g Mo 2 Mé Entdo Homs (M, M') =
0.

Demonstracao. Pelo Exercicio 4.4.1 temos

Hom 4 (M, M') = [ [ Homa(M,, M') C [ [ Homa (Ma, Mp) = 0. O
« 0575
Proposicao 24.10. Sejam Hi, ..., H, mddulos-A semi-simples tais que, para cada i, H; € da

forma N;*, com N; simples e N; % Nj, sei# j. Seja N = &!_,H;. Entdo
T T
Enda(N) & [[Enda(H;) & [[ Mn, (Enda(V;)).
i=1 i=1

Demonstracao. Seja f € Endy(M). Pelo Corolario 24.9, temos f(H;) C H;. O ultimo
isomorfismo é consequéncia dos resultados sobre homomorfismos e matrizes. O



Capitulo 5

Teoria de estrutura de
aneéis

1. Anéis simples Artinianos: 1° Teorema de
Wedderburn

Definicao 1.1. Um anel A diz-se simples se A # 0 e A nao tem ideais proprios. Diz-se que
A € semi-simples o esquerda (direita) se A é semi-simples como mddulo-A a esquerda (resp.
direita,).

Exemplo 1.2. De acordo com o Exercicio 2.2.9, se D é um anel de divisao M,, (D) é simples.

Observagao 1.3. Um anel A pode ser simples sem ser semi-simples & esquerda (direita). De
facto vamos ver que

A semi-simples a esquerda = A semi-simples a direita e Artiniano e Noetheriano,
mas hé anéis simples que nao sao Artinianos nem Noetherianos.

Exercicio 1.4. Seja R™ := @7 | R. Consideremos o anel A = Endr(R*>) e o ideal I = {f €
A | dimpg im f < oo}.

(a) Seja f € A\ 1. Mostre que existem l,7 € A tais que [fr = 14. Conclua que A/I € simples.
(b) Seja {vi;j |i,j € N} uma base de R* e seja J, = {f € R | Vi>nf(vi;) =0}. Mostre que
I+ IDI+I2D---DJy+12D---
¢ uma cadeia descendente de ideais esquerdos de A/I que ndo termina.
Observagao 1.5. 1. Um ideal esquerdo I C A diz-se minimal se I # 0 e
Viideatd CI=J=1IVJ=0.

Os submédulos esquerdos simples de A sao exactamente os ideais esquerdos minimais.

2. Se A é um anel Artiniano a esquerda, entdao A tem um ideal minimal esquerdo: basta tomar
Ip = R e construir uma cadeia de ideais esquerdos

2L 20221
até que a cadeia nao admita extensoes. O ideal I,, é minimal.
Exemplo 1.6. Seja D um anel de divisao. Recorde-se os elementos E;; = (0;; - 1p) € M, (D).
Os elementos do ideal esquerdo I := M, (D) - E1; sao da forma [V O] tal que v € D™,

145
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Vejamos que I é minimal. Sejam J C [ e A = [V O] € J tal que v; # 0. Entao
Eyy = v; ' EyjA, logo J = I.
Teorema 1.7 (1° Teorema de Wedderburn). Seja A um anel. ASCSE
(a) A € simples e Artiniano & esquerda;
(b) A € um anel nao trivial, semi-simples a esquerda tal que todos os modulos-A simples sdo
isomorfos;
(¢) A= M,(D) para algum n € N e algum anel de divisao D.

Em (¢) o nimero n € unicamente determinado por A, e D € unicamente determinado a menos
de isomorfismo.

Observagao 1.8. A versao do 1° Teorema de Wedderburn para médulos a direita também é
véalida.

Demonstracao. |(a) = (b)|Seja I # 0 um ideal esquerdo minimal. Por minimalidade de I,
temos
Fixemos ¢ € I\ (0). Por A ser simples, vem
A=AcA=>" Aca.
acA

Consideremos o homomorfismo
p: I = Ac — Aca; be — bea.

Claramente ¢ é um epimorfismo, logo temos Aca = Ac = I, se kerp = 0, ou, se kerp = I, é
Aca = 0. Concluimos que A é uma soma de mddulos simples (isomorfos a I) e portanto A é
semi-simples a esquerda.

Seja M um moédulo-A simples. Como M é ciclico, existe um ideal esquerdo J C A tal que
M = R/J. Pelo Lema 24.3 do Capitulo 4, existe B C A tal que

A=J® <@Aca),

aEB
logo

A/J%@Aca’é@l.

a€eB acB
Portanto |[B|=1e M = 1.

(b) = (¢)| Note-se que A é um mddulo-A finitamente gerado, pois A = (1). Logo, se A é
semi-simples a esquerda, temos

"y
=1

onde Iy,...,I, sao ideais esquerdos minimais. Por hipdtese, I1,..., I, s@o isomorfos a um
modulo-A comum, digamos, I; = U. Portanto,
A=U"

Pelo Lema de Schur, D' := End4(U) é um anel de divisdo. Temos
Ends(U™) & M,,(Enda(U)) & M, (D).
Por outro lado,
End4(U") 2 Enda(A) = AP,

logo
A= M, (D) = M,(D"P),
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onde o 1ltimo isomorfismo é dado por transposicio de matrizes: X — X7 . Concluimos que
A M, (D),
onde D é o anel de divisao D’P.

O Exercicio 1.9 mostra que n é determinado pelo tipo de isomorfismo A. O tipo de
isomorfismo de U é determinado por A: se U’ € Mod 4 é simples e U’ 2 U, temos

Homy (U', A) = (Hom(U',U))" =2 0 2 Homy (U, A) = (End4 (U))".
Como D = (Enda(U))?), o tipo de isomorfismo de D é determinado pelo por A.

(¢) = (a)| Note-se que M, (D) é um espago vectorial-D de dimensao finita e os ideais de
M, (D) sao subsespacos-D, logo M, (D) é Artiniano & esquerda. Por tltimo, notamos que
M, (D) é simples (Exercicio 2.2.9). O
Exercicio 1.9. Seja D um anel de divisao. Mostre que
(a) se V.C D™ é um subespago-D, vI = {X € M,(D) | XV = 0} € um ideal esquerdo de
Mn(D)7
(b) se, para cada ideal esquerdo I C M,(D), definirmos o subsespago-D
IV = ﬂ ker X,
Xel

entdo as correspondéncias V +— I e I — [V sdo inversas uma da outra e invertem in-
clusoes; V.CW =wlCcylelCJ= ;V C[V;

(c) n € o comprimento maximo das cadeias de ideais esquerdos de My(D), i.e., n é o maximo
k € N tal que existe uma cadeia

{0} ChClhC--- S,
de ideais esquerdos de My, (D). Em particular, o tipo de isomorfismo de A = M, (D)

determina n.

Definicao 1.10. Seja K um anel comutativo. Define-se uma algebra sobre K como um anel
A com uma estrutura de modulo-K tal que a multiplicagao em A € bilinear, i.e.,
va:,yGA Vack O‘(xy) = (O‘l‘)y = :L‘(ay)
Exemplos 1.11. 1. Todo o anel A é uma algebra-Z;
2. R[z] é uma algebra-R;
3. M, (K) é uma algebra-K, para qualquer anel comutativo K;
4. se D é um anel de divisdo, entdao k := Z(D) = {d € D | Vgepdd = d'd} é um corpo e D é
uma algebra sobre k;
5. M,(D) é uma uma algebra-k.

Corolario 1.12. Seja A um anel simples e Artiniano a esquerda. Entdo A € uma dlgebra sobre
um corpo.

2. Anéis semi-simples: 2° Teorema de Wedderburn

Teorema 2.1 (2° Teorema de Wedderburn). Seja A um anel semi-simples a esquerda. Entdo
(2.1) A= M, (Dy)x - x M, (D,),

onde D1, ..., D, sao anéis de divisao determinados por A a menos de isomorfismo eny, ..., n, €
N sao determinados por A. Reciprocamente, se A é um anel como em (2.1), entdo A é semi-
stmples a esquerda.

Em particular, se A € um anel semi-simples a esquerda, entdo A € semi-simples a direita e
é Artiniano (a esquerda e a direita).
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Demonstragao. Seja A um anel semi-simples a esquerda. Como A é um médulo-A finitamente
gerado, temos

A=H, & --- @ Hy,
onde H; = II", para algum ideal esquerdo minimal I; C A e, H; 2 H;, para i # j.
Pelo Lema de Schur, End4(Z;) = D;” é um anel de divisao. Temos
End4(H;) & M, (D;?)

(2

r

AP =2 Endy(A) HEndA(Hi) = HMni(Dgp)’
i=1 '

=1

logo
A= H Mni (Dl)v
i=1

onde (pelo Teorema 1.7) n;, e o tipo de isomorfismo de D; sdo determinados pelo tipo de
isomorfismo de H;, que é determinado por A.

Reciprocamente, se D; é um anel de divisao, temos My, (D;) = I.**, onde I; é o ideal esquerdo
minimal M, (D;) - E1;1. Daqui segue que

r T
A=][ M, (D) =P 1"
=1 i=1

é semi-simples a esquerda, pois cada I; é um mdédulo-A simples (por ser um médulo-M,, (D;)
simples).

E f4cil de ver que A é Artiniano a esquerda porque cada M,,(D;) o é.

Aplicando transposicao de matrizes a A = [[, My, (D;) segue que A é também semi-simples
a direita e artiniano a direita, pois esta operacao induz uma bijeccao entre ideais esquerdos e
ideais direitos. O



Capitulo 6

Teoria de
representacao de
grupos

1. Representacgoes

Recorde que uma accao de um grupo G num conjunto X é uma aplicacao G x X — X,
(g,x) = g-z,talque lg-x=xeg-(h-x) = (gh) -z paratodooz € X e g,h € G. Recorde
ainda que dar uma acc¢ao de G em X é equivalente a dar um homomorfismo de grupos G — Sx.

Definicao 1.1. Seja G um grupo e k um corpo. Uma representacao de G sobre k € um espago
vectorial V' € Vecty com uma accdo G XV — V tal que, para cada g € G, a aplicacdo bijectiva
V—=>V,uv—g-v, € linear-k. A dimensdo dimg V' diz-se a dimensao da representacao V.

Ou seja, em termos do homomorfismo p: G — Sy associado a acgao, a sua imagem esta
contida em Autg(V'), por isso, passamos a escrever p: G — Autg (V). Se dimy V = n é finita,
entdo Auty(V) = GL, (k) (isomorfismo dado fixando uma base para V') e também escrevemos
p: G — GL,(k).

Notagao 1.2. Denotamos por (V, p), ou apenas por V', uma representagao-k de G.

Definicao 1.3. Duas representacées (Vi,p1) e (Va,p2) do grupo G dizem-se equivalentes ou
isomorfas se existe um isomorfismo f € Homy(Vi, Va) tal que f € equivariante-G, i.e.,

flp1(9)(v)) = p2(9)(f(v)) VveVr.

Definicao 1.4. e Quando a acgao de G em V' € trivial, i.e., quando g-v = v para qualquer
g€ Gev eV, oqueé equivalente a p(g) = idy para qualque g € G, V diz-se uma
representacao trivial.

e Seja B={e; | i€ I} uma base-k de V. Se a ac¢ao permuta os elementos de B, i.e., para
cada g € G tem-se p(g)(B) = B, V diz-se uma representagao de permutagao.

Exemplo 1.5. Seja G = S3 e V = k3 com base canénica {eiticqi,2,3)- Seja p: Sz — GLs(k)
dado por

O = O
= o O
OO =

010
p(12)= 11 0 0 e  p(123) =
0 01

149
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Como (12) e (123) geram S3, p(12) e p(123) sao matrizes de ordens 2 e 3, respectivamente, e
p(12)p(123)p(12) = p(132) (recorde que S3 = D3), entao p estd bem definida e é um homomor-
fismo de grupos. Note ainda que a acgdo de cada o € S3 em k?® é precisamente p(o)(e;) = €4 (i)
portanto (k3, p) é uma representacio de permutacio de S3.

Compondo o homomorfismo p com o determinante det: GL3(k) — k* = GL1(k) obtemos
uma representacao de S3 de dimensao 1

sgn: S3— kX, o sgn(o)

a que chamamos representacdo sinal de Ss3.

O exemplo 3.16 do Capitulo 1 generaliza o exemplo anterior para Sy, n > 2.

Exemplo 1.6. Seja G um grupo ciclico de ordem 2, i.e., G = {1g,a} com a® = 1¢, e k um
corpo. Seja (k, p) uma representagao de G de dimensao 1. Entao p(a) é a multiplicagdo por um
escalar! z € k tal que 22 = 1, i.e., uma raiz do polinémio 2% — 1 € k[z].

Se a caracteristica de k nao é 2, i.e., se —1 # 1, entao G tem duas representagoes de dimensao
1: a trivial, que corresponde a escolher p(a) = 1, e a representac¢ao sinal, que corresponde a
escolher p(a) = —1.

Se a caracteristica de k é 2 (por exemplo, k = Zs), i.e., se —1 = 1, entdo G tem apenas uma
representagoes de dimensao 1: a trivial.

Exemplo 1.7. Seja G um grupo ciclico de ordem n € N, ie., G = (a | |a|] = n). Seja

p: G — GLy(R) dado por
27r)

n

2
27r)

n

cos( — sen(

a) =
rla) sen(2X)  cos(
Como p(a) é uma matriz invertivel de ordem n, p é um homomorfismo de grupos bem definido e
(R2, p) é uma representacao de G. Note que p(a) é a rotacido do plano R?, de centro na origem,

de um angulo 27 /n.

Exemplo 1.8. Seja G = D,, = {(a,b | |a| = n,|b] = 2,bab™! = a71), e seja p : G — GLa(R)
dado por p(a) do exemplo anterior (afinal (a) é o subgrupo das rotagoes de D,,) e

o)=Y

Entdo R? com esta accdo é uma representacio de D,,. Note que p(b) é a reflexdo do plano em
relagao ao eixo vertical.

Proposicao 1.9. Seja G um grupo. Hd uma bijeccao entre representacoes de dimensao 1 de
G e de G/|G,G]|

Demonstracao. Seja V' uma representacao de G de dimensao 1 e seja p: G — GL1(k) o
homomorfismo de grupo associado & ac¢ao de G em V. Como GL; (k) = k* é um grupo abeliano,
pela Proposicao 12.22 do Capitulo 1, temos ker p > [G, G] e portanto, pela propriedade universal
do quociente G/[G, G], existe um dnico homomorfismo de grupos p: G/[G,G] — GLi(k) tal
que p =pom, onde m: G — G/|G,G] é a projeccao canonica.

Reciprocamente, dada uma representagao (k,o) de dimensao 1 de G/[G, G|, entao a com-
posta o o m: G — GL1(k) define uma representagao de G.

Como estas correspondéncias sao a inversa uma da outra, obtemos a bijecao pretendida. [
Exemplo 1.10. Seja G = S3 e k = R. Como [S3, S3] = Ag e S3/A3 é ciclico de ordem 2, pelo

Exemplo 1.6 e pelo lema anterior, concluimos que S3 tem duas representacoes de dimensao 1:
a trivial e a representagao sinal do Exemplo 1.5.

LAty (k) = GLy (k) = k*
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O exemplo anterior generaliza-se para qualquer S,,, com n > 2, pois [Sy, S,] = A,.
Definicao 1.11. Sejam (Vi,p1) e (Va, p2) duas representagoes-k do grupo G.
o V1 ®Vy € Vecty com a acgdo p1 ® pa definida por
g-(vi,v2) = (p1(g)(v1), p2(g)(v2))  VgeG VvieV,

diz-se a representagao soma directa.

e 11 ® Vo € Vecty com a acgdo p1 ® pa definida por
g-(vi®ve) = (p1(9)(v1)) ® (p2(9)(v2)) VgeG Vv; €V,
diz-se a representagao produto tensorial.
Exemplo 1.12. A soma directa de representacoes triviais é trivial.

Proposicao 1.13. Sejam (Vi, p1) e (Va, p2) representacoes de G, de dimensées finitas dimy Vi =
n e dimg Vo = m. Sejam {e1...,e,} e {fi...,£,} bases de Vi e Va, respectivamente, e sejam
A(g) = [ars] € B(g) = [brs] as matrizes de p1(g) e p2(g) nesssas bases. Entdo
(a)
_ |Alg) 0O
Ao s = [0 5 € G

é a matriz de (p1 @ p2)(g) na base {e1,... e, f1,....£,} de V1 © Va;
(b)
annB(g) ai2B(g9) -+ ainB(9)
Ag) ® B(g) = : : : € GLyn(k)
an1B(g) an2B(g) -+ amB(9)
¢ a matriz de (p1 ® p2)(g) na base {e; @f; |i=1,...,n,j=1,...,m} de V1 ® V5.

Demonstracio. (a) Obvio.

(b) Pelo Corolario 11.17 do Capitulo 4 temos que B = {e; ®f; |i=1,...,n,j =1,...,m} é
uma base-k de Vi ® V. Portanto basta escrever (p1 ® p2)(e; ® f;) como uma combinacao linear
dos elementos em B com coeficiente em k. Temos

m

(p1 @ p2)(e; @ £5) = (p1)(e;) ® (p2)(£5) = <Zn: arier‘) ® (stjfs>
=1

(%) - i a(i boj(er @ £,) )

Por outro lado, a coluna de A(g) ® B(g) correspondente a e; ® f; tem entradas

(@131, a13boj, . . ., a1ibmyj, agibij, azibaj, . . ., a2ibmy, - . s Anibij, Anibaj, . . . Anibmj)
m m m
o que corresponde a (*) ordenando B por ordem lexicografica nos indices (3, j). O

Exemplo 1.14. Considere o anel de grupo (Exemplo 1.12 do Capitulo 2 com A = k)
i=1

Se identificarmos a € k com alg € k(G), k é um subanel de k(G), k(G) tem uma estrutura
natural de espago vectorial sobre k e G é uma base-k. O produto no anel k(G) também define,
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por restri¢ao, uma acgao de G em k(G):
G x k(G) = k(Q)

n n
(g, Zaigi) =Y ai(ggi) -
i=1 1=1

k(G), com esta acgao, diz-se a representagao regular de G. Como p(g)(gi) = ggi, ou seja, para
cada g € G fixo p(g) permuta os elementos da base G de k(G), concluimos que a representagao
regular é uma representagao de permutacao.

Lema 1.15. (a) Um espago vectorial V' € Vecty, é uma representagio de G se e sé se V' € um
mddulo-k(G).
(b) Duas representagoes de G, Vi e Va, sdo equivalentes se e sé se Vi e Vo sao isomorfas como
maodulos-k(G).
Definicao 1.16. Seja (V,p) uma representagdo de G.
e Um subespaco W C V diz-se uma subrepresentacao ou um subespaco invariante-G de V'
se W ¢é invariante por p(g), i.e., se p(g)(W) C W, para todo o g € G.

e Se W € uma subrepresentacdao de V, dizemos que W tem um complemento em V se existe
uma subrepresentacio W' tal que V. =W & W’ e, neste caso, W' diz-se wm complemento
de W.

e V diz-se uma representacao irredutivel se {0} e V' sao os unicos subespagos invariantes-G.
Caso contrdrio, V diz-se redutivel.

e VV diz-se completamente redutivel se for a soma directa de representacoes irredutiveis.
Lema 1.17. Dada uma representacao V de G e um subespaco W C 'V, entdo

(a) W € uma subrepresentacio de V' se e s6 se W é um submddulo-k(G) de V;
(b) V € irredutiel se e s¢ se V € um modulo-k(G) simples;

(c) V € completamente redutivel se e sé se V € um modulo-k(G) semi-simples.

Exemplo 1.18. Qualquer representacao V de dimensao 1 é irredutivel, pois V = k como
espagos vectoriais-k, logo os tnicos subespacos sdo V e {0} (e estes subespagos sao sempre
invariantes).

Exemplo 1.19. Seja G um grupo finito e consideremos a representacao regular k(G). Seja
9= gcc9- Entdo W = (g) é um subespaco invariante-G de k(G) e G age trivialmente em W,
ou seja, W é uma subrepresentacao trivial de k(G) — Exercicio 6.1.3. Portanto, se G # {1}, a
representacao regular nunca é irredutivel.

Exemplo 1.20. Se V' é uma representacao de dimensao 2, entao V é redutivel se e sé se
dveV\{0} VgeG talque g-ve(v)={av|ack},

pois, neste caso, (v) é uma subrepresentacao de dimensao 1, e os tnicos subespagos # {0} e
# V candidatos a subrepresentacoes de V' tém dimensao 1.

Observagao 1.21. Se W é uma subrepresentacao de V', temos em particular que W é subes-
paco-k de V e, portanto, existe sempre? um subespaco-k W’ C V tal que V.= W @W’ em Vecty.
Mas W' apenas é um complemento para W, no sentido das representagoes, se for invariante-G,
0 que nem sempre acontece — ver Exercicios 6.1.5 e 6.1.6.

Um dos objectivos da Teoria de Representacao de Grupos é determinar a decomposicao da
representagao regular em soma directa de representagoes irredutiveis, se possivel.

2Podemos7 por exemplo, completar uma base de W até obter uma base B para V e definimos W’ como o espago-k
gerado por B\ W.
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Notagao 1.22. Se V e W sao representagoes, denotamos por Homg(V, W) o conjunto dos
homomorfismos entre V' e W como espacos vectoriais-k, como temos feito sempre, e denotamos
por Homg(V, W) o subconjunto de Homy(V, W) das aplicagoes equivariantes-G, i.e., de acordo
com o Lemma 1.17, Homg(V, W) = Homy(V,W). Analogamente, definimos Endg(V) =

Temos, portanto, que Homg(V, W) é um grupo abeliano para a soma usual de fungoes, e
que Endg (V) é um anel com o produto dado pela composigao de fungoes.

Lema 1.23 (Schur). Sejam V e W duas representacoes irredutiveis. Entao
(a) se f € Homg(V,W), f =0 ou f é um isomorfismo;
(b) o anel Endg(V') € uma dlgebra de divisao;

(c) se k € um corpo algebricamente fechado, Endg (V) = k, mais precisamente, qualquer f €
Endg(V) € da forma f = Nidy para algum escalar A € k.

Demonstracao. (a) Seja f € Homg(V,W). Portanto ker(f) é um submédulo-k(G) de V e
im(f) é um submédulo-k(G) de W. Como V e W sao irredutiveis, temos ker(f) =V ou {0}, e
im(f) =W ouim f = {0}. Portanto, f é a aplicacao nula, se ker(f) =V ou im(f) = {0}, ou f
¢ um isomorfismo, se ker(f) = {0} e im(f) = W.

(b) Por (a) qualquer f € Endg (V) \ {0} é um isomorfismo, logo tem um inverso em Endg (V).
(c) Seja f € Endg(V) \ {0}. Como V = k™, por (b) podemos assumir que f € GL, (k) e, como
k é algebricamente fechado, a matriz f tem um valor préprio A € k. Como Aidy € Endg(V),
também temos que f — Aidy € Endg(V) e ker(f — Aidy) # {0} (porque A é valor préprio),
logo, por (a), f = Aidy. O

3

Usando o Lema de Zorn e o lema anterior, prova-se” o seguinte coroldrio.

Corolario 1.24. Seja V uma representacao de G. Entao V é completamente redutivel se e so
se qualquer subrepresentagcao W C V' tem um complemento.

Observacgao 1.25. Se G ¢ finito, |G| € N e identificamos o inteiro |G| com |G|1j € k. Dizemos
que |G| é invertivel em k e escrevemos |G| € k* se |G|l é invertivel. Portanto, se k tem
caracteristica zero, |G| é sempre invertivel em k. Se a caracteristica de k é o primo* p, |G| € kX
seesépt|G|.

Teorema 1.26 (Maschke). Seja G um grupo finito tal que |G| € invertivel em k. Entao

(a) qualquer representacao de G é completamente redutivel;

(b) existe apenas um nimero finito de representacgoes de G irredutiveis Vi,...,V, e
HE) =V @ eV

com n; € N.

Demonstracao. (a) Seja W uma subrepresentacao de V. Pelo Corolério 1.24, temos que ver
que W tem um complemento, i.e., que existe uma subrepresentagao W' tal que V=W & W'.
Suponhamos que W # {0} e W # V, caso contrario nada ha a provar.

Seja Wy um subespago-k de V tal que V.= W @& Wy como espagos vectoriais-k. Seja
m:V — W aprojeccao e t : W — V a inclusao. Portanto 7 e ¢ sao aplicagoes lineares-k e a

3Pode-se fazer uma demonstragdo mais elementar considererando apenas representagbes de dimensao finita. Para o
caso geral compare o seguinte coroldrio com o Lema 24.3 do Capitulo 4. O Lema de Schur também ja foi abordado no
Capitulo 4, Lema 24.8, que voltamos a repetir numa versao enunciada na linguagem das representagcoes.

4Recorde que a caracteristica de um corpo ou é 0 ou é um primo p € N.
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composta ¢ = ¢ o7 também é linear-k e ainda ker(¢) = Wy e im(¢) = W. Seja f: V — V a
aplicacao definida por
-1
=@ LS g g v)

geG
Como f é uma combinacgao linear de aplicagoes lineares-k, f é linear-k. Temos ainda que

m(f) C W pois im(p) = W e W ¢ invariante-G.
(1°)f ¢ equivariante—G' sejam h € G e v € V quaisquer. Entao

f(h |Z g - elg- (h-v))

geG
| Z 971 ) V) por definicdo de acgao
gelG
1 1 —1\—1 / , )
= @ Z (Gh )" -plg -v) porque ¢’ = gh também percorre G
g'eG
1 —
=h: (@ > () 1'<P(g'-v)>
g'eG
=h-f(v).

(2°) f? = f: seja w € W qualquer, entdo g-w € W para todo o g € G porque W é
invariante-G, logo m(g - w) = g - w, por definicao da projegao m, e (g -w) = g - w. Temos

1.1 (w) g - . g (g-w)=w YweW,
- L e = i

ge@ geG
portanto
P =ffv)=flv) VveV,

pois f(v) e W.

(3°) im(f) = W: por construgao f(V) C W, por (1.1) do ponto anterior f(w) = w para
qualquer w € W.

Dos trés pontos acima, concluimos que V' = im(f) @ ker(f) = W @ ker(f) como médulos-
k(G), portanto W' = ker(f) é um complemento de W — na primeira igualdade usdmos o
Exercicio 4.4.2.

(b) Seja V' uma representagao irredutivel de G. Pelo Exercicio 6.1.7, sabemos que V' é equiva-
lente a k(G)/I para algum ideal esquerdo maximal I C k(G), portanto I é um submédulo-k(G)
de k(G), o que é ainda equivalente a dizer que I é uma subrepresentacao de k(G). Por (a)
temos que existe um complemento J de I, ie., kK(G) = I & J como médulos-k(G). Portanto
J 2 k(G)/I 2V é uma subrepresentagao de k(G).

Como k(G) é completamente redutivel, temos que k(G) é a soma directa de representagoes
irredutiveis V;, i.e., k(G) = @;_, Vi, onde o nimero de somandos ¢ finito pois dimy k(G) =
|G| é finita. Por outro lado, acabamos de ver que qualquer representagao irredutivel V é
subrepresentacao de k(G), logo V = V; para algum i. Agrupando os somandos V; isomorfos
entre si, obtemos o resultado pretendido. O

O resultado anterior é falso sem a hipdtese de |G| € k* — ver Exercicio 6.1.6.
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6.1.1.

6.1.2.
6.1.3.

6.1.4.

6.1.5.

6.1.6.

6.1.7.

Exercicios

(a) Determine as representagoes reais (sobre R) de dimensao 1 do grupo Zs x Zs.

(b) Determine as representagoes reais de dimensao 1 do grupo Djy.
Sugestao: Calcule [Dy, Dy] e verifique que Dy/[Dy, Dy| = Zo X Zo.

Demonstre os Lemas 1.15 e 1.17.

Seja G um grupo finito, e seja g = > ;9 € k(G). Seja W = (g) = {ag € k(G) | a € k}.

Mostre que W é uma subrepresentagao da representacao regular k(G) e é trivial.

(a) Seja G um grupo abeliano finito e k um corpo algebricamente fechado. Mostre que
qualquer representagao irredutivel de GG tem dimensao 1.

(b) Seja G um grupo ciclico de ordem 4 com gerador a. Considere a seguinte representacao
real V' com acgao p : G — GLy(R) definida por

0 -1

Mostre que V é irredutivel sobre R.
Seja G = {1g,a} o grupo ciclico de ordem 2 e considere a representagao regular R(G).
Seja

Vi ={zlg +za € R(G) | z € R} e Vo ={zlg —za € R(G) | z € R} .

(a) Mostre que V; e Va sdo subrepresentagoes da representacao regular R(G). Quais as

suas dimensoes?
(b) Mostre que V; é uma representagao trivial e V5 é equivalente & representacao sinal.
(c) Mostre que R(G) =V} @ V.
Seja G = {1¢,a} o grupo ciclico de ordem 2 e considere a representagao regular Zo(G).
Seja

V= {xlg—anEZg(G) | .TEZQ} .

Mostre que V' é uma subrepresentagdo da representagao regular Zs(G) que nao tem um
complemento. (Compare com o exercicio anterior.)

Seja V' # {0} uma representacao irredutivel de G. Mostre que existe um ideal esquerdo
maximal I do anel k(G) tal que V = k(G)/I como médulos-k(G).
Sugestao: Use o Lema de Schur 1.23.
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2. Caracteres

Definicao 2.1. Seja V' uma representacdo de G, de dimensao n, com ac¢do dada por p: G —
GL, (k). O caracter associado a V € a aplicacio xv: G — k, xv(g9) = Tr(p(g)), onde Tr
designa o traco de uma matriz.

Exemplo 2.2. Seja V a representacao trivial de dimensdo n. Entao p(g) = I (a matriz
identidade n x n) para todo o g € G e, portanto o caracter yy é a aplicagdo constante yy = n.

Exemplo 2.3. Seja V = k(G) a representacao regular do grupo G de ordem n finita. Entao
G ={g1,...,9n} é uma base de V' e p(g)(g:) = gg;- Logo
|G| seg=1g,

xv(g) =#{i | 99: = gi} = {0 se g £ 1.

Nos préximos exemplos introduz-se algumas construgoes a partir de representacoes que
iremos usar nalguns resultados no resto desta secgao.

Exemplo 2.4. (Representagao dual.) Seja (V,p) uma representagdo de G. O espago dual
V* = Homy(V, k) tem a seguinte accdo de G' dada por p*(g) = p(g~1)7:

(P*(9)f)v) = flplg™")(v)) VveV,
ondege Ge feV™

Exemplo 2.5. (Pontos fixos.) Seja (V,p) uma representacio de G. Seja V& o conjunto dos
pontos fixos de V' pela accao, ou seja,
VEi={veV]|plg)(v)=v,VgeG}.

nta & um su invariante- m ao trivi u sej ¢ a maior subre-
Entéo V& é subespaco invariante-G de V' com accio trivial, ou seja, V¢ é a maior subre
presentacao trivial de V.

Exemplo 2.6. (Representacao “homomorfismos”.) Sejam (V, p1) e (W, p2) duas representagoes
de G, entao Homy (V, W) é uma representacao de G com a seguinte acgao dada por p:

(P f)(v) = p2(9) f(pr(g™")(V)) VveV,
onde g € G e f € Homg(V,W).

Observagao 2.7. A representacao dual corresponde a considerar a representacao trivial W = k
no exemplo anterior.

A partir de agora consideramos apenas representagoes complexas, i.e., sobre k = C (um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero), de dimenséo finita de um grupo finito G.

Recorde que C™ tem um produto interno hermitico dado por

n
<Z,W> = 222@1 s
=1

onde z = (21,...,2n) € W = (w1,...,wy,), tal que é linear-C na primeira variavel e (w,v) =
(v,w). Portanto

1 N
(2.1) (9,9) = al Z ?(9)¥(9) €C .

geG
define uma produto interno no espago C¢ := {G — C} das funcdes complexas definidas em G.

Recorde ainda que A € M,,(C) diz-se uma matriz unitaria se AA” = I, em particular
Un(C)={A € M,(C) | AAT =T}
¢ um subgrupo de GL,(C).
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Definicao 2.8. Dizemos que (V,p) é uma representacao unitaria se imp C U,(C).

Lema 2.9. Qualquer representacdao complexa € equivalente a uma representacdo unitdria.

Demonstragao. Ver [Ser77]. O
Tendo em conta o lema anterior, podemos assumir que as representacoes complexas sao

unitérias.

Proposigao 2.10. Sejam V, W representacdes do grupo G. Entdo

(a) xv(1) =dimV;

(b) xv(hgh™) = xv(9) para qualquer g,h € G;

(¢c) xvew = Xv + Xw;

(d) xvew = Xv - XW;

(¢) xv=(9) = xv(¢9~") = xv(g) para todo 0 g € G.

Demonstracao. (a) xv(1lg) = Tr(p(1lg)) = Tr(f) = dim V.

(b) Segue de Tr(S~tAS) = Tr(A), com S € GL,(C).

(c), (d) Consequéncia imediata da Proposi¢ao 1.13.

——T
(e) Assumindo que V ¢ unitéria, temos p(g~1) = p(9)~! = p(g)" e, calculando tracos, obtemos
xv(g™Y) = xv(g), pois Tr(A) = Tr(AT) para qualquer matriz n x n A. A primeira igualdade é
consequéncia da definicao da representacao dual. O

A alinea (b) da proposigao anterior sugere a seguinte definicao.

Definicao 2.11. f : G — C diz-se uma funcao de classe se f € constante em cada classe de
conjugacao de G, i.e., se

f(hgh™) = f(9) Vg,heq.
Exemplo 2.12. O caracter de uma representacao é uma funcao de classe.

Observagao 2.13. Como dar uma funcao de classe é equivalente a escolher um ntimero com-
plexo para cada classe de conjugagao, o conjunto das funcoes de classe é um espaco vectorial-C
com dimensao igual ao nimero de classes de conjugagao em G.

Proposicao 2.14. Seja (V,p) uma representag:do de G. Seja ey : V — V dada por
1G] Z plg
geG

Entdo (i) ey € Endg(V); (ii) €2, = ey; (iii) imey = VY e (iv) ey|ye = idye.

Demonstracao. (1°) ey € Endg(V), porque p(g) € Endg(V) para qualquer g € G, e ey é
equivariante pois para todo o h € G

ey(h-v) Z Zh Ygh) v =h—: Z (d) - v=h-ey(v).
> 612 a, .z,
= gheG
(2°) imey C VY pois
h-ey(v GZ Z g -v=ey(v) VveVv.
’ |g€G g’—gheG

(3°) Se v € V¢ entdo

1
A PIRCTDNEES

gelG geG
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portanto V& C imey e ey|yc = idy.
(4°) Como imey = VY e ey|ye = idy, temos ¥ (v) = ey (ev(v)) = ey (v), para todo o v € V,
pois ey (v) € imey . O

Corolario 2.15. Seja V uma representacao de G. Entao

dim V¢ = |G| ZXV
geG

Demonstragao. Pela proposicio anterior: V& = imey e kerey sao subrepresentacoes de V
(pontos (i) e (iii)) e V = V& @ kerey (ponto (ii)), portanto,
Tr(ey) = Tr(ey|ye) = dim VY |

onde se usou o ponto (iv) na tdltima igualdade. Por outro lado, directamente da definicao de

ey, temos
) = 1 2 T0(9) = = Y o) 0
\GlgeG \Glgec

Pelo Teorema de Maschke 1.26, uma vez que C tem caracteristica zero, sabemos que qualquer

grupo finito tem apenas um ntmero finito de representacoes irredutiveis Vi, ..., V.. Ainda pelo
Teorema de Maschke, como cada representacao V' de G é completamente redutivel, temos
(2:2) V=Vra. eV,

onde m; € Ny (m; = 0 significa que V; nao é subrepresentacao de V).

Definicao 2.16. 1. A m; na igualdade (2.2) chamamos multiplicidade de V; em V.

2. Seja xi = xv;- A x1,...,Xr chamamos os caracteres irredutiveis de G.
Teorema 2.17. Sejam x1,...,chi, os caracteres irredutiveis do grupo G. Entdo
O X3) = 1 sev=yj,
Xi X3 0 sei#7j.

Demonstracgao. Seja U = Homy(V, W) a representacdo “homomorfismos” do Exemplo 2.6.
Pelo Exercicio 4.12.5 temos® que Homy (V, W) = V* ® W, portanto, pela Proposicao 2.10

xXu = xveew = (xv+)(xw) = Xvxw
e pelo Corolario 2.15 e Exercicio 6.2.1

(2.3) dim (Homg(V, W)) = dim UG Z Xwxv = (Xw, Xv) -
gEG

Pelo Lema de Schur 1.23, temos que Homg (V;, V;) = {0}, se i # j (pois V; 2 V; neste caso) e que
Home(V;, V;) = C, portanto o resultado segue da igualdade (2.3) pondo V =V, e W =V;. O

Corolario 2.18. Seja V uma representacgoes de G.

(a) A multiplicidade de V; em V' é (xv, Xi)-
(b) Seja W outra representagdo. Entao xw = xv se e sé se W € equivalente a V.

Demonstragao. (a) Da igualdade (2.2), aplicando a Proposi¢ao 2.10(c) e o Teorema 2.17,
obtemos

XV)X@ ij X]?XZ =m;

(b) Segue directamente de (a) pois cada Vi tem a mesma multiplicidade em V' e W. O

50 exercicio apenas dd um isomorfismo de espacos vectoriais-k, mas verifica-se que o isomorfismo definido também é
equivariante-G.
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Corolario 2.19. Sejam Vi, ..., V. as representacdes irredutiveis de G e sejan; = dim V;. Entdo
(a) C(G)=V{"®--- DV
(b) |G =32y n;

Demonstracao. (a) Seja m; a multiplicidade de V; em C(G). Entao

m; = (Xc(a)» Xi) por (a) do coroldrio anterior
= |Cl;‘ > xew) (9)xi9) por definicdo de (—, —)
geCG
= ’;(]Gb@(lc;)) pelo Exemplo 2.3
=dimV; pela Proposigao 2.10(a).

O resultado segue do Teorema de Maschke 1.26.

(b) Por (a) e novamente pela Proposigao 2.10, temos

r

G = xce)(1e) = Y nixi(le) =Y _n? . O
=1

=1
Observagao 2.20. Note que (a) do teorema anterior diz que a multiplicidade de cada V; na
representagao regular é a dimensao dim V;.

Teorema 2.21. Os caracteres irredutiveis formam uma base do espaco das funcdes de classe.

Demonstracao. Uma vez que os caracteres irredutiveis sao ortonormados, estes sao linear-
mente independentes. Para mostrar que formam um conjunto gerador, ver a Proposicao 6 e o
Teorema 6, pagina 19, de [Ser77]. O

Corolario 2.22. O numero r de representagoes irredutiveis de G € igual ao numero de classes
de conjugacgdo de G.

Demonstragao. Segue do teorema anterior e da Observacao 2.13. U

Observacao 2.23. Alternativamente, aplicando o Teorema 2.1 do Capitulo 5 ao anel de grupo®
C(Q), neste caso temos D; = Endg(V;), portanto D; = C pelo Lema de Schur 1.23, logo

C(G) = M, (C) x -+ X M, (C)

onde 7 é o nimero de representacoes irredutiveis e n; = dimV;. O centro de cada anel M, (C)
é Z(M,,(C)) ={A | A € C} =C, logo dim Z(C(G)) = r. Por outro lado, pelo préximo Lema
2.24, obtemos que dim(C(G)) é o nimero de classes de conjugacao.

Lema 2.24. Seja k um corpo qualquer e seja G um grupo finito. Sejam C4,...,C. as classes de
conjugacdo (distintas entre si) de G e defina-se z; = g. Entao {z1,...,z.} € uma base-k
do centro Z(k(G)), logo dim Z(k(G)) = c.

g€C;

Demonstragao. Como k é comutativo, dado a € k(G) entdo a € Z(k(G)) se e sé se hah™! = a
para todo o h € G. Portanto, cada z; € Z(k(G)) pois

hzih ! = Z hgh™t = Z g =z.
geC; g'=hgh—1eC;

Por outro lado, pondo

a= ag9€ Z(kG)),

geG

6k:(G) é um moédulo-k(G) semi-simples pelo Teorema de Maschke, se |G| € kX, portanto é um anel semi-simples &
esquerda.
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com ag € k, fica
hah™! = Z aghglf1 = Z ah_1g/hg/
geq g'=hgh—1eqd
e como G é uma base-k de k(G), obtemos hah™! = a para todo o h € G se e s6 se
ag=ap-1g, Vg,h€G

ou seja, ag = ay se g e g’ estdo na mesma classe de conjugagao, obtemos assim a como com-
binacao linear de 21, ..., 2.

Concluimos portanto que {z1,..., 2.} gera Z(k(G)). A independéncia linear é consequéncia
de as classes de conjugagao serem disjuntas duas a duas (sdo classes de equivaléncia de uma
relacdo de equivaléncia) e de G ser um conjunto linearmente independente sobre k. O

2.1. Tabela de caracteres

Dado um grupo finito G, seja ¢ o numero de classes de conjugacdao de G, sejam gi,...,gc
representantes de cada uma das classes e sejam x1,..., X, 08 caracteres irredutiveis. Entao
[xi(g;)] é uma matriz quadrada ¢ x ¢ a que chamamos tabela de caracteres de G.

Exemplo 2.25. G = S3 tem trés classes de conjugagao representadas por 1, (12) e (123) — ver
Exercicio 1.9.2. Portanto, pelo coroldrio 2.22, sabemos que hé trés representagoes irredutiveis.
Do Exemplo 1.10, temos duas representacoes de dimensao um, logo irredutiveis: a representacao
trivial e a representacao sinal. Do Corolario 2.19, 6 = 1+1 —I—ng, pois n; = ng = 1, logo ng = 2.
Obtemos portanto

g |1 (12) (123)
cil |1 3 2
vi |1 1 1
Yo |1 -1 1

X3 |2 a b
Para determinar a e b usamos as relagoes de ortogonalidade do Teorema 2.17:

{<X3a><1> =0 {é(2+3a+2b) =0

Sa=0,0=-1.
(x3,x1) =0 F(2-3a+2b)=0

~

Exemplo 2.26. Como S3 = D3 e R C C, o Exemplo 1.8 da-nos a seguinte representacao
V = C? com accdo definida por

_ _\B
p(12) = [01 (3] e p(123) = [ﬁ _3]
2

2

N[ =

Como xy(1) = 2, xy(12) = 0 e xy(123) = —1, temos yy = x3 logo, pelo Coroldrio 2.18,
concluimos que V3 2 V.

Exemplo 2.27. Considere a representagao V de S3 do Exemplo 1.5 com k = C. Uma vez que
dim V' = 3, pelo Exemplo 2.25 sabemos que V nao é irredutivel. Como yy (1) =3, xy(12) =1
e xv(123) = 0, as multiplicidades m; de V; do Exemplo 2.25 em V sao

1
my = (xv,x1) = ¢(3+3-140) =1

1
m2=(Xv,X2>:g(3—3'1+0):0

1
msZ(Xv,X3>=6(3'2+0+0)=1

donde conluimos que V = Vi & V3.
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6.2.1.

6.2.2.
6.2.3.

6.2.4.

6.2.5.
6.2.6.

6.2.7.

Exercicios

Sejam V e W duas representagoes de G e considere a representacao “homomorfismos”
U = Homy,(V, W) do Exemplo 2.6. Mostre que U% = Homg(V, W).

Mostre que uma representacao complexa V' é irredutivel se e s6 se (xv, xv) = 1.

Determine se as representacoes dos Exemplos 1.7 e 1.8 sao irredutiveis sobre C. Em caso
negativo, determine a sua decomposicao em soma directa de representacoes irredutiveis.

Determine as representagoes complexas irredutiveis dos seguintes grupos:
(a) Qg = {£1,+i, 5, £k} < H*;

(b) Da;

(c) Ds.
Determine a tabela de caracteres de A4 e Sy.

(a) Se V é uma representagao de dimensao 1 e W é uma representacoes irredutivel,
mostre que V ® W é irredutivel.

(b) Dé um exemplo de um grupo G e duas representacoes irredutiveis V., W de G tais
que V ® W nao é irredutivel.

Seja V uma representacao de dimensao finita. Mostre que V é irredutivel se e s6 se V* é
irredutivel.
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