Resumos de AMIII A

I. Variedades em R"

1. Revisoes de Calculo Diferencial

1.

Se U C R™ é aberto, f : U — R™ uma fun¢do (portanto f = (f1,..., fm)),x0 €U e
v € R" entdo a derivada direccional de f segundo v no ponto xg é
f(xo+tv) —f(x0) d

Duf(xy) = lim : = 8%+ )10

A i-ésima derivada parcial de f é

of
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f diz-se diferencidvel em x( se existe uma transformagdo linear Df(xp) : R” — R™
(representada por uma matriz m x n) tal que

lim f(XO + h) — f(Xo) — Df(Xo) -h

=0.
h—0 |Ih|

Se f é diferencidvel em x( entdo
Dyf(x0) = Df(x¢) - v .

Em particular, Df é representada na base candnica pela matriz Jacobiana

9f oft
o1 Tt Oxp
Df =
Ofm O fm
oz Tt Oxp
. f diz-se de classe C'! se as derivadas parciais ng; (i=1,...,m;57 =1,...,n) sdo

fungbes continuas.
f C! = f diferencidvel.
Se f:R™ — R é diferencidvel, entdo f diz-se um campo escalar, e

_ | of af



pode ser identificada com o vector

or- (Lo ),

0x1’ " Oz,

dito o gradiente de f.
8. Sef:U C R* -V C R™ é diferencidvel em xg € U, e g : V C R™ — RP ¢
diferencidvel em f(x), entdo gof : U C R™ — RP ¢é diferencidvel em xg e

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df(xo) -
Em coordenadas (z1,...,z,) em R™ e (y1,...,Ym) em R™, tem-se

99i _ ~—~ 0gi Of

or; — Oy, 0z

(regra da cadeia).
9. Derivadas parciais de ordem superior:

?1 _ 0 (of
813i81'j N 8l‘z 31‘]' '
f diz-se de classe C? se todas as derivadas parciais de segunda ordem s3o funcdes
continuas.

02 92
10. Lema de Schwarz: f C? = 5ol = 5.

2. Funcao Inversa e Funcao Implicita

1. Teorema da Funcdo Inversa: Seja f : U C R™ — R™ uma funcdo de classe C' e xg € U
tal que det Df(xg) # 0. Entdo f é localmente C'-invertivel, i.e., existem vizinhangas
V de xo e W de f(xo) tais que f : V — W possui inversa C! £=1 : W — V. Além
disso, Df"1(f(x)) = [Df(x)]"' vxeV.

2. Teorema da Fungdo Implicita: Seja F : R™™™ — R™ uma func3o de classe C! e
(x0,y0) € R"™™ tal que F(x¢,yo) = 0 e det DyF(x0,y0) # 0. Entdo existe uma
vizinhanca U x V de (X¢,yo) € uma fungio de classe C! f: U C R" — V C R™ tais
que

F(x, y) =0 & y= f(X) v(:t,y)EUXV .

3. Nas condi¢coes do Teorema da Funcdo Implicita, a matriz derivada de f em x¢ pode
ser calculada a partir de

DxF(x0,y0) + DyF(x0,y0) - Df(x0) =0 .

3. Variedades Diferenciaveis
1. Um conjunto M C R™ é uma variedade diferencidvel de dimensdo d € {0,...,n} (e
classe C'%, ¢ > 1) se para qualquer ponto xo € M existe uma vizinhanga U de x¢ e
uma func3o de classe C¢ F : U — R"~¢ tais que
. MNU ={xeU:F(x)=0};
ii. a caracteristica de DF(x) é n —d (i.e., é maxima) para todo o x € U.



2. Uma variedade de dimens3o 0 é simplesmente um conjunto do pontos isolados; uma
variedade de dimensdo n é simplesmente um conjunto aberto.

3. M C R™ é uma variedade de dimensdo d (e classe C'?) sse para qualquer ponto
xo € M existe uma vizinhanca U de x¢ e uma funcio C? f : R% — R"~¢ tais que

MNU =Graf(f)nU .

4. Um vector v € R™ é um vector tangente a variedade M no ponto xg se existe uma
funcdo c ] — £,e[— M tal que ¢(0) = xg e %(0) = v.

5. O conjunto Ty, M de todos os vectores tangentes a variedade M em x( é um espacgo
vectorial de dimens3o d, dito o espaco tangente a M no ponto xg. O seu complemento
ortogonal TXLOM é um espaco vectorial de dimens3o n — d, dito o espaco normal a M
no ponto Xg.

6. Se M = {x € U : F(x) = 0} numa vizinhanga U de xp, entdo o conjunto
{VFi(x0),...,VF,_a(x0)} é uma base para T;. M. Portanto

T M = span{VFy(xo), ..., VE,_4(x0)} -

7. Teorema dos Extremos Condicionados: Sejam f : R™ — R uma func3o de classe C!
e M C R™ uma variedade d-dimensional. Se a restricdo de f a M tem um extremo
local em x( € M entdo V f(xq) € T M.

8. Regra dos Multiplicadores de Lagrange: Nas condi¢cbes do teorema anterior, existem
constantes A1, ..., \,—q € R (os multiplicadores de Lagrange) tais que

Vf(Xo) + M VEF; (Xo) + ...+ An—dVFn—d(XO) =0.
Il. Integracao em R"

1. Medida de Lebesgue

1. Um intervalo limitado I C R™ é um conjunto da forma I = J; X ... X J,, onde cada
Ji € um intervalo de extremos ag, by, € R. Define-se o volume (n-dimensional) de um
intervalo limitado através de

=

vol(I) =(by —aq)...(bp —an) = | | (bx — ak) -

k=1

2. Uma familia {U; };c; de subconjuntos de R™ diz-se uma cobertura de A C R" se
AC U U, .
iel
A cobertura diz-se aberta se todos os U; sao abertos.

3. Dado um subconjunto qualquer A C R", define-se a sua medida exterior (n-dimensio-
nal) como sendo

+00 +oo
w*(A) = inf {ZVOl(Ik) : Ij; intervalo aberto limitado , A C U Ik}
k=1 k=1

(pode ser +00).



10.

11.

Propriedades da medida exterior:
Lop (@) =0;
i. AC B= p*(A) < pu*(B);
iii. I intervalo limitado = p*(I) = vol(I);
iv. p*(a+ A) = p*(A) Yacrn;

+oo +o0
v. AC A= pr(A) <> ().
k=1 k=1

. A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B é

AAB = (A\B)U(B\ A) .

. Um conjunto A C R" diz-se mensurdvel (a Lebesgue) se

“+oo
v<5>OE|11,12,... intervalos abertos limitados - M*(AAU) <g, onde U = U Ik .
k=1

Se A é mensurdvel, define-se a sua medida (n-dimensional) como u(A) = p*(A) (pode
ser 4+00).

. Propriedades dos conjuntos mensuraveis e da medida de Lebesgue:

i. @ é mensuravel;
ii. A mensurdvel = A°=R"\ A mensuravel;
iii. A, B mensuraveis = AU B mensuravel,

iv. Ay, As,... mensurdveis = U;ﬁc’l Ay mensuravel,
v. Se Ay, As, ... sdo mensurdveis e disjuntos 2 a 2 entdo
+00 “+oo
w U Ap | = Z w(Ag) .
k=1 k=1

Qualquer conjunto aberto/fechado é mensuravel.
Qualquer conjunto de medida exterior nula é mensuravel.
A C R™ tem medida nula sse

—+00 —+00
v5>03[1,IQ,... intervalos abertos limitados : A C U I, e g V01<Ik> <e€.
k=1 k=1

Propriedades dos conjuntos de medida nula:
i. ACB,u(B)=0=pu(A) =0;
ii. Qualquer conjunto numerédvel tem medida nula;
iii. Ay, Ag,... com medida nula = J;5 Ay tem medida nula;
iv. Se f:R™ — R é continua, entdo o gréfico de f,

Graf(f) = {(x, f(x)) e R" : x e R"},

tem medida nula em R™*+1,



12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

Se P(x) é uma proposicdo que depende de x € R", dizemos que P(x) é verdadeira
quase em toda a parte (q.t.p.) se

p({xeR": P(x)éfalsa })=0.

Uma funcdo f : R® — R diz-se mensuravel se f~'(]c, +00[) é um conjunto mensuravel
para todo o c € R.

f : R" — R™ é continua sse para qualquer aberto U C R™ a imagem inversa
f=1(U) C R™ é um aberto.

Qualquer funcio continua é mensuravel.

Se f: R™ — R é um campo escalar, define-se

o) = {g(x) ()20 {o se f(x) >0
se f(x) <0 f(x) e f(x) <0
(note-se que f*, f~ >0, f=f"—f7,|[fl=f"+[f7)
i. f mensurdvel = fT, f~ |f| mensurdveis.
ii. f,g mensurdveis = max(f, g), min(f,g), f = g, fg mensurdveis.
ii. f1, f2,... mensurdveis e f(x) = limg_, 1o fi(Xx) existe = f mensurdvel.

Se A C R™, a fungdo caracteristica de A é a fun¢do x4 : R™ — R dada por

(%) 1 sexe A
Xx) = )
XA 0 sex¢g¢ A

A funcdo s : R™ — R diz-se simples se a sua imagem é um conjunto finito. Por-
tanto, s é simples se existem conjuntos disjuntos Ay,..., Ay C R™ e nlimeros reais
c1,...,cny € R tais que

N
s = ZCiXAi .
=1

s é mensuravel sse Ay,..., Ay sdo conjuntos mensuraveis.
Se f: R™ — R é um campo escalar, existe uma sucessdo {sy }ren de fungdes simples
tais que

1‘ = n .
(Jm 5k(x) = f(x), Vxer

Além disso:
i. Se f é mensuravel, as fun¢les s podem ser escolhidas mensuraveis;
ii. Se f >0, podemos escolher {sj}reny mondtona crescente:

0 < s1(x) <s2(x) < ..oy Vxern -

2. Integral de Lebesgue

1.

Se s: R™ — [0, +00[ é simples e mensuravel,

N
5§ = ZCiXAi ¢ € RY, A; ¢ R™ mensuravel,
i=1



define-se o seu integral como sendo

[o= et

(pode ser +00).
. Se f:R"™ — [0, +00[ é mensuravel, define-se

f=sup {/ 5:0< s < f ésimples e mensuravel }
R n

(pode ser +00). Se

f<+o0
]Rn

a funcdo f diz-se integravel.
. Uma funcio mensurdvel f : R” — R diz-se integrdvel se f*, f~ o s3o. Nesse caso,

define-se
Jod= o= bt

. Se A C R™ é um conjunto mensuravel, f diz-se integravel em A se fx 4 é integravel,

caso em que se define
[r=] ra.
A R

O conjunto das funcdes integraveis em A designa-se por L'(A).
. Seja A C R™ um conjunto mensuravel. Ent3o:
i. Se f: A— R é mensuravel e limitada e p(A) < +oc entdo f € L'(A).

ii. Se f,g€ L'(A) e f < g entdo
/f</g'
A A
iii. Se u(A) =0entdo [, f=0.
iv. Sea,beRe f,g L}(A) entdo af +bg € L'(A) e

/A(af—i—bg):a/Af—kb/Ag.

v. f € LYA) sse|f| € L'(A), e
[ a= [

vi. Se fe L'(A)eg=f qtp. em A, entdo g€ L}(A) e

fuo=1r



6. Se f : [a,b] — R é Riemann-integravel entdo f € L'([a,b]) e

Lﬂf:lwmmW

3. Teoremas de Fubini e de Tonelli, Mudanca de Variaveis e Aplicacoes

1. Teorema de Fubini: Se A C R" e B C R™ s3o mensuraveis e f € L'(A x B) entio:
i. A fungdo x — f(x,y) € L'(A) para quase todo o y € B;

i. Afungdoy — f(x,y) € L}(B) para quase todo o y € A;

ii. Afuncdoy — [, f(x,y)dx € L'(B);

iv. A funcdo x — [, f(x,y)dy € L'(A);

[ 5= [ (o) ax= [ ([ sxvax)ay.

2. Teorema de Tonelli: Se A C R" e B C R™ sdo mensuraveise f: Ax B —- R é
mensuravel, e se um dos integrais iterados

/A</B|f(x’y>|dy> dxou /B(/Alf(x,y)mx) dy

existe, entdo f € L'(A x B).
3. Se A C R™ é mensuravel e limitado e é dada uma fungcdo densidade de massa o €
LY(A), define-se:
i. O volume n-dimensional de A:

i. A massa de A:

M:/O'.
A

iii. A coordenada k do centro de massa de A:

1
I’k7c]w = M Axko' .

iv. A coordenada k do centrdide de A:

_ 1 /
Tp=— [ =k .
By )

v. O momento de inércia de A em relacdo a um determinado eixo L:

IL:/CZQO',
A

onde d(x) é a distancia do ponto x ao eixo L.
4. Seja T C R™ aberto; g : T'— R" diz-se uma mudanca de coordenadas se
i. géCl ii. g é injectiva, iii. det Dg(t) # 0 Vier
(em particular, g tem inversa C1).



5. Teorema de Mudanca de Varidveis: Se g : T C R® — R"™ é uma mudanca de
coordenadas e f € L!(A), onde A C g(T), entdo fog e Li(g1(A4)) e

[ reaax= [ fev) et Dgo)]de
A g~ H(4)

6. Coordenadas Polares em R?: S3o as coordenadas (7, 6) €]0, +-00[x]0, 27| relacionadas
com as coordenadas Cartesianas usuais (x,y) mediante a mudanga de coordenadas
(z,y) = g(r,0) = (rcosf,rsené) .
Verifica-se a seguinte igualdade
|det Dg(r,0)| =r .

7. Coordenadas Cilindricas em R3: S3o as coordenadas (r,0,2) €]0,+oo[x]0,27[xR
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z,y, z) mediante a mudanga de
coordenadas

(z,y,2) =g(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z) .

Verifica-se a seguinte igualdade
|det Dg(r,0,z)| =1 .

8. Coordenadas Esféricas em R3: S3o as coordenadas (p, 8, ) €10, +oo[x]0, 27[x]0, 7|
relacionadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z,y, z) mediante a mudanga de
coordenadas

(r,y,2) = g(p,0,p) = (psenpcosb, psenpsend, pcosp) .
Verifica-se a seguinte igualdade
|det Dg(p, 0, ¢)| = p*sen .
I1l. Formas Diferenciais

1. Tensores e Covectores

1. O dual de R™ é
(R")* ={w:R" = R : w é linear}.

Os elementos de (R™)" dizem-se covectores-1.
2. (R™)* é um espaco vectorial de dimens3o n. Uma base para (R")* é

* *
{el,...,e;}
onde o covector-1 e} é definido por
e; (vier + ... +vpen) =v;

(ou seja, e} (e;) =1sei=jee;(e;)=0 caso contrario).



10.

11.

12.

. dim (7% (R™)) = n* , e uma base é {e} ®...®¢€]
. Se T € T* (R™), define-se

. Um tensor-k (covariante) é uma aplicacio 7' : (R")* — R multilinear, i.e., tal que

T(Vl,...,Vi—l-Wi,...,Vk):T(Vl,...,vi,...,vk)—‘rT(Vl,...,WZ‘,...,Vk);

T(Vl,...,)\vi,...,vk):/\T(vl,...,vi,...,vk)

(Vi, oo, Vi, W1, ...,Wp €ER?, AER, i =1,...,n). TF(R") designa o conjunto de
todos os tensores-k em R”.
Um tensor-k w € T* (R") diz-se alternante, ou um covector-k, se

W(VL, oy Vig ooy, Vi ooy Vi) = —w (Vi oo, Vi, ooy Vi oo, V)

(Vvi,...,vik €R™ i,j =1,...,n). AF(R") designa o conjunto de todos os covecto-
res-k em R™.

T* (R™) é um espaco vectorial e A¥ (R™) é um subespaco vectorial de T* (R").

. Se S € TF(R™) e T € T"(R"), o seu produto tensorial S @ T € T+ (R") é dado

por
ST (Vi, .., Vi, W1,...,W;) =S (vi,...,vi)T (wWq,...,w;)

(Vl,...,Vk,Wl,...,Wl ER”)

. Propriedades do produto tensorial: Se R,S,T,U sdo tensores em R™ de graus apro-

priados e A € R entao:

. (S+R)T=SU+R®T,
i S@(T+U)=S0T+S®U;
ii. AT =AXS®T)=5® (\T),
iv. S@(TeU)=(5ST)U,;

V. ST #T®S.

1k }il,...,’ikZL...,TL ’

1
Alt(T) (Vl, N ,Vk) = E Z sgn(U)T (vo(1)7 e avo'(k)) .
oEY)
Propriedades de Alt:
i. Se T € T* (R"), entdo Alt(T) € AF (R™);
i. Alt:T%(R") — AF(R") é linear;
iii. Se w € A*(R™), entdo Alt(w) = w.
(Por outras palavras, Alt : T% (R®) — A* (R™) é uma projecc3o).
Se w é um covector-k e 1 é um covector-l, o seu produto exterior é o covector-(k+l)
(k+1)!

wAn= Tl Alt(w®n) .

Propriedades do produto exterior: Se w, 1, o e 3 sdo covectores de graus apropriados
entao

L wA(a+8)=wAa+wAb;
i. wA (ca) =c(wAa) comc €R,;



i. wAa=(—1)MaAw paraw € AF(R"), a € AV (RP);
iv. wA(aAn) =(wAa)An.

13. e A...Nej = kAl (e;f‘1 R...0 e;"k), portanto ef A...Ae; (vi,...,v1) éigual ao
determinante da matriz k x k que se obtém escolhendo as linhas i1, ...,7; da matriz
| |
[w V|k:| onde vi,...,vg € R",
14. dim A" (R") = (k) ICED e uma base é {e} A /\eik}lgz‘1<...<ik§n :

2. Formas diferenciais

1.

Uma forma-k diferencial C? em R™ é uma fungdo C9 w : R™ — AF (R?) (i.e., w(x) €
AF (R™) para todo o x € R™). O conjunto das formas-k C> em R™ designa-se por
QF (R™).

. Se w € QF (R™) ¢ uma forma-k,

w= Z Wiy (X)dxiy AN dxg,

0<i1 <...<ix<n

a sua derivada exterior é a forma-(k+1)

dw = Z Z iy ““ x)dz; Ndziy A ... A\dxg,.

ox;
0<ip<...<ip<n 1=1 t

. Propriedades da derivada exterior: Se w, « e 17 sdo formas de graus apropriados entdo

i dlw+ a) =dw+ do;

i. dlwAn)=dwAn+(—1)kwAdn, onde w € OF (R™);

iii. d(dw) =0 (abreviadamente, d? = 0);
Se f:R™ — R" é C® e w € QF(R") entdo o pull-back de w por f é a forma-k
f*w € QF (R™) definida por

f*w(x)(vi,...,vg) = w(f(x))(Df(x)v1,..., Df(x)vg)

para vi,...,vip € R™,

. Propriedades do pull-back: Se w, a e i sdo formas de graus apropriados entdo

i f*(w+a)=fw+ o
i. f(wAn) =£fwAf .
i, d(f*w) = £ (dw).

. Por definicio, A (R") = R e portanto as formas-0 Q° (R") sdo as fun¢des O

g:R" - R. Se w é uma forma-k e f : R — R™ é C'™ tem-se

i g A\w = guw;
i. f*g=gof;
dg dg
iii. dg = a—xldxl + ...+ a—xndfnn

(em particular, d(x;) = dx;, o que justifica esta notagdo).

. w € QF (R") diz-se fechada se dw = 0.
. w € QF (R") diz-se exacta se existe uma forma n € Q1 (R") tal que w = dn (n

diz-se um potencial para w).

10



9. w exacta = w fechada.

10. A C R™ diz-se em estrela se existe um ponto xo € A (dito o centro) tal que [x¢,x] C A
para todo o x € A, onde

[x0,X] = {x0 + t(x — x¢) : t € [0,1]}

designa o segmento de recta de extremos xg € X.

11. Lema de Poincaré: Seja w € QF(U), onde U C R" é aberto. Se U é em estrela e w
é fechada, entdo w é exacta.

IV. Integracao em Variedades

1. Parametrizacoes, Cartas e Orientabilidade

1. Seja M C R™ uma variedade de dimens3o k, x € M e U uma vizinhanca aberta de
x. g:V CR¥ - M NU diz-se uma parametrizacio de classe C¢ de M N U se é
uma bijeccio de classe C9 com g=' : M NU — V continua e rank Dg = k.

2. Seg:V Cc RF — MNU é uma parametrizacio, a funcdo continua g™ : MNU — V
diz-se uma carta local.

3. M C R™ é uma variedade de dimens3o k e classe C'? sse para todo o x € M existe uma
vizinhanga aberta U de x e uma parametrizacio de classe C?7g:V C RF — M NU.
Além disso, as colunas de Dg(t) formam uma base para Tg(y) M.

4. Sejlamg: VCRF - MNUeh: W c RF - M NU duas parametrizacdes, e
p: MNU —-Vey: MNU — W as respectivas cartas locais. Entdo a mudanca de
carta local pog:V — W é de classe C? e det Dy o g # 0.

5. Diz-se que um covector-k w € A¥(R™) orienta o subespaco V' C R™ de dimens3o k se
existe uma base {vi,..., vy} para V tal que

w(vi,...,vE) #0.

Diz-se que a base é positivamente orientada se w(vi,...,vi) > 0, e negativamente
orientada se w(vy,...,vi) < 0. Sew orienta V e {wy,...,wy} é outra base qualquer
para V, entao

w(wi,...,wg) = (det S)w(vy,...,vi) #0,

onde S é a matriz de mudanga de base (portanto duas bases tém a mesma orientagado
sse o determinante da matriz de mudanca de base é positivo). Diz-se que dois co-
vectores induzem a mesma orientacdo se as respectivas bases positivamente orienta-
das coincidem (portanto existem exactamente duas orientagdes para um subespaco
V C R™ induzidas por w e —w).

6. Diz-se que uma variedade-k M C R™ é orientdvel se existe uma forma-k u € QF(R™)
que orienta todos os espacos tangentes 15 M, x € M. Diz-se que uma parametrizacao

g:V CcRF - MNU é compativel com y se a base {g—ﬁ,...,%} para Ty M €

positivamente orientada para todoot € V.

7. Uma variedade-k M C R™ é orientdvel sse existe 1 € QF(R") tal que g*u(t) # 0 para
todo o t € V e toda a parametrizacio g : V C R¥ — M NU. Uma parametrizacio g
é compativel com a orientacdo induzida por u sse g*u = hdty A--- A dty, com h > 0.

11



8. Dado um campo vectorial F : R" — R" de classe C°°, define-se wp € Q!(R") e
Qp € Q" Y(R") através das férmulas

wr =Fidxy + -+ - + Fpdxy, ;
Qp =Fidea N+ - ANdxy, — -+ + (—1)”71Fnda;1 A ANdxp—1 -

9. A imagem de qualquer parametrizaco é orientdvel: seg: V C R¥ — M NU é uma
parametrizac3do, entdo

g* (leg VANCERWAN kag) = (det G)dtl A Adty

_ 98 A ; —
onde D;g = 5 e G é a matriz k X k de entradas g;; = D;g - D;g .
10. i. Qualquer variedade-1 M C R"™ é orientavel: se 7 : M — R™ é um vector tangente
unitario continuo, entdo w, induz uma orientacao em M. Uma parametrizagido g
é compativel com esta orientagcdo sse
dg
T -—>0.
dt
ii. Uma variedade-(n—1) M C R™ é orientavel sse possui um vector normal unitdrio
continuo n : M — R"™, caso em que {2, induz uma orientacdo em M. Uma
parametrizacdo g é compativel com esta orientacio sse

og og
det <n,8t1,...,8tn_l> > 0 .

Se n = 3, esta condicdo também se pode escrever na forma:
Jg 0Og
n-{—x—-—1,>0.
<8t1 81&2)

1. Seja M C R™ uma variedade-k orientdvel com orientagdo induzida por u € QF(R™),
e sejaw € QF (R™). Sejag:V C R¥ — M NU uma parametrizacio e f,h: V — R
tais que g*w = fdty A - - Ndtg e g = hdty A --- ANdtp. Se f é integravel em V
define-se o integral de w ao longo de M NU com a orientacdo induzida por u através

de
/ w = sgn(h) / f(t)dty ... dty .
MUk %

Resulta desta definicdo que

2. Integrais de Formas Diferenciais

/ fdtl/\.../\dtk:/f(t)dtl...dtk,
v+ 14

onde + é a orientacdo em V induzida por dt; A --- A dtx, e portanto

/ w= sgn(h)/ g'w .
MnU# v+

(Note que sgn(h) = 1 se g é compativel com p, e sgn(h) = —1 caso contrario.)
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2. A forma-k dVj, € QF (R") diz-se um elemento de volume para a variedade M C R"
de dimensdo k se

|dVi(x) (V1,...,vE)| = volg (V1,...,VE) = Vdet G

para quaisquer vi,...,vy € TxM e x € M, onde G é a matriz k x k dada por
gij = vi-vj. Em particular, dV;, = dx1 A--- Adx, é um elemento de volume em R".

3.Seg:V CRF — MNU é uma parametrizacio e dV} € QF (R™) é um elemento de
volume para M, entdo

g*dV, = £Vdet Gdty A ... N dty,

onde G é a matriz kx k de entradas g;; = %‘%, i.e. G = Dg’ Dg. A parametrizacio
i Olj

g diz-se compativel com o elelmento de volume dV}, se o sinal acima é positivo.

4. Se f:R™ — R é um campo escalar, dV}, € QF (R") é um elemento de volume para
Meg:V CRF - MNU é uma parametrizacio compativel com dV},, define-se o
integral de f ao longo de M NU como

/ fdVi, = / g (fdVy) = / fogvdet DgT'Dgdty A ... A dty
MNU \4 14
= / fogy/det DgT' Dgdty ...dty ,
v

se o integral existir. (Note-se que este integral é independente da orientagdo induzida
por dVj.)
5. i. Se M é uma variedade-1 e g é uma parametrizacdo compativel com o elemento
de volume dV7, entdo

ghdVq =

dg
2\t .
|

ii. Se M C R? é uma variedade-2 orientavel e g é uma parametrizacdo compativel
com o elemento de volume dV5, entdo

dg " dg
dty  dty
6. Independéncia da parametrizacdo: Se M C R™ é uma variedade-k orientdvel, com

orientac3o induzida por 1 € QF(R"),seg:V — MNU eh: W — M NU s3o duas

parametrizacbes compativeis com g, entdo

/g*w:/ h*w , Y we QR .
1% W

Portanto, a definicdo de / w n3o depende da parametrizacdo.
MNUH
7. Se M C R™ é uma variedade de dimensdo 1 e 7 : M — R"™ é um vector normal

unitdrio continuo, entdo dV; = w, é um elemento de volume para M.

g*dVQ = dt1 N dty .

8. Se M C R™ é uma variedade de dimensdo 1, 7 : M — R™ é um vector tangente
unitdrio e F : R — R"™ é um campo vectorial C*°, define-se o integral de linha ou
trabalho de F ao longo de M na direc¢do determinada por T por

/ wF:/F~TdV1,
M+ M

onde + é a orientacdo de M induzida por dV| = w.

13



10.

11.

12.

13.

. Se g :]a,b|— M é uma parametrizag3o da variedade-1 M compativel com a orientagdo

induzida por dV; = ws, entdo o integral de linha do campo vectorial F' é dado por:

b dg
/MF-TdVlz/a F(g(t) - S ()it

(Note que g é compativel com a orientagdo induzida por w, se Cfi—% tem o sentido do
vector tangente T.)

Notagdo: E habitual denotar o trabalho do campo vectorial F' : R™ — R” ao longo
da variedade-1 M por / F-dg .

M
Se M C R™ é uma variedade de dimens3o n — 1 orientdvel e n : M — R"™ um vector

normal unitdrio continuo, entdo dV,,_1 = 2, € um elemento de volume para M.

Se M C R™ é uma variedade de dimens3o n — 1 orientdvel, n : M — R™ é um vector
normal unitdrio e F : R® — R™ é um campo vectorial C*°, define-se o fluxo de F
através de M na direccdo determinada por n por

/ QF:/ F-ndV, ;,
M+ M

onde + é a orientacdo de M definida por dV,_1 = Q4.

Seg:V C R? - M C R? é uma parametrizacio compativel com o elemento de
volume dVa = €, entdo o fluxo do campo vectorial F : R? — R? através de M na
direccdo da normal unitdria n é dado por:

og ag)
F - ndV; = F t1,t | = x = ) dt1dty .
/M nava /V (g( 1 2)) ((‘%1 Ot 1at2

(Note que g é compativel com a orienta¢do induzida por 2, se g—fl X % tem o sentido

da normal n.)

3. Teoremas Fundamentais do Calculo para Integrais em Variedades

1.

M C R"™ diz-se uma variedade com bordo de dimens3o k (e classe C?) se M =

M U OM, onde M é uma variedade-k (e classe C'?), OM é uma variedade-(k — 1)
(e classe C?), dita o bordo de M, tal que para todo o x € OM existe um aberto U

contendo x e uma aplicagdo g : VN {t; <0} — M NU de classe C? que satisfaz:
i gVN{ti<0)=MnUeg(VN{t,=0})=0MnU,
ii. g é bijectiva, g~! é continua e a caracteristicas de Dg é méxima.

M diz-se orientéavel se M é orientével, e se w € QF (R™) define-se

[o=] .
M M
o

Se u € QF(R™) induz uma orientagdo em M, entdo a forma v € QF~1(R") definida
por

v(x)(ve,...,vi) = p(x)(n,va,...,vi), VxedM Vva,...,vi€TxOM,

onde n € Ty M é o vector normal unitdrio e exterior a 9M, define uma orientacdo em
OM dita a orientacdo induzida por M.
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2. Teorema de Stokes (Teorema Fundamental do Célculo): Se M C R™ é uma variedade
com bordo compacta orientavel de dimens3o k e w € Q=1 (R") entdo

/dw:/ w,
M oM

onde OM tem a orientacdo induzida pela de M.

3. Se M é uma variedade-k compacta, orientdvel, sem bordo (i.e. OM = @) e w €
QF1 (R™), entdo

/dsz.
M

4. Casos particulares do Teorema de Stokes:

rot(F) =VxF=det| & 0 20 :(

Vi.

Teorema Fundamental do Calculo para Integrais de Linha: Se ¢ : R™ — R é
um campo escalar de classe C' e M C R" é uma variedade de dimens3o 1 com
bordo, parametrizada por g : [a,b] — M, com g(a) = A e g(b) = B, entdo

/ V- dg = ¢(B) - p(A) .
M

. Se F: R" — R™ é um campo vectorial de classe C, a sua divergéncia é o campo

escalar OF OF
div(F) =V -F= > ... ",
( ) 8$1 8$n
Teorema da Divergéncia: Se F : R® — R™ é um campo vectorial de classe C*
e M é uma variedade com bordo de dimensdo n (i.e., um conjunto compacto

M C R™ cuja fronteira é uma variedade), entdo

/ vV -FaV, :/ F-ndV, ;,
M oM

onde n € a normal unitdria exterior.

Teorema de Green: Se M C R? é uma variedade com bordo de dimensio 2, e se
P e (Q s3o campos escalares de classe C', ento

P
/ <8Q — 8) dzdy = Pdz + Qdy ,
v \0z 0Oy oM

onde o bordo OM é percorrido no sentido em que M fica do lado esquerdo.
Se F : R? — R3 é um campo vectorial de classe C!, o seu rotacional é o campo
vectorial

€ €y €3

dr Jy Oz oy 0z’ 0z Ox’ Ox Oy

F F F

OF3 0F, 0Fy 0F3 0F, 8F1>

Teorema de Stokes para Campos Vectoriais: Se F : R?> — R3 é um campo
vectorial de classe C' e M é uma superficie com bordo orientdvel, entdo

/(VxF)-ndVQ:/ F.dg,
M oM

onde a normal unitdria n a M e a paramatrizacdo g de OM satisfazem a regra da
mao direita.
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4. Homotopia

1. Seja D C R™. Diz-se que dois caminhos fechados g, h : [a,b] — D sdo homotdpicos
em D se existe uma fungdo continua H : [a,b] x [0,1] — D (dita uma homotopia
entre g e h) tal que

i. H(s,0) =g(s) e H(s,1) =h(s), V s € [a,b];
i. H(a,t) =H(b,t), Vte€l0,1].
2. Seja D C R™ um conjunto aberto e seja w € Q' (D) uma forma fechada. Se M, N C D
sdo duas varieadades-1 compactas com parametriza¢des g, h : [a,b] — D homotédpicas

/ /
M N

com as orientacdes induzidas pelas parametrizacoes, i.e.

b b
/ g'w = / h*w .
a a

3. i. Diz-se que D C R" é conexo por arcos se, dados quaisquer dois pontos A, B € D,
existe um caminho g : [a,b] — D tal que g(a) = A e g(b) = B.
ii. Diz-se que D C R" é simplesmente conexo se D é conexo por arcos e qualquer
caminho fechado g : [a,b] — D é homotdpico a um caminho constante.
4. Seja D C R™ um conjunto aberto, conexo por arcos, e seja w € Q!(D). Entdo w é

exacta sse
/ w=20.
M

para toda a variedade-1 compacta M C D.

5. Seja D C R™ um conjunto aberto simplesmente conexo e w € Q'(D). Entdo w é
exacta sse w é fechada.

V. Integracdao em R” (conclusao)

1. Teoremas de Convergéncia
+oo
1. Sejam A, As,... mensurdveis com A; NA; = D sei # j, A= U Are f >0

k=1
mensuravel. Entao

+oo
=2

“+o00
2. Sejam Ay, As, ... mensurdveis com A C Ay C ..., A= U Ap e f > 0 mensurdvel.

k=1
Ent3o
/f: lim f.
A k—+oo J 4,
1 1
3. —a € L*([1, +o0]) sse a > 1.
1
4. — € L'(0,1]) ssea < 1.
:L»CV
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5 e 1*l € LY(R).
2 +o0 2
6. " c L'(R) e / e ¥ dx = /.

7. Teorema da Convergéncia Mondtona de Levi: Seja A C R™ um conjunto mensuravel
e {fn},en Uma sucessdo de fungdes mensuraveis em A tais que

0< filx) < fa(x) < ... Vxea .
Se f: A— R étal que

kgffm fe(x) = f(x) Vxea,

ZFZQH;AR

8. Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue: Seja A C R™ um conjunto men-
surdvel e {fi}ren uma sucessdo de fungdes mensurdveis em A. Se f: A — R é tal
que

entao

(pode ser +00).

im0 = £(0) Vaea

e existe g € L'(A) tal que

[fe(x)] < 9(x%) Vxea,

IRERTWAS

9. Regra de Leibniz:  Seja A C R™ mensurdvel e f : A x R — R tal que f(x,t) é
integravel em x para todo o ¢t € R e diferencidvel em ¢ para quase todo o x € A. Se
existe g € L'(A) tal que

entdo f € L1(A) e

oroan)| < g0

para t numa vizinhanca de ¢y € R, entdo a funcdo F': R — R dada por

F(t):/Af(x,t)dx

¢ diferencidvel em ¢ e

Fl(t()) :/Aaa{(x,to)dx .
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