Seccao de Matematica Aplicada e Andlise Numérica
Departamento de Matemdtica/Instituto Superior Técnico

Matematica Computacional (Licenciatura em Matemética Aplicada e Computagao)

2° Teste: 3 de Julho de 2007

1. Considere os seguintes valores tabelados de uma funcio f € C*4[—4,4]

z |-4-2 2 4
fl@y] 0 1 10

Determine o polinémio ps € P3[—4, 4] que interpola a fun¢ao f nos pontos de tabela. Supondo
que f®(z) € [-5,2] Va € [—4,4], obtenha um majorante para o erro |f(0) — p3(0)].  [2.0]
2. Seja f : R — R uma funcdo de classe C*[—2,2] e considere o integral I(f) = f_22 f(x)dx.

a) Determine o né z; e os pesos A; e Az de tal modo que a quadratura (para a aproximagao
numérica de I(f))
Q(f) = A1 f(—x1) + Az f (1), x>0,

seja exacta para polinémios de grau menor ou igual a 2. Qual é o grau de precisao da

quadratura obtida? [2.0]
b) Suponha que |f®(z)| < M Vz € [—2,2]. Mostre que
32
I(f)— <—M. 1.5
- < o 1.5

3. Considere o problema de valor inicial

{ y'(x) = flz,y), a<z<b,

y(a) = a.

e o seguinte método multipasso linear a 3 passos

h .

Yi+1=—Y; + yj—1 tyj—2+ §<8 f(@j,y5) +2 fzj—1,yj-1) + 2f($j72,yj72)) ;o j=z2.(1)

a) Prove que o método (??) é consistente. Determine a sua ordem de consisténcia. [1.5]
b) Analise a estabilidade e a convergéncia do método (77). [1.5]

4. Prove que os polinémios de Chebyshev T,,, n > 1 podem ser definidos pela férmula

T 1 0 0 0O O
1 2z 1 0 0 O
0 1 2z 1 0 O
To(2) = detAn(z), An@@)=| 0 0 1 2z - 0 0 | puxn [1.5]
0 0 0 1 " . 0
1




1° Exame: 3 de Julho de 2007

1. Seja f: R — R uma fungao dada por f(z) = sinz — z. Prove que o cdlculo de f(x) para
valores de x préximos de zero é um problema bem condicionado. [2.0]

2. Considere o seguinte sistema nao linear

{ sinx; +2z0 =1

2x1+e =0

a) Recorra ao teorema do ponto fixo para demonstrar que em

1 1
D={($17$2)€R2’ - §§$1§0, §§x2§1}
o sistema (??) tem uma unica solugao. [2.0]
b) Aproxime a solugao z € D do sistema (?7) efectuando trés iteragdes pelo método do ponto
fixo. Considere z(0) = (=0.5,0.5) e prove que ||z — 2)||o < 0.032. [1.5]

3. Considere o sistema linear Az = b, com

3 20 9

A=12 3 1], b=10

01 3 9
a) Prove que o método de Jacobi converge para a solugdo do sistema, qualquer que seja
20 ¢ R3, [1.5]
b) Considere z(®) = [0 0 0]” e determine as trés primeiras iteradas pelo método de Jacobi.
Obtenha uma estimativa para o erro da iterada (3 na norma euclidiana || - 2. [1.5]

4. Seja A € RV*N uma matriz ndo singular, seja {X}} uma sucessao de matrizes em RN*N
definida por

Xpp1 = X+ Xp(I — AXy), k=0,1,..., Xy € RVXV
e suponha que ||I — AXo|lar < 1, onde || - ||as é uma norma matricial induzida. Prove que a
sucessdo { X} converge para AL [1.5]

5.—8. Problemas 1.—4. do 2° Teste. [10.0]



