Instituto Superior Técnico e Departamento de Matematica e Unidade de
Ensino de Matematica Aplicada e Analise Numeérica

MEEC — Matematica Computacional

Exame / Primeiro Teste — 20 de Janeiro de 2012

Justifique todas as respostas e apresente todos os calculos que tiver que efetuar

1. Considere um sistema de representacao numérica de ponto flutuante F, de base 10,
com 5 digitos na mantissa e arredondamento simétrico.

(a) Indique o valor da unidade de arredondamento de F.

(b) Qual é o menor ntimero positivo z, tal que 1 4+ x tem uma representagdo em F
distinta de 17

(c) Sejam a,b, ¢ valores aproximados de a, b, ¢, respetivamente, com erros relativos
0a, 05,0z Determine uma estimativa do erro relativo cometido no célculo de
w=ab+cemF.

2. Considere a equagao
exp(z)+z=0

a qual tem uma solugdo tnica z situada no intervalo [—1,0].

(a) Mostre que o método da secante com iteradas iniciais x_1 # ¢ no intervalo
[—1,0] converge para z.

(b) Tomando as iteradas iniciais x_; = —0.7 e 29 = —0.4, determine a segunda
iterada do método da secante z3 e obtenha um majorante do erro |z — xa].

(¢) Considere o método iterativo definido por
Tpy1 = —exp(zy), n=01,2,--- (1)

i. Mostre que se partirmos de g = —0.5 o método é convergente para z e que
se verifica
|2 = Zny1] < |Tns1 — 0|

ii. Utilize o método iterativo (1) com xzy = —0.5 para aproximar z com erro
absoluto inferior a 0.5 x 1071,

iii. Sem efetuar mais iteracdes, determine quantas iteradas teria ainda que cal-
cular para obter um valor aproximado de z para o qual pudesse garantir um
erro inferior a 107°.
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Instituto Superior Técnico e Departamento de Matematica e Unidade de
Ensino de Matematica Aplicada e Analise Numeérica

MEEC — Matematica Computacional

Exame / Segundo Teste - 20 de Janeiro de 2012

Justifique todas as respostas e apresente todos os calculos que tiver que efetuar
1. Considere o sistema linear
21 4+ 220 — dx3 =1
—3r1 4+ 223 =1
—3z0 4+ 223 =1

(a) Justifique a convergéncia do método de Jacobi para a solugao do sistema, qualquer
que seja a iterada inicial z(9) € R3.

(b) Comecando com z(® = [0 0 0]7, determine a primeira iterada do método de
Jacobi e obtenha um majorante do erro da iterada z(°®) numa norma apropriada.

2. Considere o sistema de equagbes algébricas nao-lineares

xr1 + :L‘1($1 + 1‘2)2 =0.5
To + xg(.%'l — 332)2 =05

o qual tem solucdo tnica z em R2. Calcule uma aproximacao z(?) para z usando duas
iteradas do método de Newton com aproximacao inicial 2(%) = [0 0]7.

3. Considere a tabela

1 0 1 2 3 4 5
T 0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f(z;) || 1]0.9992 | 0.987227 | 0.935897 | 0.802096 | 0.540302

de valores de uma funcido f: R — R que satisfaz | f”(z)| < 4, para todo o x € [0, 1].

(a) Determine, através da formula de Newton, o polinémio interpolador de f nos nos
o, T3 € ITs.
b) Determine de entre as funcoes da forma g(z) := A + Bz* aquela que melhor
9

aproxima f no sentido dos minimos quadrados.
1

(¢) Calcule um valor aproximado para f(x)dx usando todos os valores de f
0
tabelados e determine um majorante do erro absoluto do valor obtido.

4. Considere o problema de valor inicial

{ y'(t) = ly(®) +2ty(t) +3, t>1,
y(1) = 1.
Obtenha um valor aproximado para y(1.2) usando o método de Heun com passo h =

0.1.

[1.0]

[1.5]

[1.5]

[1.0]

[1.5]

[2.0]

[1.5]



(a)
(b)

Resolucgao - Primeira Parte

A unidade de arredondamento de F vale Ug = %101_5 = 0.5 x 1074

A representacdo de 1 em F é exata e tem-se fI(1) = 4+0.10000 x 10*. O menor
ntimero imediatamente superior pertencente ao sistema é y = +0.10001 x 10°.
Tem-se

y = fI(+0.100005 x 10") = f1(4+0.10000 x 10" 4+ 0.000005 x 10')
= fI(+0.10000 x 10" + 0.50000 x 10™*) = fI(1 4 Uy),

e, por outro lado, se 0 < < Uy <= 0 < = < 0.5 x 1074 entdo
fI(1 4 z) = £1(+0.10000d... x 10*) = fI(1) com 0 < d < 5.

Assim, x = Us.

O célculo de w é efetuado pelo seguinte algoritmo com 2 passos:
wy =a X b, wy = w1 + C.
Ao executarmos este algoritmo em F, ocorre a seguinte propagacao de erros:

5151 = 5& + 55 + 6655 + 5@7'7"17
c

w1
5152 = 5151 +

0z + Sarry-
wy + ¢ wy + ¢ ¢+ arry

O erro relativo cometido no calculo de w em F é dado por

w1 &
(511‘) = 5152 = wl + 05151 + wl + 0(55 + 6(17-7-2

ab
= e (5& + (55 + 5@55 + 5,"7»1) +

C

ab+ ¢

55 + 5a7"7’2
ab c ab

— (5d + 5{, + 5&55) + *56 + 75(1”"1 + 5a7’7“2-

w w w

Como [Sarry |, |8arry| < Us = 0.5 x 1074, a estimativa pretendida é

ab c ab
5al < || Gl + 1551+ 3l + |15+ (| ] +1) 0.

A equagao que pretendemos resolver é da forma f(z) = 0 com f(z) := exp(x)+=x.
A funcdo f ¢ de classe C2? em [—1,0] (mais precisamente, f é de classe C* em
R) com

f(z) =exp(z) +1,

f"(x) = exp(x).

Tem-se
f(—=1) x f(0) = (—0.632121) x 1 < 0



(c)

e é claro que
f(x) >0, f'(x) >0, Vo € [-1,0].

Tem-se ainda

‘ f(=1) f(0)
J'(=1) 77(0)

Assim, a funcdo f e o intervalo [—1, 0] satisfazem as quatro condigbes suficientes
de convergéncia do método da secante.

‘ =0462117<1e

‘—0.5<1.

Com x_1 = —0.7 e x9g = —0.4, as duas primeiras iteradas do método da secante

Flwo) (o — 1)
f(zo) — f(z-1)
f(x1) (21 — 20)

Para majorar o erro de x2, comegamos por notar que z € [z2, x|, uma vez que
f(z2) = —0.000196268 < 0 e f(zg) = 0.27032 > 0.

Agora, atendendo a que f’ & positiva e crescente em [z9, 2] (até mesmo em R),

= —0.571184

Tr1 = Xy —

vem

|f (x2)] |f (22)]
z2— x| < — < = 0.000125245.
| 2| MM e [zg,20] ’f’(%’)‘ f/(x2)

E claro que poderiamos ter usado a féormula de majoracdo do erro do método da
secante, através da qual terfamos

|z — 22| < K|z — z1||]z — 29|

o ey [7@)] £ (o)
= el el = TR0 — 0.214179,
lenxe[xl,xo} |f (.Z‘)| 2f (.%'1)
e
|z —x1| <xp—x2 € |2 — 22| <9 — 21,
ou seja,

|z — x9| < 0.00613277.
Note-se que este resultado é menos preciso que o anterior.
i. Sejam g(x) := —exp(z) e zg = —0.5. E claro que g € C*(I) e tem-se
d(z) = —exp(z).

Como ¢’ < 0 em R, se 0 método do ponto fixo (1) for convergente para z, a
convergéncia serd alternada, ou seja, as iteradas ficardo alternadamente do
lado direito e esquerdo de z.

Seja I := [z1,x0] onde

x1 = g(z9) = —0.606531.



Como g é estritamente monotona (decrescente) em I, e
g(zo) € I, g(x1) = —0.545239 €
podemos concluir que g(I) C I. Tem-se ainda

L := max |¢'(z)| = maxexp(x) = exp(—0.5) = 0.606531 < 1
z€l zel

pelo que g é contrativa em I. Entdo, o Teorema do ponto fixo garante que
a sucessao definida por (1) com xg = —0.5 converge para o Gnico ponto fixo
de g no intervalo I. Atendendo a que

r=g(r) <= = —exp(r) <=z +exp(z) =0
conclui-se que o método (1) converge para a solucao da equagao dada.
Como o método do ponto fixo tem convergéncia alternada, tem-se
|Z_‘xn+1|§|$n+l_‘$nw

ii. Na alinea anterior ja calculdmos x1 e x2 e atendendo & férmula de majoracao
do erro, tem-se

o1 = g(x0) = —0.606531, |a1 — x| = 0.106531,
x9 = g(x1) = —0.545239, |z — x1| = 0.0612914.

Prosseguindo a iteracao:
x3 = g(x2) = —0.579703, |z3 — 2| = 0.0344639 < 0.5 x 107 1.

Entdo como |z — z3| < |x3 — z2|, conclui-se que z ~ —0.579703 com erro
inferior a 0.5 x 1071

iii. Pela formula de majoracao do erro a priori para o método do ponto fixo,
tem-se
|z — z3p] < LFlz — 23], k=0,1,2....

Atendendo aos resultados das alineas anteriores, podemos considerar L =
0.606531 e usar a estimativa |z — x3| < 0.0344639. Assim, tem-se

|2 — 2345] < 0.0344639(0.606531)%, &k =0,1,2....

Se 0.0344639(0.606531)% < 0.5 x 107° entdo |z — z34%| < 0.5 x 107>, como
pretendido. Ora

0.0344639(0.606531)F < 0.5 x 1075 «—=
<~ (0.606531)F < 0.145079 x 1073 <=
< kIn(0.606531) < In(0.145079 x 1073) «—

In(0.145079 x 1073)

= 17.6765
In(0.606531)

— k>

pelo que seriam necessarias mais 18 iteracoes.



(c) - Alternativa

i.

ii.

ii.

Sejam g(z) := —exp(z) e I := [-0.7,—0.4] (intervalo sugerido pela alinea
anterior). E claro que g € C'(I) e tem-se
¢(z) = — exp(a).
Como g ¢é estritamente monoétona (decrescente) em I, e
g(—0.7) = —0.496585 € I, g(—0.4) = —0.67032 € I
podemos concluir que g(I) C I. Tem-se ainda

L= max g/ (z)] = mglxexp(x) =exp(—0.4) =0.67032 < 1

pelo que g é contrativa em I. Entdo, o Teorema do ponto fixo garante que a
sucessao definida por (1) converge para o tinico ponto fixo de g no intervalo I,
qualquer que seja xg € I. Em particular, ha convergéncia quando tomamos
xo = —0.5 para iterada inicial. Atendendo a que

r=g(r) <= x=—exp(r) <z +exp(z) =0
conclui-se que o método (1) converge para a solu¢ao da equacao dada.
Agora, notamos que
-1<g(x)<0,Vzel
pelo que o método do ponto fixo tem convergéncia alternada, ou seja, as
iteradas ficam alternadamente do lado direito e esquerdo de z. Entao, tem-
se
|Z - wn+1| < ‘xn—s—l - xn‘ .

Com zg = —0.5 obtém-se

x1 = g(zp) = —0.606531, |z — z¢| = 0.106531

x9 = g(z1) = —0.545239, |za — x1| = 0.0612914

r3 = g(x2) = —0.579703, |x3 — 22| = 0.0344639 < 0.5 x 107!

Entdo como |z — x3| < |x3 — x2|, conclui-se que z ~ —0.579703 com erro
inferior a 0.5 x 10~%.
Pela formula de majoracao do erro a priori para o método do ponto fixo,
tem-se

|2 — a3y < LFlz — x|, k=0,1,2....

Atendendo aos resultados das alineas anteriores, podemos considerar L =
0.67032 e usar a estimativa |z — x3| < 0.0344639. Assim, tem-se

|z — z341] < 0.0344639(0.67032)%, £ =0,1,2....

Se 0.0344639(0.67032)% < 0.5 x 107° entdo |z — 23,1 < 0.5 x 1075, como
pretendido. Ora

0.0344639(0.67032)F < 0.5 x 107° «—=
<~ (0.67032)" < 0.145079 x 1072 <
<= k1n(0.67032) < In(0.145079 x 1073) <=

In(0.145079 x 1073)

k>
= n(0.67032)

= 22.0956




pelo que seriam necesséarias mais 23 iteracoes.



(a)

Resolucao - Segunda Parte

Através de trocas de linhas no sistema obtem-se

2x1 + 2x9 — dxz =1 =3z +2x3=1
—3x1 4+ 223 =1 <= —3x9 + 223 =1
—3x9 +2x3=1 2x1 4+ 2x9 — bz =1
onde a matriz
-3 0 2
A= 0 -3 2
2 2 =5

tem diagonal principal estritamente dominante por linhas:
| — 3| > |2| na primeira e segunda linhas
| — 5] > |2] + |2| na terceira linha

Fica assim garantida a convergéncia do método de Jacobi qualquer que seja a
iterada inicial.

O método de Jacobi escreve-se

R WO
A gl @
xékﬂ) _ %xgk) n %xék) _ %7 k=0,1,2, ..
Comecando com 20 = [0 0 0]7 obtém-se M) = [_% - % - %]T
Podemos escrever as formulas (2) na forma matricial
0 0 2 -1
sED | g % =) 4 _i , k=0,1,2,..
2 2 9 —i
5 5 5

e concluir imediatamente que, neste caso, a matriz de iteracdo do método de
Jacobi é

0 0 %
CJ: 0 O 3

2 2

5 5 0

Tem-se 4
ICloo = 3 =08<1,

o que estad de acordo com o facto de A ter diagonal estritamente dominante por
linhas. Entao, a formula de majoracdo a priori fica

k k
ey o MGl oy oy 08
2 =T oo = vV — 2V || , Vk e N,
| | 1—Haww” | 0.6

onde usamos ||z(V) — 20| = 1. Para k = 50 obtém-se

|z — 209 < 0.0000237875.



2. O sistema
xr1 + xl(xl + 172)2 =05
To + wo(x1 — 12)2 = 0.5

pode-se escrever na forma
F(z)=0

com
F(:L’l, SCQ) .

x| + xl(xl -+ 1‘2)2 —0.5
Ty + wo(w) —22)2 — 05 |

A matriz Jacobiana de F' é

J (:E) . 1+ (.Tl + 1‘2)2 + 2I1($1 + 1‘2) 2$1($1 + :L‘Q)
F o 2:62(.271 — xg) 1+ (.7,'1 — x2)2 — 2%1(.7}1 — xQ) )

Comegando com z(® = [0 0]7, determinamos Az(?) resolvendo o sistema linear
Jp(z Az = —F(z).

Tem-se

F(z9) = F(0,0) = [ :8:? } Jr(@ ) = Jp(0,0) = { (1) (1) }

e portanto

o [05 w05
A _[0.5] ‘ —[0.5 '

Agora, determinamos Az(!) resolvendo o sistema linear

Jp(M) Az = —F ()

onde
F(zW) = F(0.5,0.5) = [ 8‘5 ]
€
Jp(zM) = Jp(0.5,0.5) = [ 3 1 } .
Obtém-se

Ap) — [ —0.166667 ]
0
e portanto a segunda iterada do método de Newton é

2@ = 20 4 AL = [ 8.233333 } |

3. (a) Usando a formula de Newton, tem-se a seguinte expressdo para o polinémio
interpolador

p2(x) = flzo] + flzo, z3](z — z0) + flwo, 3, 5] (7 — T0) (7 — 73)



A tabela de diferencas divididas é:

0 1
09398971 — —0.106838
0.6 0.935897 —0.988988 _(“0.106838) _ 88215
0.5403027—0.935897 — —(.988988
1 0.540302
Assim,

pa(x) = 1 —0.106838z — 0.88215z(2 — 0.6) .

(b) As fungoes de base sdo ¢g(z) := 1 e ¢(x) := x*. Os parametros A e B obtém-se
resolvendo o sistema normal

ot e | [B]-1G0 ]

onde

5
(¢o,¢o)221:6

(b0, 61) = (61, 0) = Zx;‘—15664

(f,¢1) = > @i f(w;) = 1.017
i=0
Resolvendo o sistema

6 1.5664 A | | 5.26472
1.5664 1.18523 B | 1.017

(cuja matriz é definida positiva) obtém-se
g(x) = 0.997661 — 0.460447z* .
(c) Aplicando a regra dos trapézios no intervalo [0, 1] com h = 0.2, obtém-se

0.2

1
/Of(:n)d:c ~ 5 [F0) + £(1) +2(£(0.2) + f(0.4) + f(0.6) + f(0.8))]

= 0.1[1 + 0.540302 + 2 x (0.9992 + 0.987227 + 0.935897 + 0.802096)]
= 0.898914.

Como |f"(z)| < 4, para todo o = € [0,1], o erro de integracado satisfaz

2
2 = C24©) para algm € € (0,1)

(0.2)2

< = 0.0133333.




4. Devemos considerar a funcao
f(ty) ==y>+2ty +3
e para h = (.1, obtemos os pontos
t;i=14+0.1i,9=0,1,2, ..

Assim, y(1.2) = y(t2) = y2, sendo y, obtido pelo método de Heun

Yo =1,
{ Yit1 = yi + 0.05[f (ti,yi) + f(tivr,vi + 0.1f (85, 9:))], i = 0,1,2, ...
Tem-se
f(to,y0) = f(1,1) =6,
F(t1,50 +0.1f(to, 0)) = F(1.1,1+ 0.1 x 6) = f(1.1,1.6) = 10.616 ,
Y1 = 1o + 0.05f (t0, yo) + f(t1, 9o + 0.1 (t0, 40))] = 1 + 0.05(6 + 10.616) = 1.8308,
Flti,y1) = f(1.1,1.8308) = 13.1643,
Fltayr + 0.1F(t, 1)) = £(1.2,1.8308 4+ 0.1 x 13.1643) = f(1.2,3.14723) = 41.7268 ,

y2 = y1 + 0.05[f(t1,y1) + f(t2,y1 + 0.1f(t1,y1))]
= 1.8308 + 0.05(13.1643 + 41.7268) = 4.57536



