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1° Teste

1. Considere o calculo de f(z) = v/x + 1 — 1 para valores de x préximos de zero.

Mostre que o problema é bem condicionado. Analise a estabilidade numérica do algoritmo
zi=x+1, Z0 = /21, z3 =120 — 1,
quando z =~ 0. [2.0]

2. Prove que a funcéo real g(z) = 3% admite um e um s6 ponto fixo z € R. Mostre que a
sucessao {x,}, definida por

xo=1, xn+1:g($n>7 n=0,1,...,

converge para z e determine os seis primeiros termos da sucessao {z,}. Obtenha um majo-
rante para o erro |z — x| [2.5]

3. Considere a seguinte matriz simétrica e tridiagonal

Mostre que a matriz A é definida positiva e obtenha a sua decomposi¢ao de Cholesky, i.e.
determine uma matriz triangular inferior L tal que A = LLT. [2.0]

4. Seja A € RY uma matriz estritamente diagonal dominante por colunas, b € RY um vector
dado e considere a resolugao do sistema linear Az = b. Mostre que o sistema Ax = b tem
uma e uma so solugao e que método iterativo de Jacobi converge para essa solugao qualquer
que seja a aproximacéo inicial (0 € RV, [2.0]

5. Seja [ : RY — R continuamente diferencidvel e z € R uma raiz da equagio F(x) = 0.
Suponha que a matriz Jacobiana Jp(z) existe e é nao singular e considere o seguinte método
iterativo para a aproximacao de z

g®+D) = 2®) — A F(g(R) k=0,1,...
(1)

20 e RN

onde A € RV*N_ Apresente condicdes necessarias e suficientes para que o método (1) seja
convergente, pelo menos localmente numa vizinhanca de z. Qual é a ordem de convergéncia
do método? [1.5]



2° Teste

1. Sejam zg,x1,...,z, pontos distintos de [a,b] e fo, fi,..., fn valores de uma fungao f
nesses pontos. Seja ainda pg, 1 < k < n, o polindmio interpolador (de grau < k) de f nos
pontos xg, ..., xr. Mostre que

(z —wo)pf 1 (2) — (= — 2p)pr—1(2)

pr(z) = p—— :

em que p;_, é o polinémio interpolador (de grau < k —1) de f nos pontos z1,...,zx. [1.5]

2. Considere os seguintes valores tabelados de uma fungao f € C4([-2,2])

-2 -1 1
f@y] 10 0

2
1

Determine o polinémio ps € P3[—2,2] que interpola f nos quatro pontos da tabela. Mostre
ainda que

max_|f®(z)]. [1.5]

1
£@) —pa(a)| < § _max

3. Seja I(f) = ff?) f(z)dz e considere a seguinte férmula de quadratura

Q) =)+ 1),

para a aproximagao numérica de I(f). Determine o grau de precisao da quadratura e obtenha
uma expressao para o erro I(f) — Q(f). [2.0]

4. Considere a seguinte tabela de Butcher

0 0 0 0
1 1
5 5 00 )
1 -1 2 0 2)
12 1
6 3 6

Mostre que o método de Runge-Kutta explicito, associado a tabela (2), é consistente. Deter-
mine a sua ordem. [1.5]

5. Considere o problema de valor inicial

{ y'(t)=—ty(t), t>0
y(0)=1.

Aproxime a solugao y(t) em ¢t = 4 pelo método de Crank-Nicolson. Considere ty = 0,y9 = 1
eh=1. [1.5]

6. Considere a seguinte familia de métodos multipasso

Yntd — Yn =h (54 J(tnsa, Ynra) + b2 f(tny2, Yni2) + bo f(tn,yn)> , n=>0,

onde by, b, by € R, com by + by + by = 4. Verifique que todos estes métodos sao consistentes.
Analise a zero-estabilidade e convergéncia dos métodos. [2.0]



