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Justifique todas as respostas e apresente todos os calculos que tiver que efetuar

1. Seja p(z) = 2* — 422 +b, b € R, um polinémio de grau 4 com as suas quatro raizes (reais ou

complexas) dadas por
z12=%+\2+V4-0b, z34=1+1\2—V4—b.

a) Suponha que b < 4 e prove que

< o
I~ |16 —4b+£8v1 0|

b) Analise o condicionamento do problema do célculo das raizes z1, 22, 23 € 24, quando b ~ 0. [1.5]

|55i

6, i=1,2,3,4. [1.5]

2. Considere a fungao real f(z) = In(z? +1) — 2% + 1.

a) Notando que a fungao f é par, mostre que o tinico zero real positivo da fungao pertence ao intervalo
(1,2). Quantas raizes reais possui a equagao f(x) =07 [1.0]
b) Mostre que a sucessao {z,}>°, gerada pelas formulas

xn+2 — f(xn+1)xn - f(xn) xn+1 , n = 07 17 L

f(@nt1) — f(xn) (1)

:L‘Uzl, :L‘1:2,

converge, com ordem de convergéncia supralinear, para o zero z € (1,2) de f. [1.5]

c) Calcule as iteradas xo,x3,z4 ¢ x5 pelo método (1) e mostre que |z — z5| < 5-1072. Pode usar,
sem o demonstrar, que

_Z <flle)< -2 Vee[l,2]. [1.5]

3. Seja g(x) = Inz + 2 uma fungao real definida para x > 0.

a) Localize graficamente os pontos fixos de g. [0.5]
b) Mostre que o método do ponto fixo z,+1 = g(z,),n = 0,1, ..., converge monotonamente para o
maior ponto fixo de g qualquer que seja xg > 1. [1.0]

c) Partindo de uma aproximagao xo € [3,10], obtenha uma estimativa para o namero de iteragoes
do método do ponto fixo que garanta um erro inferior a 10719 [1.5]



Formulario

i. Erros, condicionamento e estabilidade numérica
Erros absoluto e relativo: (z,Z2 € R, == )
ez =x — T, 0z = Z—j, x#0, erro absoluto : |ez|, erro relativo : [0z], z # 0
Erros de arredondamento: (z = o(0.a1az...)36", a1 #0; I = fl(x) € FP(B,n,t_,t4))

lez| < B™, |6z| < BT :=U, arredondamento por corte

1 1
lez] < 56””, 10z] < §ﬂ17" := U, arredondamento simétrico

Propagacao de erros: (z,z € R", == 7)

ef@) = f(x) — f(T) =~

e

1@ ) _Z
o) ;pf,k(ﬂﬂ)%k, pri(x) = @)

Of(z) =

n m
6]?(55) ~ prvk(x)éik + Z qk 5arrk
k=1 k=1

ii. Equagoes nao-lineares
£ (2)]

Se f(z) =0, I um intervalo que contém z ¢ z, ¢ f € C'(I) entdo |z — 2| < ——
minger | f/(z)]
T — Th—1

Método da secante: wjy 1 =z — f(xg) f(xr) — f(zr—1)

1!
Z— T4l = _2f’((§7];)) (z — xk) (2 — xK_1), com &, M, num intervalo que contém z,xy e Tp_1

max ||
- <K|z— — Tp_ = ——
|z — zp1] S K|z — gl |2 — 2], 2 min |f']
f (k)
Método de Newton: xp.1 =z —
" f'(xr)
"
Z—Tpp1 = —fo/((fk)) (z — x1)%, com & entre z e x},
T,

1 k
2= ] < 2 (Kl — aa)?

Método do ponto fixo: zj1 = g(zk)

|ij+1 - J’ik|7

— <
|2 — Tpta] < 1- I

LE
|z — x| < L¥|2 — 0], |z — x| < 1_L|331—m0




Resolucao

1. a) Seja z; = z;(b). Temos

Oy =, =% 0.
i % 4(b—4+2V4-0)

b) Temos
b b

lim :07 lim =75
b—=0 16 —4b+8+/4 —b b—=0 16 —4b—8+v/4—1D 2

O calculo das raizes é um problema bem condicionado quando b = 0.

2. a) Tendo em conta que f € C®(R) e

f(£1)=In2>0, f(#2)=In5-3~-14<0, lim f(z)=—00,

r—+o0

223
f’(w):—mz(j, quando <0, (f(z)=0 & z=0),

a equacao f(z) = 0 admite dois e apenas dois zeros z; € (—2,—1) e 22 € (1,2).

b) As formulas (1) correspondem ao método da secante. O método da secante converge, com a
ordem de convergéncia r = (1 4+ v/5)/2 ~ 1.618, para o zero tnico da equagdo f(x) = 0 em |[a, ]
Yz, 21 € [a,b] se f € C?(a,b) satisfizer as condigdes

(i) f(a) f(b) <0;

(i) f'(z) #0 Va € (a,b);

(iii) f"(z) > 0ou f’(z) <0 Vz € (a,b);

| @), . e,
W @l =t f’(b)‘ =
No intervalo (1,2), temos
.’1:2 562
FF@) <0, fla)<0 Voe(L2), f(z)=- W <0 Vae(1,2),
S| f2)]
f,(l)‘—0.693<1, f,(2)‘_0.435<1.

As condigoes suficientes de convergéncia sao satisfeitas e o método da secante, i.e. asucessao {z,}22 ),
converge para a raiz Gnica de f em (1,2) com ordem de convergéncia supralinear.



c) Obtém-se pelo método (1)

— n2—3
2y = LT Z S @) Ing J~ 133265, wy~ 143263, wy & LAGTOL,  xq & 146494,
n7 —_—
2

f(z1) = f(20) 1

Formula de erro do método da secante:

. maXzela,b] |f”(l‘)|

2 minze[a,b] ‘f’(l‘)| .

|2 = 2py1| < K|z — 2p] |2 — 2p1],

Temos 9
. ! — /1 :1 " ==
i | = 1P =1, e @] =
Portanto
9 9
]z—asg|SK\z—lez—xo]:§|z—1|\z—2\§3—2:0.28125, Vz e (1,2),
]z—:c]<K\z—tz—x!<ggNO3164l
3= 2 1_832N . )

9\* /9’
]z—:v4]<K\z—x3Hz—:L‘2]<<8> <32> ~ 0.100,

9\ /9\*
z—x5| < K|z—xy|l|lz—23| < | = — ] =~ 0.036 < 0.05.
8 32

Notando que z,25 € I = [1,2] e que f € C*(I) e f'(z) # 0 Vz € I, podemos também usar a
estimativa de erro
|f(w5)]

2 — x| < — TS
Sy

Assim 0.000098
|z — x5| < f <1071,



3. a) Os graficos de y =z e y = g(x)

a)
3.+ 'z
//
y=0(x)
2.l
y=x
’/
/
0 1. 2 3 2.*

Os pontos z1 € (0,1) e 23 € (3,4) sao os tnicos pontos fixos de g(x) = Inz + 2 visto que

~—

1 1
Jrx)y==>1Vr<le ¢x)=-<1 Vo >1.
x T

b) Note-se que x, > 2 Vn >1se zg > 1. Seja z € (3,4

~—

um ponto fixo de g. Temos, Vn > 1

1
z—xn+1:g(z)—g(a:n):g'(§n)(z—xn)—?(z—xn)<z—wn, se z > Tp,
n
1
mn+1—z:£—(xn—z)<:ﬂn—z, se T, >z,
n

onde &, € (z;xy). Além disso

z
Z2—ZTprr=Inz—Inzx,=ln— >0 se z>x,,
T,

T
xn+1—z:lnxn—lnz:ln7n<0 se T, > z.

Segue-se que
se x9g <z entao o< <. ... <xp<...< 2,

se xg >z entao z2< ... <xp<...21 <X

Considerando os intervalos
I=[2z se xy<z
I=[z,z0] se x>z,

conclui-se nos dois casos que g(I) C I e |¢'(z)] < 1 Va € I. Portanto o método do ponto fixo
converge monotonamente para o ponto fixo z € (3,4) de g qualquer que seja z¢ > 1.

c) Seja I = [3,10]. Na alinea anterior provou-se que g(I) C I. Além disso L = maxzey |¢/(z)| = 1 e
|z — x| < 7. Da estimativa do erro |z — x,,| < L™ |z — x|, vem

1\" In (7101
pea <7 (L) <1010 o ps BT oo
3 In3

Sao necessérias 23 iteragoes.



