
An�alise Matem�atica III
1o semestre de 2006/2007

Exerc��cio teste 10 (a entregar na aula pr�atica da semana de 27/11/2006)

Calcule o momento de in�ercia relativo ao eixo Oz da superf��cie S dada por:

S = f(x; y; z) 2 R3 : z = 4� 2
p
x2 + y2; 1 < x2 + y2 < 4g ;

com densidade de massa por �area igual a 1, de duas maneiras diferentes:

a) usando uma parametriza�c~ao com as coordenadas cil��ndricas � e � como
parâmetros;

b) usando uma parametriza�c~ao com as coordenadas cartesianas x e y como
parâmetros, fazendo depois uma mudan�ca de coordenadas para coorde-
nadas polares r e �.

Resolu�c~ao

A equa�c~ao z = 4 � 2
p
x2 + y2 de�ne um cone com v�ertice o ponto (0; 0; 4) e

eixo o eixo Oz. A superf��cie S �e a parte do cone limitada pelas curvas:�
(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 = 4; z = 0

	
e
�
(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 = 1; z = 2

	
:

O momento de in�ercia Iz de S relativo ao eixo Oz �e dado pelo integral

Iz =

Z
S

(x2 + y2):

a) Uma parametriza�c~ao de S (excluindo um segmento de recta) �e dada por:

g(�; �) = (� cos �; � sin �; 4� 2�); � 2]1; 2[; � 2]0; 2�[:
A matriz derivada da parametriza�c~ao �e portanto
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Assim obtemos:
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Calculamos ent~ao o integral:Z
S
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b) Uma parametriza�c~ao de S �e dada por:

h(x; y) = (x; y; f(x; y)); (x; y) 2 T

onde f(x; y) = 4� 2
p
x2 + y2 e T �e a regi~ao no plano Oxy:

T =
�
(x; y) : 1 < x2 + y2 < 4

	
:

Neste caso o factor no integral �e dado por:
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Portanto o integral �e dado por:Z
S

(x2 + y2) =

Z
T

(x2 + y2)
p
5 dx dy:

Fazendo uma mudan�ca de coordenadas para coordenadas polares r e �,
a regi~ao planar T (excluindo um segmento de recta) �e descrita pelas de-
sigualdades: 0 < � < 2�; 1 < r < 2. Assim obtemos:
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