
An�alise Matem�atica III
1o semestre de 2006/2007

Exerc��cio teste 11 (a entregar na aula pr�atica da semana de 04/12/2006)

Considere a variedade

S = f(x; y; z) 2 R3 : z = 1� x2 � y2; y > 0; z > 0g

e o campo vectorial F : R3 ! R dado por

F(x; y; z) = (�x; y � 1; z):

Calcule o uxo
R
S
F�n dS no sentido da normal n que tem a terceira componente

negativa,

a) usando a de�ni�c~ao de uxo;

b) usando o teorema da divergência.

Resolu�c~ao

1. Uma parametriza�c~ao para S �e dada por g(x; y) = (x; y; 1� x2 � y2), com
(x; y) 2 B = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 < 1; y > 0g.

Temos

D1 g �D2 g =
@g

@x
�
@g

@y
=

������
e1 e2 e3
1 0 �2x
0 1 �2y

������ = (2x; 2y; 1):

Note que a 3a componente deste vector �e sempre positiva, pelo que ele
tem o sentido contr�ario ao pretendido. Assim,Z

S
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Note que no c�alculo deste integral utiliz�amos uma mudan�ca de coorde-
nadas para coordenadas polares.

Alternativamente, poder��amos utilizar uma parametriza�c~ao para S dada
por

g(�; �) = (� cos �; � sin �; 1� �2);

com � 2]0; 1[ e � 2]0; �[. Assim, ter��amos

D1 g �D2 g =
@g

@�
�
@g

@�
=

������
e1 e2 e3
cos � sin � �2�

�� sin � � cos � 0

������ = (2�2 cos �; 2�2 sin �; �):

Note que a 3a componente deste vector �e tamb�em sempre positiva, pelo
que tem novamente o sentido contr�ario ao pretendido. Assim,
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2. F �e um campo vectorial de classe C1 em R
3 pelo que podemos aplicar o

teorema da divergência na regi~ao

D = f(x; y; z) 2 R3 : z < 1� x2 � y2; y > 0; z > 0g:

A fronteira de D �e formada por S e pelas superf��cies

B1 = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � 1; y > 0; z = 0g

e
B2 = f(x; y; z) 2 R3 : 0 � z � 1� x2; y = 0g:

O teorema da divergência diz ent~ao queZZZ
D

divF dxdydz =

Z
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F � next dS

=

Z
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F � next dS +

Z
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Z
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F � (0;�1; 0) dS

onde next �e a normal unit�aria exterior a D em S, (0; 0;�1) �e a normal
unit�aria exterior a D em B1 e (0;�1; 0) �e a normal unit�aria exterior a D
em B2 .

Como divF = 1 temos
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onde utiliz�amos uma mudan�ca de coordenadas para coordenadas cil��ndricas.

Por outro lado,

Z
B1

F � (0; 0;�1) dS =

Z
B1

�z dS = 0

pois z = 0 em B1, enquanto que

Z
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F�(0;�1; 0) dS = �

Z
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Nota: Esta �area poderia tamb�em ser calculada utilizando a parametriza�c~ao
g(x; z) = (x; 0; z), para (x; z) 2 R = f(x; z) 2 R2 : 0 < z < 1� x2g. Com
efeito, ter��amos

D1 g �D2 g =
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e1 e2 e3
1 0 0
0 0 1

������ = (0;�1; 0);

pelo que jjD1 g �D2gjj = 1 e ent~ao
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Conclu��mos assim que
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e ent~ao
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