
An�alise Matem�atica III
1o semestre de 2006/2007

Exerc��cio teste 6 (a entregar na aula pr�atica da semana de 23/10/2006)

a) Mostre que o campo vectorial

F(x; y) =

�
y

1 + x2y2
;

x

1 + x2y2
+ y

�

�e um campo fechado em R
2.

b) Justi�que porque �e que F �e um campo gradiente em R
2, sem calcular

explicitamente um potencial escalar. Obtenha depois um potencial escalar
�(x; y) para o campo F.

c) Seja C o caminho que percorre no sentido anti-hor�ario o arco da circun-
ferência de raio 2 centrada na origem de R2 ligando os pontos (2; 0) e
(0; 2). Calcule Z

C

(F+G) : dr

onde G �e o campo vectorial G(x; y) = (xy; y2).

Resolu�c~ao

a) O dom��nio de F �e obviamente R2 (note que 1 + x2y2 6= 0 para todos os
pontos (x; y) em R

2). Temos:

@F2

@x
=

(1 + x2y2):1� x:2xy2

(1 + x2y2)2
=

1� x2y2

(1 + x2y2)2

@F1

@y
=

(1 + x2y2):1� y:2x2y

(1 + x2y2)2
=

1� x2y2

(1 + x2y2)2
:

Assim @F2
@x = @F1

@y e portanto F �e fechado em R
2.

b) Pela al��nea anterior, F �e um campo fechado em R
2, sendo R2 um dom��nio

em estrela (e simplesmente conexo). Podemos ent~ao concluir que F �e um
campo gradiente em R

2.

Um potencial escalar �(x; y) para F tem de satisfazer duas condi�c~oes:

@�
@x (x; y) = y

(1+x2y2) ) �(x; y) = arctan(xy) + d(y)
@�
@y (x; y) = x

(1+x2y2) + y ) �(x; y) = arctan(xy) + y2=2 + e(x);

onde d(y) e e(x) s~ao fun�c~oes arbitr�arias de classe C1. Assim um potencial
escalar � �e dado por:

�(x; y) = arctan(xy) + y2=2 + c;

com c uma constante arbitr�aria.



c) Sendo Z
C

(F+G) : dr =

Z
C

F : dr+

Z
C

G : dr;

vamos calcular cada termo separadamente. Usando o teorema fundamen-
tal do c�alculo para integrais de linha de campos gradiente, temos:

Z
C

F : dr = �(0; 2)� �(2; 0)

= (arctan(0) + 2 + c)� (arctan(0) + 0 + c) = 2:

Uma parametriza�c~ao de C com o sentido anti-hor�ario indicado �e

�
x(t) = 2 cos(t) t 2 [0; �=2]
y(t) = 2 sin(t)

Pela de�ni�c~ao do integral de linha de um campo vectorial, temos:

Z
C

G : dr =

Z �=2

0

(4 cos(t) sin(t))(�2 sin(t)) + (4 sin2(t))(2 cos(t)) dt

=

Z �=2

0

(�8 cos(t) sin2(t) + 8 cos(t) sin2(t)) dt = 0:

Concluindo, temos

Z
C

(F+G) : dr = 2 + 0 = 2:


