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CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 2

TESTE 1A - 24 DE ABRIL DE 2010 - DAS 9H AS 10:30H

Apresente e justifique todos os calculos

1. Considere a funcio f: R? — R definida por

s e (@y) #(0,0),
fle.y) = {0 se (z,y) = (0,0).

(a) Estude a continuidade de f em R?.
(b) Determine a direc¢do em que f cresce mais rapidamente no ponto (1, 1).
(c) Sendo g: R®* — R? uma fung3o diferencidvel com ¢(1,0,2) = (1,1) e

2 0 3
Dg(1,0,2>: |:4 1 2:|

calcule D(f o g)(1,0,2).

Resolucao:
(a) As fun¢des = e z? + y* s3o continuas uma vez que sd3o polinémios. Como a raiz
quadrada é continua e o quociente de fun¢des continuas é continua nos pontos onde
o denominador n3o se anula conclui-se que f é continua em R?\ {(0,0)}.
Uma vez que
lim f(z,0)= lim — =1 e lim f(z,0) = lim —

z—0+ z—0+ |2 B z—0- z—0+ |z B

~1
vemos que n3o existe o limite de f(x,y) quando (x,y) tende para zero, e portanto f
ndo é continua em (0,0).
(b) A direc¢do de maior crescimento é dada pelo gradiente da fun¢do no ponto. Temos
/2 2 _ _ a?
of Ty \ 22 +y? y?
or x2 + y? B (22 + y2)%

or_

3
2

Iy (a2 +y?)
e portanto a direccao pretendida é a do vector

(c) Afungdo f é diferencidvel no ponto (1, 1) (uma vez que é o quociente de um polinémio
pela composta da raiz quadrada com um polinémio e o denominador ndo se anula),
logo, pela regra de derivacdo da fungcdo composta temos

D(fog)(1,0,2) = Df(1,1)Dg(1,0,2)
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2. Seja f: R? — R uma fungdo f = f(u,v) de classe C? tal que i( 1 0) 3e

%(—1,0) = 2. Sendo h a fungdo definida por h(z,y) = f(2® —vy, zy), calcule 2 5By h(0,1).

Resolucgao: Pela regra da cadeia temos,

M) = L@y )0+ @y e

dy
e aplicando novamg:nte a regra da cadeia temos
T = -~y en) - 2w -y
+ <a:gv(w2 —y,xy)(2x) + ?(xz — y,xy)y) T+ %(ﬁ — y, zy).
Substituindo (z,y) = (0,1) temos
%(O, )= _8(128];( 1 O)+%( 1,0)=-3+2=-1

onde na segunda igualdade usémos o} Lema de Schwarz (que se pode aplicar porque f é
de classe C?) para ver que -1 (—1,0) = 2L (-1,0) = 3.

8 ou Buav

. Mostre que o sistema de equacoes

v+ —2t=2 e PHrztay=>.
define y e z como fungdes de x numa vizinhanga do ponto (z,y,z) = (2,1,1). Calcule
()
dx :

Resolugao: A fungio F(x,y,2) = (z+y>—2* =2, 22+ w2 +2y—>5) é de classe C' uma
vez que as suas componentes sdo polinémios. Temos F'(2,1,1) = (0,0) logo (2,1,1) é
uma solucdo do sistema. Sendo

or [3y2 —423}

ay,z) [z 22+
temos
oF 3 —4
det ——(2.1,1) = =20 #£0.
Coy Tl 4| =27

O Teorema da funcdo implicita garante entdo a existéncia de uma vizinhanca do ponto
(2,1,1) em que o sistema define y e z como fun¢des de x ((y, z) = f(z)).
Derivando as equacdes em ordem a x obtemos o sistema

{ 14 329 — 4z3d;_0
22% +z+y—|—x(§i+—x) 0
Substituindoem z =2, y = 1, 2 = 1 temos
{ 1+3%(2) —44£(2) =0
292(2) + 2+ 2(%(2) + %(2)) = 0

B obtemos % (2) = —

Somando as equacdes e resolvendo em ordem a
dx dx

ol
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Alternativamente, para (y, z) = f(z), temos

Df(2) = — (a(ze) (2,1, 1)) 2—5(2, 1,1)

S ERHESIERIHEE

onde usamos o facto que

(S [WV]
—_

Como

conclui-se que 2(2) = —

e

. Determine e classifique os pontos de estacionariedade da fun¢do f : R? — R definida por
f(z,y) =32y +y° — 32* — 3y* + 12.

Resolugao: Os pontos de estacionariedade sio as solugdes do sistema

%: o 6y — 6x =0 r=0ouy=1
00732 432 — 6y =0 a2 +y? -2 =0

Este sistema tem por solug¢des os pontos (x,y) = (0,0), (0,2), (—1,1) e (1,1). A matriz
Hessiana de f é

e = |00 o

e portanto H(f)(0,0) = {—06 —06} donde se vé que (0,0) é um ponto de maximo;
6 0 . . 0 -6
H(f)(0,2) = 0 6 logo (0,2) é um ponto de minimo; H(f)(—1,1) = 6 0
: . . 0 6
tem determinante negativo logo (—1,1) é um ponto de sela; H(f)(1,1) = [6 0] tem

determinante negativo donde se conclui que (1,1) é um ponto de sela.

. Considere o conjunto
M ={(z,y,2) €ER*| 2+ 3y >0, z=In(z+3y)}.
(a) Mostre que M é uma variedade e indique a sua dimens3o.
(b) Determine o espago tangente e o espago normal a M no ponto (4, —1,0).

(c) Determine uma equagdo cartesiana do plano tangente a M em (4, —1,0).

Resolucao:
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(a) M é o grafico da fungdo f: U — R definida por f(z,y) = In(z + 3y) onde U é o
aberto {(z,y) € R?: x + 3y > 0}. Como f é de classe C' (é a composta da fun¢io
logaritmo com um polinémio), conclui-se que M é uma variedade de dimens3o 2.

Alternativamente, considerando U = {(z,y,2) € R® : x 4+ 3y > 0}, temos que M ¢é
o conjunto de nivel,

M = {(z,y, 2) Eﬁ:F(m,y,z)zO},

da funcio F : U — R de classe C' definida por F(z,y,z) = z — In(x + 3y). Como

[ -1 __3
DF(ZL’,y7Z) - [ +3y z+3y 1 } )
conclui-se que a caracteristica de DF' é sempre 1 em todos os pontos de M (o
vector <—#, 3 1) nunca se anula) e entdo M é uma variedade diferencidvel
z+3y z+3y
de dimens3o 2 em R3.

(b) Considerando a fungdo F' da alinea anterior temos que espago normal de M no ponto

, B ) .
(4,—1,0) é gerado pelo vector VF = <—$+3y, i

1) nesse ponto. Isto é

Tu-100M*- ={a(-1,-3,1) eR*: a e R} = L{(—1,3,1)}.

O espacgo tangente nesse ponto é o complemento ortogonal do espaco anterior e
portanto é definido pela equagdo (—1,—3,1) - (a,b,c) =0 < a = —3b+ ¢, ou seja,

Tu—1.00M = {(=3b+c,b,c) € R®: b,c € R} = L{(3,1,0),(1,0,1)}.

(c) Uma vez que (—1,—3,1) é um vector perpendicular ao plano tangente e este passa
pelo ponto (4,—1,0), temos que a equagdo cartesiana do plano tangente é

—(x—4)-3y+1)+2=0& —r+3y+2=—1

6. Seja f: R? — R uma funcio de classe C™ cujas derivadas parciais de ordem menor ou
igual a 2 se anulam em (0,0). Mostre que se alguma das terceiras derivadas parciais de
f em (0,0) n3o é nula entdo (0,0) é um ponto de sela de f.

Resolugao: Dado um vector ¢ = (vy,v5) € R?, seja g5 : R — R a fungdo O™ definida
por

gz(t) = f(t0) = f(tvy, tvy).
Note que gz : R — R é a restricao de f a recta que passa na origem na direccdo do

vector ¥. O seu polinémio de Taylor de terceira ordem em torno da origem é

1 1
95(0) + 95(0) t + 5 65(0) *+ 3197 (0) £,
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onde, usando a regra da cadeia e o Lema de Schwarz,

97 (0) = f(0,0)

;J;(o 0) v 2825 (0, 0)v1v2+;£(0 0)v; =0
g7 (0) = ({;J;( i +35, zé (t7) v vz + 38638f2(w) vt %(w) Ug) im0
231;(0 0)vf +3 32: (0,0) 02 v2+388;f2(0 0) vy v} + ;];(070)”3

Se %(0, 0) # 0 entdo, fazendo ¥ = (1,0), temos que o polinémio de Taylor de terceira
ordem da fungdo gz(t) = f(¢,0) é

f(0,0) + = (ggé(o 0))

e portanto gz tem um ponto de sela (ponto de inflexdo) em t = 0 e, consequentemente,
f tem um ponto de sela em (0,0) (note que f(¢,0) — £(0,0) tem sinais contrdrios para
t>0et<D0).

Da mesma forma, se 8—5‘(0,0) # 0 e fazendo ¥ = (0,1), temos que o polinémio de
Taylor de terceira ordem da fun¢do gz(t) = f(0,¢) é

0.0+ (5500)

e portanto f tem um ponto de sela em (0,0) (note que f(0,t) — f(0,0) tem sinais
contrérios para t > 0 e t < 0).

Suponhamos entdo que ‘337{(0,0) = %{;(0,0) = 0. Considerando v = (1,1) temos
g3(t) = f(t,t) com polinémio de Taylor de terceira ordem

7(0,0) + (8‘922; 0.0+ 5o (0,0)).

Concluimos que se 28 (0,0)+ 8an (0,0) # 0, a fungdo gz(t) tem um ponto de sela em

t=0e portanto (0 0) é novamente um ponto de sela de f.
Se IQay(O 0) + a (O 0) = 0, repetindo o argumento anterior para v =(1,2) (i.e
g3(t) = f(t, 2t)) vemos que, nesse caso, o polindmio de Taylor de g5 é

df adf B a3f
£(0,0) + <an2ay(0’0) +do 2(0,0)) = £(0,0) +¢* (a 3 2(0,0))

Bxay L(0,0) # 0 pelo que novamente (0,0) é um ponto de sela de f.

Conclui-se entdo que (0,0) é necessariamente um ponto de sela a ndo ser que todas as
derivadas parciais de ordem 3 de f se anulem.
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