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A prova que vai realizar tem a duragao de 1 hora e 30 minutos e esta cotada
para 10 valores. Nas perguntas de escolha multipla, uma resposta certa vale 1
valor, uma resposta em branco vale 0 e uma resposta errada vale -0.3 valores.

A resolugao tem que ser feita neste conjunto de folhas, nos espagos
apropriados. As duas ultimas folhas estao em branco e, se precisar, pode utiliza-
las.

O quadro seguinte destina-se a correccao da prova. Por favor, nao escreva
nada!

la)| 8
1b)| 8
2a)| 8
2b)| 8
3a)| b
3b)| 6
4a)| 5
ib)| 5
4¢)| b
5a)| 4
5b)| 3
5¢)| 4
5d)| 3

6) | 10

7) [ 10
8a)| 4
8b) | 4

NOTA FINAL:



1) Seja W o subespaco de R* definido por

W={(r,y,z,w) ER* oz —y=0Ay+22z=w}

(8) a) Determine uma base By . para o complemento ortogonal W+ do subes-
paco W.
(8) b) Encontre vectores u e v ortogonais a Byy1, de modo a que By U {u,v}

seja uma base de R*.

Solugao

a) By ={(1,-1,0,0),(0,1,2,—1)}.
b) Base B = By U By. e By = {(—2,-2,1,0),(1,1,0,1)}.

2) Considere o subespaco linear V' de R? definido pela equagao z = 2y.

(8) a) Calcule a projecgao ortogonal do vector (1,2,3) sobre V.
(8) b) Calcule a distancia do vector (1,2, 3) ao subespago V.
Solucao

a)
projy(1,2,3) = (< (1,2,3),u > /|Jul*)u+ (< (1,2,3),v > /[[o[)v,
onde u = (1,0,0) e v = (0, 1, 2) formam uma base para V. Donde
prOjV(L 27 3) = (17 8/57 16/5)
b) d((17273)7W) = H prOjVL(172>3)” = H(17273) - prOjV(17273>H = \/5/5

3) Seja B = (e1, es,€3) a base ordenada candnica de R? e seja T : R* — R3 uma
transformacao linear tal que
Te, = (—1,0,0)  Tep=(1,2,1)  Tes = (0,1,0).
(5) a) Calcule T(1,4,2).

(6) b) Determine o nicleo N(T') e a imagem I(7') da transformagao linear 7.



Solucao
a) T(1,4,2) = (=1,0,0) + 4(1,2,1) + 2(0,1,0) = (3, 10, 4)
b) N(T) = N(A)={(0,0,0}, onde
10
A=10 21
0 10
A imagem I(T) é, portanto, igual a R3.

Seja T : R? — R? uma transformacao linear e seja
B =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))

uma base ordenada de R3. A matriz M (T, B, B.) que representa a transfor-
macao T relativamente & base B e & base canénica B, de R? ¢

M(T,B,B,) =

Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:

a) A imagem T(2,1,2) do vector (2,1,2) através da transformagao T ¢é
...... (4,2,2).

b) Uma base para a imagem [(7") da transformacao 7 é ...... {(1,1,0),(2,1,1)}.

¢) Equagoes cartesianas para o nucleo N(T') da transformagao 71" sao ....

r=0Az=0.
Seja A uma matriz real e seja
300 0
01 0 =2
B = 001 4
000 4

uma matriz semelhante a A.

Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:

3



a) O polinémio caracteristico da matriz A é .....

p(A) = (B =N = A4 =\

b) O determinante de A é .... 12.

¢) O valor préprio 1 de A tem multiplicidade algébrica igual a ....

d) O trago tr A da matriz A é ... 9

Considere a matriz

A:

OO =
O = O
IS AN V)

Uma matriz diagonalizante para A é

[1 0 4/3
A) |0 1 2/3
0 0 1
1 0 4/3
B) [2/3 1 1
| 0 0 1
[0 2/3 1
C) |1 4/3 0
0 1 0
0 1 0
D) |2/3 4/3 1
|1 0 0
Solugao: C

Sejam A e B as matrizes

1 igz
2 2
A B g] B -
v3; 1
2 2

Considere as afirmagoes seguintes:

I) A é simétrica e ortogonal



IT) B é hermitiana
IIT) B é anti-simétrica

IV) AB é hermitiana

A lista completa das afirmacoes correctas é:
A)lell B) lll e IV C)IlelV D) IeIIl
Solucao: C

8) Considere o espago linear C* munido com um produto interno < -,- >, nao
necessariamente o usual.

(4) a) Prove que existe uma matriz hermitiana A tal que, para todos os elemen-
tos x e y de C", se tem

<x,y>=y Ax.

(4) b) Prove que os valores préprios de A sao positivos.
Solucao
a) Se (e, es,...,e,) for a base canénica de C", tem-se
T =aje; + agey + - + aze, y =bre; + baea + -+ - + bpe,,
onde a; e b; sao nimeros complexos, para todo o i = 1,2,...,n. Usando

estas igualdades,

< x,y >=< aje; + asey + -+ + apen, biey + boes + -+ - + bpe, >

=< aje;+ases+---+ane,, bje; > + < are;+ages+- - -+ane, , byeg > +

+- 4+ <aertases+ -+ ane,, bye, >

= l_)l < ajei1tagest---tane,, € > +l_?2 < aieitageat---+aney, €2 > +

+-- 4+ b, <arer +ages + -+ ane,, e, >



_al < ep,e1 > +ag < eg,e1 >+t a, < ey, e > ]
a1 < er,es > tag < eg,eg >+ +a, <e,, ey >

= [b1 b by ]
(a1 < e1,ep > Fag <eg,6p >+ A+ ap < €p,y e >
[ <ee1 > <eg e > ... <eger>| [ar]
< ep,e9 > < eég,60 > ... < €p,€> ay
= [b1 by by ,
| <enen > <egen> . <eép,ep > |an]
donde

<z,y>=7 Ax,
sendo a matriz A hermitiana.

b) Se v for um vector préprio de A associado ao valor préprio A, tem-se que
<v,v>=0" Av = \vTv = Mjv|* > 0,

onde ||v]| designa a norma usual do vector v. Resulta, assim, que A é um
nimero positivo.



