Capitulo 1

O plano complexo

1.1. Introduciao

Os numeros complexos comegaram por ser introduzidos para dar sentido a
resolucdo de equagdes polinomiais do tipo x*+1=0. Como os quadrados de nimeros
reais sao sempre maiores ou iguais a zero, esta equacao nao tem solugdes reais. Resolvé-
la corresponde a introduzir niimeros que sejam raizes quadradas de numeros reais
negativos. A primeira referéncia a esta possibilidade parece ser de H. Cardano!, em 1545.
Foi seguida, em 1572, pela exposi¢cdo das propriedades algébricas destes numeros por R.
Bombelli2, que também introduziu o simbolo v~1. Em 1748, L. Euler? designou este
simbolo, a que se chamou “unidade imaginaria”, por i. Foi também Euler que introduziu
em 1747 a expressio e’ =cos@+isind, da qual obteve como caso particular a
espantosa relagdo e =—-1 que relaciona numa mesma expressio os numeros 1l,e, 72,7,
que apareceram em contextos muito diferentes.

A consideracao de numeros complexos ndo sO se revelou necessaria para resolver
certas equacdes polinomiais de segunda ordem como forneceu todas as possiveis
solucdes de equagdes polinomiais de qualquer ordem, tanto de coeficientes reais como
complexos. Este facto, conhecido por “teorema fundamental da algebra”, foi estabelecido
pela primeira vez por C.F. Gauss?, em 1816, na sequéncia de tentativas de varios
matematicos precedentes.

Deve-se também a Gauss a designagdo ‘“niimero complexo” e a concep¢do da
relagdo biunivoca entre nimeros complexos € pontos de um plano, o que permitiu uma
definicdo concreta destes numeros e abriu caminho ao desenvolvimento do estudo dos
numeros complexos e das fungdes complexas. Esta relagdo parece estar implicita na tese

I Hieronimo Cardano (1501-1576).
2 Raffael Bombelli (1526-1572).

3 Leonhard Euler (1707-1783).

4 Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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de doutoramento de Gauss, acima mencionada, ¢ aparece claramente numa carta que
enviou a F.W. Bessel> em 1811. Entretanto, a representagdo geométrica dos ntimeros
complexos num plano apareceu também nos trabalhos de C. Wessel®, em 1799, e de J.
Argand’, em 1806, embora tenha passado despercebida aos matematicos do tempo e ndo
tenha sido explorada para prosseguir o estudo dos numeros complexos. Finalmente,
Gauss comunicou publicamente a identificacdo dos numeros complexos com pontos de
um plano num seu artigo de 1831, onde propos definir os nimeros complexos como
pares ordenados de nimeros reais com certas propriedades especificas e explorou esta
defini¢do e a sua identificagdo com pontos de um plano. A notacdo (a,b) para numeros
complexos foi usada pela primeira vez por W.R. Hamilton8, em 1837.

1.2. Estrutura algébrica do plano complexo

Os numeros complexos sido pares ordenados de niumeros reais (x,y) JRXR com
uma adi¢dao e uma multiplicagcdo definidas por

(x,0) + (X, 30) = (x5 + 2,0, 1 3,) 5 (6, 0)(5,,,) = (0%, = V15, X0, X))
Estas operagdes sao comutativas, associativas e t€ém elementos neutros (respectivamente,
zero (0,0) e unidade (1,0)). Cada nimero complexo (x,y) tem um simétrico (—x,—y) e,
quando diferente de zero, tem um reciproco (x/(x* + y*),—y/(x* + y*)). A multiplicacio
¢ distributiva em relacdo a adi¢do. Portanto, os nimeros complexos com a adi¢do e a
multiplicacdo consideradas sdo um corpo.

Além da estrutura de corpo, os numeros complexos, com as operacdes
consideradas, também tém a estrutura de espaco linear complexo. Designa-se este
espaco por C.

Uma vez que (x,0)+(»,0)=(x+»,0) e (x,0).(»,0) =(xy,0), ¢ usual identificar
cada numero real x com o nimero complexo (x,0) e, desta forma, considerar C como
uma extensdo de R, e R como um subconjunto de C. Também se define a unidade
imaginaria i =(0,1) (note-se que i’ =(0,1).(0,1) =(-1,0)=-1) e se identifica cada
numero complexo z =(x,y) com a expressdo x +iy . Chama-se a x parterealde z ea
vy parte imaginaria de z , e escreve-se x =®Re¢z € x =Imz. Aos numeros complexos
da forma (0,)) =iy, com y R, chama-se imaginarios puros. Observe-se que i’ =1,

1o . 2 3o . 4 _ . . A4k _ Y S
i =i, i"=-1, i°=-i, i* =1, e assim sucessivamente, pelo que i** =1, i*" =i,

Ak+2 A4k+3
i -1,

=—i,para k(07 .Em particular, 1/i=—i.

Dado que os nimeros complexos sdo pares ordenados de niimeros reais, podem
ser representados num plano (Figura 1.1). O eixo das abcissas ¢ o conjunto {(x,0) OC}
que se designa por eixo real. O eixo das ordenadas é o conjunto {(0,y)OC}
={iy:yOR} que se designa por eixo imaginario. Como se¢ ilustra na Figura 1.1, a

5 Friederich Wilhelm Bessel (1784-1846).
6 Caspar Wessel (1745-1818).

7 Jean Robert Argand (1768-1822).

8 William Rowan Hamilton (1805-1865).
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utilizacdo de coordenadas polares leva a representacido polar (ou representacdao
trigonométrica) de nGmeros complexos, na forma, z =(x,y)=r(cosf,sinfd) ou
z=x+iy=r(cos @+isin@). A |z|=r=+/x"+y° chama-se médulo® ou valor
absoluto de z ¢ a ¢ chama-se argumento de z. Assim, o argumento de z fica
definido a menos da adi¢ao de multiplos inteiros de 271. Chama-se argumento principal
de z ao seu argumento que pertence ao intervalo |—72,77]. O argumento principal de
numeros complexos fica, assim, definido univocamente para todos os complexos z # 0 e
designa-se por Arg z. Pode-se escrever em termos da fungdo real arco tangente cujo
contradominio € o intervalo ]—77‘2, 77‘2’, na forma (ver Figura 1.1):

Imz
arctan , se¢ Rez>0
Re z
T
— , se¢ Rez=0,Imz>0
(1.1) Arg z = 2
Imz
arctan +7T , se Rez<O0
Re z
T
—5 , S¢ Rez=0,Imz<0 .
Im
z=(x,y)=x+iy
=r(cos0,sinf)
y ~
.
r=lz| .-
,//"‘\\9=Argz
- : Re
1 X

Figura 1.1: Representacdo cartesiana e polar de nimeros complexos

A adi¢do de niimeros complexos coincide com a adi¢do dos pares ordenados de
niimeros reais considerada no espago linear real R* (Figura 1.2). Geometricamente é
dada pela usual regra do paralelogramo para a soma de vectores. A multiplicacdo de
nimeros reais por nimeros complexos coincide com a multiplicacdo por escalares reais
no espaco linear real R*. Geometricamente, corresponde a expansdo ou contrac¢io da
distancia a origem, conforme o numero real tem modulo maior ou menor do que 1, com
manuten¢do ou inversdo de sentido conforme o numero real € positivo ou negativo
(Figura 1.2).

9 A notacdo |z| para o moddulo, tanto de niimeros reais como complexos, foi introduzida por K.
Weierstrass ' nos seus “Cadernos de Munique” de 1841, publicados apenas em 1894, e usada numa sua
comunicacdo a Academia de Ciéncias de Berlim em 1859.

10 Karl Weierstrass (1815-1897).
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Figura 1.2: Adigdo de complexos e multiplicagdo de reais por complexos

O que destingue o espago linear complexo C do espago linear real R*, ou seja o
que destingue o plano complexo C do plano R?,

r

¢ a multiplicacdo de numeros
complexos (ndo reais). Por exemplo, a multiplicagdo de nimeros complexos z = (x,y)
pela unidade imaginaria i da iz = (0,1).(x,y) = (-y,x), o que corresponde a uma rotagao
de n/2 no sentido contrdrio ao dos ponteiros do reldégio. Mais geralmente, a
multiplicagdo por nimeros complexos pode envolver expansdes/contracgdes e rotacoes,

ou seja pode ser decomposta numa homotetia seguida de uma rotagdo, ambas centradas

na origem (Figura 1.3). Na verdade, a multiplicacio de dois nimeros complexos

z, = r(cos §,sinB) e z, = r,(cos 8,,sinb,) da z, z, =rr,(cos (6, +86,),sin(6, +6,)).
Im

iw !

Re
1

i3=-i

Figura 1.3: Multiplicagdo de nimeros complexos

Convém introduzir ja4 a notag¢do exponencial para a representacao polar de

, . . . .o, . i0 _ .
numeros complexos, definindo a exponencial de imaginarios puros por e =(cosf,sinf),
para @[IR. E claro que sdo satisfeitas as seguintes propriedades basicas de exponenciais:
o oD B o A
ezO _1’ 61(9+¢) _elgez¢’ 1/619 =e 19’ (el )n _ezn

. Além disso, a representacdo polar de um
niimero complexo pode-se escrever z =|z|e’?, onde 0R é um argumento de z, e o

produto de complexos z, 5z, |€% e z, 9z, |¢'® pode-se escrever z, z, =z, ||z, | @ %

Dado um numero complexo z =(x,y) =x+iy define-se o seu conjugado por
z =(x,~y) =x—iy. Geometricamente z ¢

¢ a reflexdo de z em relacdo ao eixo real
(Figura 1.5). Verifica-se z =z, zz =|z|*,para zzwOCtem-se z+w=Z+Ww, zw=2zw

e, quando w#0, z/w=z/w. Além disso, Rez=(z+2)/2 e Imz=(z-2)/(2i).

Também e'® =e™? para G0R.
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Para a divisio de numeros complexos z, =(x,,y,) =r(cos 8,,sin8,) =z, | €% e
z, =(x,,,) =1r,(cos 8,,5in8,) = z, |e'*, com z, # 0, obtém-se as formulas
z,/z, :ZIZ/ |z, |,
2y /2y, = (0 X, ¥ ¥V, xp, X, 0) (X, +J’z)2
z, 1z, =(r, /1) (cos(8,-8,),sin(8,- 6,))
zy/zy =z, /]2, ]) e
As poténcias de expoente inteiro positivo, k[N, de um namero complexo
z =r(cos B,sin @) satisfazem z* =r"(cos k8,sin k6). Atendendo a que o argumento de
um namero complexo ¢ definido a menos da adicdo de um maultiplo inteiro de 272,
obtém-se para raizes de ordem k£ [N de z os £ niimeros complexos

w, =&r (cos(8/k +27j/k),sin(8/k + 27/ k) ), para j=0,1,2,K k-1,

J

ou, de forma equivalente,
— 6/k+2mjlk — _
w; |z|e , para j =0,1,2, K ,k -1,

Conclui-se que todo o numero complexo z # 0 tem exactamente k£ [IN raizes de ordem
k distintas, e que no plano complexo estas raizes estdo igualmente espagadas sobre a
circunferéncia de raio %/| z| (Figura 1.4).

Im

z=)z]e”®

Iz |1/3 ei(ef?ﬂ/3 i

L50, |2f36193
X

) I

) PR a1

\\\\ |Z|]/3e i(0+419/3 /,/

Figura 1.4: Raizes inteiras positivas de nimeros complexos (raizes ctbicas de z)

Como ¢ natural, recuperam-se os factos seguintes conhecidos para raizes reais: i) as
raizes de ordem par de numeros reais positivos sdo sempre duas e simétricas uma da
outra, i) ndo hé raizes de ordem par de nlimeros reais negativos, iii) as raizes reais de
ordem impar de nimeros reais ndo nulos sdo uma e s6 uma para cada ordem e a raiz tem
o mesmo sinal do numero considerado. Observa-se que a situacdo relativa a existéncia de
raizes inteiras reais, que tem uma descrigdo um pouco complicada, fica clarificada e
simplificada no ambito dos nimeros complexos. E um primeiro exemplo de diversas
situagdes que vamos encontrar que ficam simultaneamente clarificadas e simplificadas
quando se passa de nlimeros reais para nimeros complexos.

Um caso particular de interesse sdo as raizes da unidade. E claro que, qualquer
que seja a ordem k [ON das raizes, uma das raizes da unidade é a propria unidade. As
outras k —1 raizes complexas da unidade sd3o os nimeros complexos que correspondem a
dividir a circunferéncia de raio 1 no plano complexo em k arcos de comprimentos iguais,
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a partir da unidade (Figura 1.5). Por exemplo, as raizes quadradas da unidade sao *1, as
raizes cubicas da unidade sdo 1, (—\/5 /2)+i(1/2), as raizes de ordem quatro da unidade
sao *1,+i, etc. Com w=cos(271/k)+isin(271/k), temos que as k raizes da unidade
sio 1w, w?, K ,w*". E facil ver que w* =1 e 1+w+w? +K +w'™ =0. Além disso, se
iz designa uma qualquer das raizes de ordem k de um complexo z # 0, entdo todas as
raizes de ordem k de z podem ser escritas na forma w’ % ,com j=0,1LK k-1.

Im Im Im
oi2TV4

213 w =

2172 24 y
S 2TU3
2 o SRy ' W ®— Re
w =e 2—] ,5W3§1 iiw4:]
___________________ k=2
Im
W =i2TV5
W2_6i47;[(§__,‘ ‘‘‘‘‘‘‘‘ -
i L2105 N
a e Re
e Siwd=1
S WA = o .
A= iSTUS W 4=i8TV o5 pil0T6 S giI0F

Figura 1.5: Raizes inteiras positivas da unidade de ordens k£ =2,,3,4,5,6,7

As poténcias inteiras negativas de niimeros complexos definem-se, como no caso
real, por z* =1/z", para KON . Para z # 0, define-se z” =1. As poténcias racionais
z?’?, com pOZ e qON, definem-se como sendo as raizes de ordem ¢ do niimero
complexo z”.

1.3. Estrutura métrica do plano complexo

O valor absoluto | (x,y)|=+/x’ +»* de um nimero complexo (x,y), define uma
norma no espaco linear C, tal como a mesma relagido define uma norma no espago linear
real R’. Em particular, para niimeros complexos z,w, tem-se a desigualdade
triangular |z+w|<|z|+|w]|, com a igualdade a verificar-se se e sO6 se z,w sdo
multiplos positivos um do outro ou um deles ¢ zero. Também |zw|=|z||w| e, para
wz0,|z/w|=|z]|/|w].

A distancia entre dois numeros complexos z,w ¢ definida por d(z,w) =|z-w]|.
Assim, as nogdes de norma e distancia no espago linear complexo C coincidem com as
correspondentes no¢des no espago linear real R *. Portanto, as no¢des métricas em C e
em R? sdo coincidentes. Por exemplo, um conjunto do plano ¢ limitado em C se e so se
¢ um conjunto limitado em R*.
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1.4. Estrutura topolégica do plano complexo

A estrutura métrica de C define uma estrutura topologica cuja base sdo os circulos
abertos B (z) ={wl:|w—z|<r} de raios >0 e centros em pontos z[C. Como as
estruturas métricas de C e R? coincidem, também coincidem as suas estruturas
topoldgicas. Em particular, um conjunto do plano ¢ aberto, fechado, conexo,
simplesmente conexo ou compacto em C se e s6 se o é em R?. Verifica-se a
coincidéncia andloga das nocdes de ponto interior, exterior, fronteiro, de acumulacio
ou isolado de um conjunto em C e em R*>. O mesmo se passa com as nogdes de
conjuntos interior, exterior, fronteira, fecho (ou aderéncia) de um conjunto em C e em
R . Chama-se regiio em C a um subconjunto de C ndo-vazio, aberto e conexo.

Exercicios

1.1. Indique as representagdes cartesianas e trigonométricas do niimero complexo:
a) (1+i)° b) (2+i3)/(3-i4) c) i’ +i'

1.2. Determine o conjunto dos niimeros x, y (R tais que:
a) x+iy S x—iy| b) x+iy=(x—iy)’ c) x+ip =Y, 0 ik,

1.3. Calcule as raizes quadradas de: a) i b) —i c) 1+i

1.4. Mostre que quaisquer trés numeros complexos cuja soma seja zero, todos com modulos iguais a 1,
sdo vértices de um tridngulo equildtero inscrito na circunferéncia de raio 1 com centro na origem.

1.5. Prove que z,w,vOC sio vértices de um tridngulo equilatero se e s6 se z* +w” +v> = zw+zv+wv.

1.6. Prove que para z, w C se verifica:
a) [z—wls 1+ zH)A+ | w]?) b) |z+wHz|+|w|, com w#0, se e s6 se z/w=0.

1.7.  Determine em que condigdes a equagdo em C az + bz + ¢ =0 define uma recta.

1.8. Prove que para a,cO0R , com a#0, e bOR, a equagdo azz+bz+bz+c=0 define uma
circunferéncia no plano complexo.

1.9. Prove que todas as circunferéncias que passam pelos pontos a e 1/a complexos, com |a |1,
intersectam a circunferéncia | z |= 1 ortogonalmente.

1.10. a) Prove que |a—=b|/|1—-ab|=1se |a|=1 ou |b|=1
b) Que excepgdo deve ser feitase |a |=[b|=17?
c) Prove que a igualdade em a) ¢ uma desigualdade se |a|<1 e |h|<I.

1.11. Descreva geometricamente a transformacdo do dominio para o contradominio definida pela fungdo
complexa f(z)=(z+2)/(z+3). (Sugestdo: estude imagens de rectas e de circunferéncias).

1.12. Determine uma fun¢do da forma f(z) = (az +b)/(cz +d) que transforma a circunferéncia | z|=2 na
circunferéncia | z+1|=1, o ponto —2 na origem e a origem em i .

1.13. Determine as transformacgdes da forma f(z)=(az+b)/(cz+d) que transformam a circunferéncia
|z|=R em si propria.

1.14. Prove que uma transformagéo em C que deixa a origem fixa e preserva distancias ¢ uma rotagdo ou
uma rotacdo seguida de uma reflexdo em relagéo ao eixo real.

1.15. Prove a identidade de Lagrange!'! para nimeros complexos szwk Z]zk‘ Z]wk‘ Z ‘zkw -z m‘ .

I<k<j<n

1.16. Assim como os numeros reais podem ser representados numa ) Circunferéncia em que um dos pontos
representa o (recta real estendida R ), também os nimeros complexos podem ser representados
numa superficie esférica com o pélo Norte correspondente a o (plano complexo estendido C ).

. ~ . . o 2 2 2 _ :

a) Determine uma representacdo deste tipo na superficie esférica x,” +x,” +x;” =1, estabelecida pela
correspondéncia biunivoca entre os niimeros complexos z representados no plano equatorial x, =0
(com o eixo dos x,; identificado com o eixo real e o eixo dos x, identificado com o eixo imaginario)
e os pontos da superficie esférica que pertencem 2 uma mesma recta que passa pelo polo Norte
provando que z=(x, +ix,)/(1-x,) e x=(z+2)/(z['+), x,=-2)/(z[ +1), x, =(z[" -D/(|z +1)
(Figura 1.6). Chama-se superficie esférica de Riemann a esta representagdo do plano complexo!'2 e
projeccio estereografica a correspondéncia assim definida de cada ponto do plano complexo para
cada ponto da superficie esférica.

b) Prove: As projecgdes estereogrdficas de rectas ou circunferéncias no plano complexo sdo
circunferéncias na superficie esferica de Riemann.

'L agrange, Joseph-Louis (1736-1813).
12 A representagdo do plano complexo estendido numa superficie esférica foi proposta por B. Riemann em 1851.
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Im

Figura 1.6: Superficie esférica de Riemann e projeccio estereografica

Exercicios com aplicacdes a circuitos eléctricos e a sistemas mecénicos

1.17. A relagdo entre tensdo e corrente sinusoidais num circuito eléctrico!> com resisténcias,
condensadores e bobinas pode ser facilmente expressa em termos de niimeros complexos, dado que
qualquer fungdo da forma asin(awt+¢), com a,w,@ OR, a que se chama, respectivamente,
amplitude, frequéncia angular ¢ fase, é igual a parte imaginaria de ae'“*? =ge?e'™ = 4™,
com A =¢" 0C, a que se chama amplitude complexa'4.

a) Considere um circuito RLC em série (Figura 1.7). Sabendo que a relagdo entre a tensdo V' (¢) e a
corrente /(¢) no instante 7, nos terminais de uma resisténcia R , de uma bobina de indutincia L e
de um condensador de capacidade C, é, respectivamente, V(¢)=RI(), V(()=LI'() e V(t)I(l/C)jI(t)dt,
mostre que se a tensdo aplicada nos terminais do circuito RLC for sinusoidal com frequéncia
angular « e amplitude complexa V), , entdo a corrente no circuito ¢ sinusoidal com frequéncia
angular « e amplitude complexa I,, e a relagdo entre ambas ¢ V, = (R +i(wL -1/(wC))I, .
b) Chama-se impedéncia de um circuito eléctrico bipolar (Figura 1.8) com tensio e corrente
sinusoidais nos terminais de amplitudes complexas V, e I,, respectivamente, a Z=V,/I,.
Determine a impedancia dos circuitos das Figuras 1.7 e 1.9, supondo no ultimo caso que Z, ¢ a
impedancia de um circuito bipolar cujos terminais sdo os nds do correspondente ramo do circuito.
A situagdo é andloga para sistemas mecdnicos lineares de massas e molas com atrito, substituindo
tensdo eléctrica por ]gr(:a, intensidade de corrente por velocidade, bobinas de indutincia L por
massas com o valor de L, condensadores de capacidade C por molas com for¢a de restitui¢do
proporcional _ao deslocamento relativo ao equilibrio com factor de proporcionalidade 1/C e
resisténcias R por amortecedores com forcas de atrito proporcionais a velocidade com factor de
proporcionalidade com o valor de R (Figura 1.7). Também se considera, de forma andloga, a
nogdo de impeddncia mecanica.

I

1=y’
V(t)l L »® R ¢

1
—{Zz}
‘|
O= 1 Z5 I
Figura 1.8: Circuito bipolar Figura 1.9: Circuito

13 As primeiras leis gerais da analise de circuitos eléctricos foram formuladas em 1845 pelo matematico Gustav Robert
Kirchoff (1824-1887) na sequéncia do matematico Georg Simon Ohm (1789-1854) ter estabelecido em 1827 que a
corrente eléctrica através de um condutor € proporcional a diferenca de potencial eléctrico entre os terminais (Lei de
Ohm). A primeira lei de Kirchoff afirma que a soma das correntes que entram por ramos ligados a um né de um
circuito ¢ igual a soma das correntes que saem por ramos ligados ao mesmo no; a segunda lei de Kirchoff afirma que a
soma das forgas electromotrizes ao longo de uma malha de um circuito ¢ igual a soma das diferengas de potencial nos
ramos da malha.

A representagdo complexa de sinais eléctricos sinusoidais e de impedancias foi introduzida em 1893 pelo
engenheiro Charles Steinmetz (1865-1923) e foi fortemente responsdvel pelo rdpido progresso da engenharia de
sistemas eléctricos de corrente alternada no inicio do século XX. E usada rotineiramente na analise de circuitos e sinais
e no controlo de sistemas. A solida preparacdo que Steinmetz obteve na Alemanha como estudante universitario de
matematica permitiu-lhe dispor de conhecimentos de analise complexa invulgares nos engenheiros da época.
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