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[image: image1.png]CAPITULO IT- ELEMENTOS DE ANALI

Sejam X e Y espagos de Banach e S um conjunto aberto

em X. Designa-se por L(X,¥) o espaco de Banach das fungdes 1i

neares limitadas de X em Y. Diz-se que uma fungdo £:S+Y & d&

(& Fréchet) num ponto x € § se existe um operador

tal que para todo o h € X com x+h € S se tem

£z+h) = £(x) + T_h + |hIE(x,h)

onde E(x,h) = 0 quando h-0. Ao operador T chama-se a &

da de Préchet de £ em x e escreve-se Df(zx) = T_. Diz-se que f

vel em S se D:

& continuamente diferenci;

S - L(X,Y) & conti

teaux de £ no ponto x em relagdo a h € X

é

£(x+eh) - £(x)

simples de ver que as der Ge Fréchet e de Ga

o

teaux, guando existem, Gnicas.




[image: image2.png]Exercicio2l: Prove que se £ & diferencidvel emx € 5 , entdo
existe a derivada de Gateaux de £ em r em relagdo a qualquer

h € X e dfl(x;h) = DE(x)h.

ciprocamente, se a derivada de Gateaux df (x;h) exis

ear e limitada em h e continua em

te para todo h € X e &

o

z, i.e., se d@f(x;h) = w(x)h onde w : S » L(X,¥) & continua,
entdo £ & diferenciivel em x e a sua derivada de Frichet &

DElx) = wlx).

Prove que se pode ter w(x) € L(X,¥) tal que df(x,h)

= ulx)h para todo x € S< X e h € ¥, sem que £ seja diferen

cidvel.

No que se segue, designa-se por C\([a,b],R") o espaco

de Banach das fungdes de classe C* do intervalo [a,b] em E°
i £, X
com a norma uniforme C

k
lloll = sup ¢ I 1o (o1 :

1=0

o designa-se por L?((a,b),F') o espago de Banach das fungdes

de quadrado somdvel do intervalo (a,b) em R" com a norma




[image: image3.png]x [0,1] » B® a aplicagdo

eja o ¢ cl(10,1],

Exercicio 2

]

ge avaliagio w(r,t) = x(t). Prove que w & continuamente d&i

renciivel e calcule 2 sua derivada.

Considere £ : X = X com £(x)(t) = sen x(t) onde

Exercicio 2.

x = c®((0,1],R) ou X = L3((3,1) ,R). Prove que £ & diferenci

vel no primeiro casc e ndo o & no segundo caso.

As derivadas de Fréchet em espagos de Banach tém pro

oriedades muito semelhantes 3s derivadas de fungBes de R em

R™. se X e

(1=1,...,n) sdo espagos de Banach,

i

com £ = (£7,...,5) e : X = Y., entdo £ & diferencidvelnum
ponto se e s& se as fungdes f, forem diferencidveis nesse pon
to e entdo Df(xg) = (Df, (xg),--.DE, (xg)) . Pox outzo lado, se
Y e X, .,n) sdo espacos de Banach e f

tdo pode-se definir as derivadas parciais de
do derivadas de Fréchet da fungdo de X; em ¥ que se obtém de

A regra

£(x;,..,x,) considerando todos os X
1 n 3

da cadeia & também vdlida na forma usual,

fungBes entre espagos de Banach com £ : X~¥, g : ¥»Z, diferen
cidveis em x e £(x),respectivanente, entio gof & diferenciivel
em x e

Dlgof) (x) = Dg(£(x)) o DE(x).



[image: image4.png]& do valor médio levanta algumas dificul

dades de rmular-se como se segue.

zagdo, mas pode

Teorema 2.1

Se X & um espago de Banach, f : [a,b] - X & diferencii

vel e existe uma fungdo continuamente diferencidvel a:[a,b]-R

com ||DE(£)Il < a'(t} para t € [a,b], entdo

1£(b)-£(a)| < a(b)-a(a}

1£()-£(a)1 ¢ ( sup UDE(LN]) (b-a).
t€(a,b]

Coroldrio 2.2

Sejam X e ¥ dois espagos de Banach e £ uma fungdo con
tinua com valores em ¥ e domfnio num conjunto aberto S conten

do o segmento que une dois pontos x e x+h de X, i.e.,

$>{x + th:t€[0,1]). Se £ & diferencivel em S, entdo

1£(x+h)=£(x) | < Ihl  sup |IDE (x+th)ll.
t€[0,1]

Exercicio 2.4: Prove o teorema e o Coroldrio anteriores.




[image: image5.png]10

convén utily
n
mX.=Y

Para definir derivadas de ordem superior

zar o conceito de fungdo multilinear. Uma fungo

n 1

near se para cada (r;,...,x)) € T X, e cada
1 E P

em x, com as outras

diz-se mu:

ngE0

1,...,m, a fu Slxyse..0xy) & line

varidveis fixas.

Teorema 2.3

X, e ¥ sdo espagos de Banach. Se

ponhamos que X =

X-¥ & multilinear, ent3o as sequintes afirmacdes s3o equi

valentes:
(i) £ & continua em X;
(ii) £ & continua no ponto 0 € X;

(iii) £ transforma conjuntos limitados em conjuntos

mitados e existe >0 tal que

n
Sryseex)le KT
i=1

erencidvel.

(iv) £& 4

2 de

A norma |£| de uma aplicacBo multilinear contin

n
N X emY &o Infimo do conjunto dos nimeros K>0 que sa

caces

fazem a desigualdade em (iii). O conjunto das apl
n

tilineares continuas de X, em ¥ com esta norma & um espa

=X =X, escreve-se L"(X,¥) = L(X,...,X,¥) com X repetido n ve

zes.



[image: image6.png]Teorema 2.4

Existe un isomorfismo isomStrico entre L(Xp,...X ,¥)

@ L{X),LiXy,L{Xg,0un, LK, Y1)

Sejam X e Y espacos de Banach, S um subconjunto aberto

de X e £ : S»Y diferenciivel. Diz-se que

tem derivada de

chet de 22 ordem em x € S, designada por Df (r), seD£:S=L(X,¥)

ten derivada de Fréchet em x. Temos entio DYf(x) € 13(X,v

£ possivel provar que D2£(x) (hy h,) = D?£(x) (hy,h;) para todo

(ny,h,) € XxX. Por inducio podem-se definir derivadas de or

dem superior ¢ escreve-se para a derivada de ordem n DVf(x) €

L™ (%,¥). Uma funcdo multilinear F € L™(X,V) diz-se simdtrica

se Flry,...,x ) com x; € X (i=1,...,n) & invariante sob permu

. £ simples provar que D"f(z) quan
ples T 3 quan

tacdo dos inteiros 1,2,...,

do existe & uma funcido multilinear simétrica.

Se X e ¥ s3o espacos de Banach e ScX, designa-se por

(s,

, para k30 inteiro, o espago de fungdes £ : S»¥ tais

que as derivadas de Frichet DIf(x) existem para todo x € S ,

1 ) sendo continuas de S

k, com as fungdes x b DJ

em L7 (x,¥), onde se convenciona D°f

£

se

€ C™(s,Y) para todo n30 inteiro, diz-se que

£ec®(s,.

e 27 or

Calcule as derivadas de Fréchet de 17

definidas de C{[0,1];R) em R comc se segue:

1

(a) F(£) = [ f£(s) ds
0
1

) 66 = £ as
o
1

() u(z

)y = £3(s) as.
o




[image: image7.png]Resolva o exercicio andlogo para o caso em que cadauma
das fungdes & definida pela f£ormula indicada no maior subcon

junto 5 de L

(10,1);R) onde a expressio define uma

ungdo  de

S em R.

8 frequente utilizarem-se em :

de aproximagdes sucessivas para obtengo de
goes. Em muitos casos esses métodos podem ser idealizados em

termos da existéncia de pontos fixos para aplicagdes de con

tracgdo.

m ponto

ixo de uma fungdo £ num conjunto S & uwmpon
to x € S onde f estd definida e & tal gue £(x) = x. Se (S,d)

& um espago métrico com distdncia d, diz-se que £ & uma con-

traccdo em S se £ : S5 e existe 8 € [0,1) tal que

atflx),

W) <o alzy)

A 3 chama-se uma constante de contraccdc para £.

Teorema2.S:Principio de contracgio Ge Bamach-Cacciopoli}

Se (5,d) & um espago métrico completo e f : S5 & uma

contracgdo em S, entdo existe um e um s& ponto fixo x* de

en s.
Al3m disso, se XO €Sef IU = com
o - n .
fro—z,entaofxo-vxe
n
atexy, 2ty g —2— dtxz,.x,)
0 1-8 0

onde § & uma constante de contracgdo para f em S.

12



[image: image8.png]Por vezes & necessdrio saber a forma como pontos fixos
dependem de pardmetros gue aparecem em £. Se (S,d) & um espa
co métrico e A & um conjunto, diz-se que £ : SxA » S & wracon-

traccdo

iforme em S se existe 5 € [0,1) tal gue

d(fix,A),E(y,)) < 8 dlx,9)

para todo X,y € S, A € . (Note-se que & & independente de x,
YA

Teorema 2.6: Principiode contraccio uniforme)

Sejam U e V subconjuntos abertos de espacos de Banach

X e A, respectivamente. Se

me em U, £(x,.) & continua en

Gnico ponto

zeck @

;%) em T, o g & Se

7,%) com Ogkg=, entdo c€C

De:

Tenos para cada X € V, h € & com a+h € V

lg#h) = g1 = 1£(g(a+h) ,a+h) - £(g(3),A)1
< TE(g(+h) ,a4h) = £(g() A+h)] + 1£(g(A) A+h) -
< 8 1g(a+h) = g(A) | + 1£(g(A),A+h) = £(g(A),A) 1.

logo

fgh+n) - gl <

1€(g(2) ,A+h) = £(g(h),A) 1.
1-e

Como £(x,1) & continua em A € V, segue-se que g(i) & continua

em A € V.

Suponhamos que as hipdteses do Teorsma s3o vilidas com




[image: image9.png]1£G ) = £l )l 6 lxpmxyl para 3,

seque-se que NID £(xdllc ¢ <1 para (x,3) € UxV. Se ¢ fosse

diferencidvel, diferenciando g(i) = £(g(1),i) obter-se-ia

Dg(i) = D_£{g(A),A) DGR} + D I(g(r),a).

Para se provar que ¢ é diferenciivel comega-se por iden

ficar uma transformagdo linear em A que seja candidata i de

rivada Dg(1). Secue-se da equacdo anterior gue uma tal trans

formacio deve ser solucdo M de equagdo

g(A) A0 + D Elg(h) ). (1)

nindo T : L{A,X) x V » L(A,X) de modo a que T(M,})

seja dado pelo lado direito da equagio anterior, obtér

se

UTO ) = T, M1 = 1D g (h) M, = g0, M1l

<M Myl para M, M, € L(4,X), A € V.

Portanto T & uma contraccdo uniforme em L(A,X). Segue-se do

rincipio desta demonstrag3o que existe um e um s& ponto fixo

o

#

.

Tem

X), designado por M(1), e que este ponto fimdepen

de continuamente de X € V.

Para provar que g & diferencidvel no ponto i com deri

vada M(1), tem que se provar gue

lg(a+h) = g(a) - M(A)hl » 0 quando h-0.

seja y = y(h) = g(h+h) - g(1). =
(A, M y¥D, E(g (3) ) hta(y,h) (2)

o

y=£(g (3) +v,3+h) =£(c (3] ,A) =D




[image: image10.png]que

& conti
nua em h, temos y(h) - 0 quando h » 0, e , consequentemente,

pode-se restringir 5 de modo a obter

laly ), i <eliy(h)l + Ihl) para ihl < 6.

Se ¢ satisfaz 0 < ¢ < 1-¢, obtém-se de (2), para lhl<é

Iy ()1 g elyth)l + 11D £(g(a) )0 IRl + e (] +1al).

Seque-se gue, para |h| < §,

cint.

4D, E(g (), 1)l +e) |
1-9-¢ N

Portanto |a(y,h)| < £(14C)|h| desde que 0 < c<l-8 e

Ihl < 6. Como das identidades (1) e (2) se tem

(y(h) = MO\)n) + Aly(a),h)

segue-se que

Iy () -M(0hl £(1+C)inl, para 0 <& < 1-3, Inl < 5.

Como consequéncia, Dg(i) existe e & igual a M(3), pa

ra A € V. Como M(i) & continua e

, também Dg(}) o

1
&c.

Suponhamos que o Teorema & verdadeiro para k=i com i3l

i+ B s
e que £ € c**1. como De(1) satisfaz (1) e &, portanto,o dnico

ponto fixo da funcdo T definida atrds, T & uma contracgdo uni



[image: image11.png]forme L(4,X) e T & de classe C*, segue-se que Dg(x) & de

ot . 5 Qi+l =
classe C, provando que g & C7 . Q.E.D.

Fungdo Implici

Teorema! a)

Sejam X, Y e 2 espagos de Banach, e U, V subconjuntos

abertos de X e Y, respectivamente. Se F : UxV » 2 & continua

mente diferencidvel, (xq,yp) € UsV, Flzg,ug) = 0 e D Flxy,yy)
tem inversa limitada, entdo existe uma vizinhanga UjxV; < UxV
de (xg,9y) e uma V,oUp, com £lyg) = x, tal que pa
ra (z,9) € UyxV, Flx,y) = 0 se e 56 sex = flyl.

Além disso, se F € C°(UxV,2), com k 3 1 inteiro, entio

e cfw x.

Dem

F‘(xo.;'o)]"‘ e Glx,y) = x- LF(x,y). Entdoos

pontos fixos de G(.,y) sdo as solugdes de F(.,y) = Se F &

X, também ¢ o &. Por outro lado, Glx,

)=

0r¥0) =g = P8(grvg
Consequentenente, 11D,G(x,y) |l < & < 1 para todo (r,y) numa vi
zinhanga U sV, de (xq,y,). Zsta vizinhanga pode ser escolhida

de modo a que G : UpjxV; = Uj. Tem-se entdo que G

uma con

tracgdo uniforme em U;. O Principio de Contraccdo us rme ga
rante ent3o a validade do Teorema. Q.E.D.
Uma simples aplicagdo do resultado anterior conduz ao

seguinte Teorema da fungdo inversa.



[image: image12.png]forme em L(A,X) e T & de classe C°, segue-se gue Dg(i) & de

classe ¢!, provando que g & c**E. Q.E.D.

Teorema. ungdo Implicita)

Sejam X, Y e 2 espacos de Banach, e U, V subconjuntos

abertos de X e ¥, respectivamente. Se F : UxV - 3 & continua
e ai ncidvel x (¢ = f
mente diferencidvel, (xg,y,) € UxV, Fixg,yg) = 0 e D F(xy,u,)
tem inversa limitada, entfo existe uma vizinhanga U;xV) & UxV
de (zg,yg) e uma com £lyy) = x, tal que »pa

se e sésex=Efly).

ra (z,y) € UpxVy

Além disso, se F € C*(UxV,2), com k 3 1 inteiro, entdo

Fixy )17 e Clr,y) = 2= LF(x,y). Entdoos

pontos fixos de G(.,y) s3o as solugdes de F(.,y) =

X, també

G o &. Por outro lado, Glx,yy)=xy e D Glxy,y)=
Consequentemente, [ID,G(z,9) Il < & < 1 para todo (z,y) numa vi
zinhanga UpxV) de (xq,y,). Esta vizinhanga pode ser escolhida

de modo a que G : U,xV, - U,. Tem-se entfo que G & uma con

tracg3o uniforme em U,. O Principio de Contraccdo uniforme ga

rante entdo a validade do Tecrema. Q.E.D.

Uma simples aplicagdo do resultado anterior conduz ao

seguinte Teorema da fungdo inversa.



[image: image13.png]Teorema 2.7(daFuncdo Inversa)

Sejam X e 2 espagos de Banach e U um subconjunto aber

to de X. Se F : U»Z & continuamente diferencidvel, X, € U, e

itada, entdo existe uma vi.

inhanga U)SU

de x;, uma vizinhanga V,<Z de gy = Flx;) e uma funglo £:V,U;

(xy) tem inversa li

z,

) se

a1 ¥ 5
o © tal que para (x,4) € U;xV, se tem y=F

e sd se x=f(y). Se F € C"(U,2), com k31 inteiro, entio

fecw

X)
€ v

Um outro tipo de teoremas de ponto fixo Gteis no estu
do de equages diferenciais estd relacionado com o Teorema do
Ponto Fixc de Brouwer. Este Teorema & a generalizagio para R©
do facto 8bvio de que o grdfico de qualquer aplicagiocontinua
do intervalo real [0,1] em si préprio intersecta necessariamen

te a diagonal do guadrado com vértices (0,0), (0,1), (1,0) e

(L,1).

P n
Designa-se a bola fechada unitdria de R' por

{r € R® : IxIgl} e a esfera unitdria de R” (que temdimen
sdo n-1) por s7 1 = (x € & : IxI=1}. A demonstracio que se
vai dar para o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer baseia-se na
impossibilidade de definir numa esfera de dimensdo par um cam

po vectorial continuc de vectores ndc-nulos tangentes 3 esfe

ra. Este facto que & geometricamente intuitivo quando a esfe

ra tem dimens3o 2, & obviamente falso para esferas de dimensdo

impar visto que v(xp,...,%) = (%,
n-1

Xy peee s X x defi am
- /-%,_;) defineun

campo vectorial em $” ' com as propriedades indicadas quando

n-1 & Impar.



[image: image14.png]/ \ /
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N 7

5! S

Teorema

N3o existem campos vectoriais continuos definidos sobre

uma esfera unitiria de R de dimensdo par que transformem

cada ponto da esfera num vector deR” nio-nulo etangente desferanes

se ponto.

Dex

Prova-se primeiro que ndo existe um campo vectorial que,

além das propriedades enunciadas aiferenci,

1

. n- fezes
vel e transforma os pontos de S” ' em vectores unitdrios.

. n-l_n .
Suponnamos que u : §" -R" & um campo vectorial com es

tas propriedades. Este campo vectorial pode ser estendido i

coroa esférica A = {y € K" : 1/2 g Iyl g 3/2} de acordo com a

expressao uly) lyl uly/lyl). Considera-se a funcZo definida

para Itl su

para t € R por £ : a-R" com £ ly) =y + £ uly)

ficientemente pequeno esta fungdo & uma bijeccdo de A nacoroa

esférica limitada pelas esferas de raios ——

Portanto
7.0
(&) = (14£%) volume(a).

volume

18



[image: image15.png]Por outro lado, como

& continuamente diferencidvel,

os volumes de £_(3) e 3 podem

3

ambém ser relacionades pele trans

formagdo de variiveis definida por £, aplicada aos intecrais

midltiplos que correspondem aos volumes indicados. Mais preci

n,n
T+ tlauy /3y,

samente, como a matriz Jacobiana de %

B
~ 1,3
o seu determinante & uma funcdo polinomial em ¢ da  forma
n i z s :
1+to; + ...+t onde s, : AR sio fungdes continuas, e
segue-se que para |t| suficientemente pequenc se tem
n .
volume £,_(A) =] (Qteog W)+ 4t0e ) &y
2y A -
=a)
+oajt + +at?
1B+ e+t

n
[ oty) dy com agly) = 1. ora (Vist?) 6 pode ser
A

um polinémio em t se n for par, pelo que

15

par. Portanto, se n-1 & par, n3o existem campos vectoriais de
vectores unitdrios, continuamente diferenciiveis e satisfazen

do as propriedades enunciadas.

Para terminar a demonstragido do Teorema, basta mostrar
que 2 existdncia de um campo vectorial v com as propriedades
do enunciado do Teorema implica a existdncia de um campo vec
torial u que, além dessas propriedades, & continuamente dife
rencidvel e consiste em vectores unitdrios. Pelo Teorema de
Aproximagdo de Weierstrass , existe uma fungdo polinomial

- n
-l

P - R gue aproxima uniformemente v a menos de um des

vio positivo arbitrdrio.

Definindo w : S™L = " por wix) = p(x) - (plx) . x)x,

seque-se w & infinitamente diferencidvel, wi(x) & tangente a
o R -

s" em x e lwix)| > 0 para todo x € 57 1. Portanto, u=w/lul

n-

& um campo vectoria finitamente diferencidvel de §

en

19



[image: image16.png]% que transforma cada ponto de $° Y num vector unitirio ta

g1
s

gente a nesse ponto. Foi atrds estabelecido que tais cam

pos v

ctoriais s podem existir quando

1 & Impar.

Exercicioc 2.6: Fornega os detalhes da demonstragdo anterior.

Teorema 29 (doPento Fixo de Srouwer)

en

De

& continua e ndo tem pontos

fixos.

n

- . n : ipr41
define um campo vectorial continuo w : B" - R, pois x.f(x)#L

De facto, da desigualdade de Cauchy-Schwartz resulta que

x.f 1 com x € B" implica x

(x) o que & impossivel vig

to gue £ nac tem pontos

x0s. £ também simples Ge ver que,

-1

para x € . se tem w(x) =

O campo vectorial w pode ser utilizado para construir

um campo vectorial na esfera unitdria S* de R'L. rde:

hi n+l -
do-se B com o hiperplanc de R de equagdo v,

[l

n+l

sa pelo "equador™ de S", usa-se uma projecgioc estereogrifica

do "polo norte" (0,...,0,1) para transformar x € 3" num ponto
y = s{x) do "hemisfério sul" Yns1 € 0. 3plicando a derivadz de
n

s em ¥ ao vector w(x), obt&m-se um vector uly) tangente a §

no ponto y = s(xr). Obtém-se assim um campo vectorial continuo

20



[image: image17.png]21

nisfério Em cada ponto y do

u definido no

"equador”, o cilculo de 0,...,0,1).

Usando uma projec

1o sul" (0,...,0,-1) para o
5o vectorial - & transformado num campo vectoria

isfério norte” que também tem o valor (0,.

s do "eguador”. Juntado estes dois campos vectoriais,obtén

: n+
-se um campo vectorial continuo de s” em 3", que transforma

Y -
cada ponto de S num vector ndo-nulo tangente a S nesse pon

to. Do teorema anterior conclui-se que & Impar. Portanto o

teorema & vdlido para n par.

Para demonstrar o teorema para n impar, basta notarque

uma func 32Kl on si préprio sem pontos fixos @i origem

0) g e

cdo de

a uma

(ysen e Eggey)

préprio também sem pontos fixos. Isto contradiz a validade do

teorema para n par aue tinha sido estabelecidaanteriormente.




[image: image18.png]& un espago topoldgico e S © X & homeomdrfico i b

un

n = = -
ria de R, entdo gualquer funcio continua

- S tem pelc menos um ponto fixo em S.

zxercicio 2.7: Fornega os detalhes das demonstracdes dos dois

resultados anteriores.

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer estd relacicnado com

a inexistdncia de uma fung3o continua da bola fechada unitiria

de R” na sua fronteira que mantenha fixos os pontos da frontei

Mais precisamente, se X & um espago topelégico, S um sub

espaco de X @ F : X - S, diz-se que £ & uma retraccio de
S se £ & continua e a restrigio de fa S & a identidade em S,

e pode-se ent3o provar o resultado seguinte.

Teorema 2.11

0 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer & equivalente 3 ine
xistdncia de uma retracgio da bola fechada unitiria de E' na

sua fronteira.

De:

EY - B
Suporhamos que £ : B" » 5" & uma funcdo continua  sem
n

+ %7 gue transforma

pontos fixos. Entdo a fu

n - - . .
ponto x € B na interseccio de S com a semirecta comorigem

em £(x) e passando por x & uma retracgio de BY em S"TE

. Portan
to, a inexisténcia de wma tal retracgio implica a validade do

Teorema de Brouwer.
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[image: image19.png]A demcnstrag3o de que a validade do Teorema do Ponto

Fixo de Brouwer

st 5 sbvia. Q

xisténcia de retracgic de 3% em

E.D.

os deta

hes da demonstracio anterior.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer ndo & vilido em es

pagos de dimensdo infinita, como & ilustrado pelo exemplo se

guinte:

Exemplo 2.12

Considere-se o espago de Banach i, das sucessdes

2
ros reais com I |x,1° <=, com a norma

=1t

de n

1x;1%)7/°. Designe-se por B a bola fechada unitéria

este espago e defina-se £ : B - B com f(x) v =y}
-2 ey =z, para 32, Eatio £ (oi?
& um ponto fixo de f tem-se Ilxll= |l (x) lo gue implica

x =y =0, 0,... e portantox=0 o que con

tradiz llxll= 1.

0 andlogo do Teorema de Brouwer para espacos de Banach
requer portanto um enunciado diferente. Uma forma frequente

deste resultado foi proposta por Schauder.
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[image: image20.png]Teorema 2.13 (do Ponto Fixo de Schauder)

0
L
o

um subconjunto compacto e convexo de um  espaco

de Banach X e £ :

£ tem um ponto fixo

em A.

Como A & compacto, gualguer que seja £>0 existe uma co

bertura finita de A por bolas de raio ¢ e centros em

S 3t -
cooxye Seja &) : A - R tal que

0 se |x-x

v

e-lz=z; | se lz-x,l <

para i = 1,. sdo continuas e zq dj (x
para todo x € A. Portanto, z fungdo g° Cefinida em LA por
5% ix) &} x) x /T di\x) & continua de A no envélucro con
vexo de ?x s i ,...1\-, que se designa por C°. Além disso,

I a, (x) (x;-x)

19° () -x1

I

2 fungio h® = g% f & continua e transforma A em C°. Co

mo A & convexo, segu

se que h®(C%) < c®. aplicando ¢ Teorema

do Ponto Fixo de Brouwer obtém-se a existéncia de um ponto

%o x® de h® em C°.

Por outro lado,

125 x"1 = 125t (5 g e



[image: image21.png]e, portanto, se {c;} & uma sucessdo e nimeros reais positivos

conver:

ndo para zero guando i - w, obtemos uma suces
B B c
pontos x © € A tal que |f(x

existe uma subsucessio de {x °) convergente para um ponto

€ & quando i » . Tem-se entdo £(x_) x,

0

o 0.2

0 Teorema anterior & também v

1ido em espagos vecto

ais topoldgicos localmente convexos e, nesse contexto, & co

cido por Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonov.

Uma outra forma do Teorema de Schauder, (til em certas

circunstdncias, exprime-se em termos do conceito de aplicagio

compacta. Uma aplicagdo entre espagos de Banach £ : - ¥ diz

-se compacta se f transforma conjuntos limitados em conjuntos

nto tado

srécompactos, i.e., se qualquer que seja o conj

em E(A) compacto. Se £ & compacta e continuaz, diz-se

w

< X se

que & completamente continua.

Se R & um subconjunto fechado, limitado e convexo de
um espago de Banach X e £ : A - A & completamente continua ,

entdo f tem um ponto fixo em A.

A) & compacto. Seja H o envdlucro conve

sor hipdtese

%o de E(A), i.e., H & o conjunto
a
{roex iz € 1,n€NW .
i=1
Como A & convexo e fechado e £(a) c &, segue-se  que

A e, portanto £(H) c H. Como o envdlucro convexo deum con




[image: image22.png]26

to compacto & também um conjunto compacto, segue-se que

bl

& compacto e, portanto, resulta do Teorema anterior que

um ponto fixo em H ©

0.E.D.

ercicio 29: Mostre que o Teorema de Schauder & falso sea con

vexidade ou a compacidade de A & eliminada da hipStese.

xercicioZ.10Prove que o conjunto A gue se segue & compacto e

convexo gquaisquier que sejam 8, M ¥ 0 & I um intervalo

chado de R.

a={oec@r

) loft) | g B, lolt)-0(¥)| g MIt-E| para to

do t,T €I }.

Observagdes nistéricas
0 cilculo diferencial em espagos @e Banach foi iniciado

por Fréchet (1909-25) e Gateaux (1919-22). O Teorema de Zonto

© de Brouwer foi apresentado por este autor por voita de

1910 e as primeiras generalizacdes para espacos de dimensdo

Xk 2

infinita foram feitas para espacos C* e L por Birkhoff e

Xellog (1922), seguidas das contribuicdes de Schauder (1927-30)
e Tychonoff (1933). A demonstracdo do teorema de Brouwer se-

gue Milnor (10, 1978].
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