Apéndice A

Existéncia de solucoes

de equacoes diferenciais
ordinarias pelo método

de Euler: Teorema de Peano

Apresenta-se neste apéndice uma prova do Teorema de Peano que estabelece
a existéncia de solucao local para o problema de valor inicial.

(Al) y = f(t7 y) ’ y(tO) =Yo,

em que f: D — R" é uma funcdo continua num conjunto aberto D C R"
que contém (tg,yo). A prova baseia-se em provar a convergéncia de uma
sucessao de aproximacoes da solucao obtidas pelo método de Euler. Permite
provar a existéncia de solugao local apenas com a hipotese de f ser continua,
e fundamenta o método de Euler. Naturalmente, com esta hipdtese nao é
possivel garantir unicidade de solucao do problema de valor inicia.

Analogamente ao que se fez no capitulo 2] para provar a existéncia de
uma solugao sem a determinar explicitamente segue-se o esquema geral:

1. provar que uma subsucessao da sucessao de aproximacoes tem limite,

2. provar que o limite é uma solucao.

A sucessao de aproximacgoes para uma possivel solucao local do problema
de valor inicial (Al é definida num intervalo I,=[to—«, to+«], com a >0
apropriado. Nomeadamente, pode-se tomar uma sucessao {y;} de funcoes
definidas em I, tal que yj é a funcao poligonal que liga os pontos calculados
pelo método de Euler para intervalos de comprimentos iguais a h; = g;. Para
garantir que esta sucessao estd bem definida ha que escolher a de modo a
cada uma das linhas poligonais obtidas por aplicacao do método de Euler
no intervalo I, nao sair do dominio D de definicao de f, o que pode ser
feito exactamente como na demonstracao do Teorema de Picard-Lindelof no
capitulo2l Comega-se com I, = [tp—a,to+a] e By={y: |[y—yol| <b} CR" (ou
C™), em que a,b>0 sao suficientemente pequenos para que R=1,xBy C D,
e define-se M >0 tal que M >maxg [|f|| ¢ « = min {a, % }.

179Por exemplo, o problema de valor inicial = &y, y(0)=0 tem infinitas solugoes.
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Teorema de Arzela-Ascoli

E preciso provar que a sucessio de aproximacoes considerada tem uma
subsucessao convergente. Diz-se que uma familia F de func¢oes com valores
em R™ (ou C™) definidas num conjunto nao vazio S C R (ou C™) é uma
familia normal se toda sucessao de funcoes em F tem uma subsucessao
que converge uniformemente em subconjuntos compactos de S. Esta proprie-
dade é muitas vezes referida como “propriedade de compacidade de conjuntos
de fungoes”., pois, uma caracterizacao de conjuntos compactos em espagos
métricos é pela chamada Propriedade de Bolzan-Weierstrass, no-
meadamente toda sucessao no conjunto ter uma subsucessao convergente
para um ponto do conjunto. Considerando o espaco das fungoes complexas
continuas definidas em S com uma métrica (que existe) correspondente a
convergéncia uniforme em conjuntos compactos, verifica-se que uma familia
é normal se e s6 se o seu fecho é um conjunto compacto na métrica refe-
rida. Provar que a sucessao de aproximacoes acima considerada tem uma
subsucessao convergente corresponde a provar que é uma familia normal.

O Teorem de Arzelé—Ascol que se segue caracteriza familias nor-
mais num conjunto separavel por propriedades de limitacao pontual e equi-
continuidade. Diz-se que um conjunto nao vazio S CR"™ (ou C" é separavel
se contém um subconjunto numeravel dens em S. Diz-se que F é uma
familia pontualmente limitada se para cada x € S existe M >0 tal que
If(x)|]| < M para x € S, f € F. Diz-se que F ¢ uma familia localmente
equicontinua se para cada conjunto compacto K C S e cada € > 0 existe
0 >0 tal que |f(x')—f(x)|| < € para X', x€ K com |x'—x|<defeF. A
razao do nome “localmente equicontinua” é por esta propriedade valer lo-
calmente numa vizinhanca de cada ponto de um conjunto implicar que vale
em todos subconjuntos compactos do conjunto (dado que toda a cobertura
aberta de um conjunto compacto tem uma subcobertura finita) e vice-versa.

Para o Teorema de Peano s6 se usa a suficiéncia da condi¢ao enunciada,
mas devido & importancia geral do resultado e as suas amplas aplicagoes
opta-se por estabelecé-lo como condicao necessaria e suficiente, o que, natu-
ralmente, alonga a prova. O leitor pode saltar sobre a prova de necessidade
sem perder o caminho l6gico em que se fundamenta o Teorema de Peano.

(A.2) Teorema de Arzela-Ascoli: Seja SCR™ (ou C") separdvel e F
uma famdlia de fungoes com valores em R™ (ou C™) definidas em S. F
€ normal se e s se € pontualmente limitada e localmente equicontinua.

180Bolzano, Bernard (1781-1848).

181 Este teorema caracteriza compacidade de conjuntos de funcées no espaco de funcées
definidas em S com a métrica da convergéncia uniforme em conjuntos compactos.

182 Arzela, Cesaro (1847-1912). Ascoli, Giulio (1843-1896).

183Djiz-se que Q C S é denso em S se Q=S. Como o conjunto dos pontos de componentes
racionais é denso em R", todos subconjuntos abertos de R", com excepc¢ao do conjunto
vazio, sao separdaveis, assim como os fechos destes conjuntos.
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Dem. 1) Suficiéncia. Seja {f;} uma sucessao de func¢oes em F. Como S é
separavel tem um subconjunto @ numeravel e denso em S, e @ N.S é um
conjunto numerével e denso em S. Seja {qi} uma sucessdo que enumera
os pontos de @ N.S'. Organizam-se os termos das sucessoes {f;(qx)} suces-
sivamente em linhas (correspondentes a diferentes valores de k) e colunas
(correspondentes a diferentes valores de j) como na Figura[AJl A sucessao
{fj(a1)} é uma sucessao limitada de nimeros complexos, pelo que tem pelo
menos uma subsucessao convergente; tomam-se os termos de uma tal sub-
sucessao para 1? linha. Procede-se sucessivamente para as linhas seguintes,
construindo cada linha k& com os termos de uma subsucessao convergente
de uma subsucessao de {f;(qx)} cujos indices percorrem apenas os indices
retidos para a linha imediatamente anterior. Toma-se, agora, a sucessao
{fj,.(ar)} dos termos na diagonal da construcao anterior, indicados na Fi-
gura [A ] entre parénteses rectos. A sucessao de funcgoes consideradas na
diagonal {fj,, } ¢ uma subsucessao das sucessoes de funcoes consideradas
nas linhas anteriores {f}, }, j=1,...,k—1, pelo que converge em todos pon-
tos qx, k€ N, i.e. em todos pontos de @ N S. Esta construcao chama-se
Argumento Diagonal de Cantor'®] e tem utilidade noutros contextos.

[.fjn(ql)] [fjlz((h)] T [fjlk(ql)]
[fjm (q2)] [.fj22 (g2)] - [ijk (g2)]
fin(@2)]  [fie(@2)] - [ (a2)]

Figura A.1: Tlustragdo do Argumento Diagonal de Cantor

Para simplicidade de notacao, redesigna-se por {fy} a sucessao de fungoes
obtida na diagonal do processo anterior.

Sejam € >0 e K C .S um conjunto compacto arbitrarios. Como F é uma
famfilia localmente equicontinua, existe 0 >0 tal que ||f(x')—f(x)| < € para
x',x€ K com ||x'—x|| <0 e f€F. O conjunto de todas bolas abertas de raios
% centradas em pontos de K é uma cobertura aberta deste conjunto. Como
K é compacto, esta cobertura tem uma subcobertura finita constituida por
bolas abertas Bi, Bs,...,By. Como QN S é denso em S, para cada s =
1,2,..., M existe p; €QNS. A sucessao {fy(ps)} é convergente, e, portanto,
é uma sucessao de Cauchy; logo, existe N € N tal que para j,k > N é
Ilf;(ps) —fi(ps)|| <€ para todo s=1,2,..., M.

Se x€ K, para algum s = 1,2,..., M é x€ By e, portanto, ||[x—psl|| <.
Em consequéncia, para j, k>N,

1€ () = £ ()| < 1185 (%) = £ ()| 4115 (Ps) — £ (0 ||+ [[£:(Ps) — & ()| < 3e,

184G, Cantor introduziu este argumento em 1874 para provar #R >N.
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pelo que {f;(x)} é uma sucessao de Cauchy em R™ (ou C™), e como este é um
espaco completo, i.e. toda sucessao de Cauchy é convergente neste espaco,
obtém-se que {fy(x)} ¢ uma sucessdo convergente, digamos fj(x) — L(x)
quando k— 4o00. Fazendo k — 400 na férmula acima obtém-se para j > N
que ||fj(x)—L(x)|| < 3e para todo x€ K. Resulta que f; — L uniformemente
em K, quando k— +o0.

Provou-se que toda sucessao {f;} C F tem uma subsucessao que converge
uniformemente em todos subconjuntos compactos K de S. Logo F é uma
familia normal.

2) Necessidade. Seja x € S arbitrario. Se {a;} é uma sucessao em
A, = Userf(x), para cada j € N existe f; € F tal que ||f;(x)—a;] < %
Como se supoe que F é normal, existe uma subsucessao de {fj(x)} que é
convergente (pois {x} é um conjunto compacto) para algum Ly € R" (ou
C"). A subsucessao de {a;} obtida considerando os termos com os mesmos
indices da subsucessao anterior também converge para Ly. Concluiu-se que
A, é compacto, e, portanto, limitado. Logo, F é pontualmente limitada.

Resta provar que se F é normal, entao é localmente equicontinua. Supoe-
se que nao é equicontinua num conjunto compacto K C S. Entao existem
e>0 e sucessoes {x;},{y;} C K tais que ||x;—y;|| —0e ||f;(x;)—£;(y;)|]|>€
para j € N. Como K é compacto, existe uma subsucessao de {x;} conver-
gente. Pela mesma razao, a subsucessao de {y;} dos termos com os mesmos
indices da subsucessao anterior tem uma subsucessao convergente. Como F
é normal, a subsucessao de {f;} dos termos com os mesmos indices da sub-
sucessao anterior tem uma subsucessao uniformemente convergente em K.
Consideram-se as subsucessoes das trés sucessoes consideradas {x;}, {y;},
{f;} dos termos com os mesmos indices da subsucessao anterior. Tem-se
llx; —y;l|—0e, para alguma funcao fy definida em S f; — fy uniformemente
em K. Como {f;} é uma sucessao de funcoes continuas e a convergéncia é
uniforme, fy é continua em K. Portanto, existe N €N tal que para j> N é

165 (x5) = fo ()l <55 [fo(xs) = £ ()l <5 [fo(xs) —fo(ys)l <5 e

1165 (%) = £ (y i) Il < [1£5 (%) = £ (y5) ||+ [[£o (y5) — £ 05) [ + [ (35) — £ () || <e,
em contradi¢ao com ||fj(x;)—f;(y;)||>¢€ para j€N. Concluiu-se que se F é
normal, entao é localmente equicontinua. Q.E.D.

Teorema de Peano

Voltando as aproximagoes obtidas pelo método de Euler para solugoes do
problema de valor inicial considerado no inicio, observa-se que todas linhas
poligonais consideradas nos segmentos de cada aproximacao sao limitadas
por ||yo|[+ Mo e satisfazem ||y;(t) —y;(s)|| < M|t — s|, para t,s€ I, . Por-
tanto, a sucessao de aproximacoes considerada é uma familia equilimitada
e equicontinua de fungoes definidas no intervalo I, que é um conjunto se-
paravel, pois o conjunto dos numeros racionais contidos nesse intervalo é
numeravel e denso no intervalo. Do Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma
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subsucessao convergente, o que completa o 1° passo do esquema geral pre-
visto no inicio para provar a existéncia de solucao do problema de valor ini-
cial. Mais precisamente, provou-se que a sucessao de funcoes poligonais {y;}
obtida pelo método de Euler no intervalo I, tem uma subsucessao que con-
verge uniformemente neste intervalo para uma funcao continua y: I, — R"™.
Para concluir o esquema previsto basta verificar que esta funcao satisfaz o
problema de valor inicial (AT]).

Designa-se g : I, — R"™ a funcao que em cada subintervalo de compri-
mento h; em que a fungao poligonal y; tem declive constante tem como valor
esse declive. E claro que y; satisfaz (Figura A2 y;(t) = yo +fti g(s) ds.

Como y; —Yy, se for provado que f;g(s) ds—>ftt)f(s,y(s)) ds, obtém-se
por passagem ao limite y(t) = yo—{—ftz f(s,y(s))ds e, do Teorema Funda-
mental do Célculo, y é diferencidvel e y =f(¢,y). Como f e y sdo fungoes
continuas, y é C' em I, e satisfaz a equacio diferencial. A verificacdao de

y(to) = yo é imediata da equagao anterior. Portanto, y é uma solugao do
problema de valor inicial (A.T]).

ﬁiﬂ f; (1)

I ! !
iy tgtw ty tg+m

Figura A.2: Aproximagcao de Euler e fungao que da
os declives da correspondente linha poligonal

Como f é contfnua no intervalo compacto RC R"*! considerado acima,
entao é uniformemente continua nesse conjunto, pelo que qualquer que seja
e > 0 existe > 0 tal que a oscilagao desta fungdo em cada intervalo de
arestas de comprimentos inferiores a ¢ é menor do que e. Como a sucessao
{y;} converge uniformemente para y em I, se j for suficientemente grande
¢ |ly;(t)—y(t)|| <0 para tel,, e também h; <0. Conclui-se que, para ¢t em
cada um dos subintervalos de largura h; em que I, é dividido com base no
ponto ty verifica-se Hf(t, y(t))—f?(t)” <e. Portanto,

H /t:f}(s) ds —/t:f(s,y(s)) ds

0 que prova a convergéncia de integrais desejada.

< |t —to] e < ae,

Fica assim estabelecido o resultado seguinte.
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(A.3) Teorema de Peano: Se D C R" € aberto, f: D — R" € uma
fungao continua e (to,yo) € D, entao existe solugio do problema de
valor inicial (A1) definida num intervalo I, =[to—a,to+a] com a>0.
Se I,=[to—a,to+a] e By={y: |ly—yol <b} sdo tais que I,x B,C D e
M >0 é tal que M > ||f]| em I,xBy e L é uma constante de Lipschitz de
f(t,y) em relagio y em I, x By, entao pode-se tomar ae=min {a,b/M}.

Pode-se estabelecer um resultado de prolongamento de solucoes a inter-
valos méaximos para o caso em que f é continua num conjunto aberto intei-
ramente anédlogo ao do capitulo [ para o caso em que f(¢,y) é localmente
lipschitziana em relacao a y num conjunto aberto. Também ¢é possivel esta-
belecer a dependéncia continua das solugoes em relacao as condigoes iniciais
para o caso em que se supoe simplesmente que f é continua e que as so-
lugoes de problemas iniciais sdao Unicas, sem exigir que f seja localmente
lipschitziana.

Para provar unicidade de solug¢ao para o problema de valor inicial (A.T])
na sequéncia do Teorema de Peano, supondo satisfeita a hipétese adicional de
f(t,y) ser localmente lipschitziana em relagao a y, pode-se usar exactamente
a argumentacao no capitulo 2] no final da prova do Teorema de Picard-
Lindeldf, ou um argumento baseado na Desigualdade de Gronwall.

Notas histéricas

O conceito de equicontinuidade foi introduzido em 1883 por G. Ascoli quando
este observou que é uma condicao necessaria para que uma familia de fungoes
reais seja normal. A prova da suficiéncia da sucessao ser pontualmente
limitada e localmente equicontinua deve-se a C. Arzeld em 1885. A prova
do Teorema de Arzela-Ascoli usa o famoso Argumento Diagonal de Cantor,
aplicado por G. Cantor em 1874 para provar que a cardinalidade de R é
maior do que a de N. A designagao de familia normal foi introduzida por P.
Montel em 1912 que a explorou em Anaélise Complexa.

O Teorema de Peano foi obtido por G.Peano, para equagoes escalares em
1886 e para equacoes vectoriais em 1890, embora tenha raizes no trabalho
de A.-L. Cauchy em 1820 e de R. Lipschitz em 1876. A prova inicial foi
simplificada por, entre outros, C.de la Valée Poussin, C. Arzela, P. Montel e
O. Perron.
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Teorema Fundamental
do Calculo com integral
de Lebesgue

Um dos aspectos centrais do cédlculo diferencial e integral é a relagao de
derivadas com integrais. O Teorema Fundamental do Célculo estabelece
que, sob hipéteses razoavelmente gerais, derivada e integral sao o inverso
um do outro, no sentido da derivada de um integral indefinido ser a funcao
integranda e o integral da derivada de uma funcao num intervalo ser a dife-
renga da fungao nos extremos do intervalo. Para integrais de Riemann estes
resultados sao conhecidos do calculo elementar para fungoes integrandas,
resp., continuas e continuamente diferenciaveis. Neste apéndice estudam-se
as relacoes referidas no contexto do integral de Lebesgue.

Funcoes de variacao limitada

As hipéteses naturais para validade do Teorema Fundamental do Célculo
com integral de Lebesgue envolvem o conceito de fungoes de variagao
limitada num intervalo compacto [a, b] , que sao fungdes com a propriedade
de existir M >0 tal que qualquer que seja a particao finita do intervalo por
pontos a =ty <t1 < -+ <t,,=b verifica-se Y - |f(tx)— f(tx—1)| <M. Se f
é uma fungdo de variagao limitada em [a, b] chama-se variagao total T2(f)
de f em [a,b] ao supremo das somas > ;- |f(tx) — f(tk—1)|, consideradas
para todas possiveis partigoes finitas de [a, b] .

Toda fungao f mondtona em [a, b] é de variacao limitada neste intervalo,
com variagao total majorada por |f(b)—f(a)|. Também toda funcao diferen-
cidvel com derivada limitada em [a, ] é de variagdo limitada, com variagao
total majorada por (b—a)sup,y |f'[, em particular as fungdes em Ca, b]
sao de variacao limitada.

A soma de duas fungdes de variagdo limitada em [a,b] também é de
variacao limitada, com variacao total majorada pela soma das variagoes
totais das duas fungoes, e o produto de uma constante por uma funcao de
variacao limitada também é uma funcao de variacao limitada com variacao
total igual ao produto do mdédulo da constante pela variagao total da fungao.



354 Apéndice B: Teorema Fundamental do Calculo

Portanto, as fungoes de variagao limitada em [a, b] com as operagoes de soma
e multiplicacao por escalares usuais formam um espaco linear.

(B.1) Teorema: Uma funcio f é de varia¢ao limitada em [a,b] se
e s6 se é a diferenca de funcoes crescentes em |a,b]. Uma funcdio f
de variagdao limitada em [a,b] é diferencidvel q.t.p. em [a,b] e satisfaz

FreL(a,b]) com [71f|<2T2(f) e |[7F| <TUF)

Dem. Comega-se por observar que a variagao total é uma fungao aditiva em
relagao ao intervalo em que é considerada, i.e. se a <t <ty <t3<b, entao
Tttf‘( f)= Tttf (f )+Ttt§’( f), pois, da Desigualdade Triangular, para qualquer
particao de [t1,t3] por um conjunto de pontos, a correspondente soma dos
valores absolutos dos acréscimos em cada subintervalo nao pode decrescer
com a inclusao de to nos pontos da particao, e para cada particao que inclua
to essa soma em cada subintervalo é igual a adicao da soma das parcelas
correspondentes a subintervalos de [t1,t] com a soma das parcelas corres-
pondentes a subintervalos de [to, 3], pelo que os supremos destas somas
considerados em relacdo a todas as partigoes de [t1, t3] satisfazem a mesma
relagao de aditividade. Logo, t+—T! é crescente.

Como f(t)=TL(f)—[TL(f)—f(t)], interessa provar que ¢t TL(f)—f(t)
também ¢é crescente, o que resulta de observar que para t; < to &
F(t2) = F ()| ST () =T () =T (f) , e T ()= F(t) ST ()= F(t1)

O teorema seguinte estabelece que uma fungao crescente g em [a, b
é diferencidvel q.t.p. em [a,b] e a sua derivada satisfaz ¢ € L'([a,b]) e
fab g (t)dr < g(b)—g(a). Logo, a funcao de variacao limitada f é dife-
rencidvel q.t.p. em [a,b] e a sua derivada é f'(t)= %[Té(f)]—%[Té(f)—f(t)] ,
e f' é mensuravel. Como L[TE(f)], L[TL(f)—f()]>0,6é

/()] < LITL)] + LITHS) - (1),
e, como também |f(b)—f(a)| <T?,
b b b
[irwld < [gzimae+ [Gmio-sea
S TUf) + [T~ (f(b)— f(a)] < 2T2(f).

‘/GI}I(T)CH - /a%[Tj(f)]dt —/%[Té(f)_f(t)]dt

a

< max{ / 4710 dt. / 47t() £ (1) dt}

< max {T7(f), T3 ()} = T2 (f) - Q.E.D.

Na prova do teorema seguinte é ttil usar a notagé m*(S) para o
infimo das somas dos comprimentos dos intervalos de qualquer cobertura

185 usual chamar a m*(S) medida exterior de S.
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numeravel de S C R por intervalos. Com esta notagao S tem medida nula
se e s6 se m*(S)=0.

(B.2) Teorema de Diferenciacao de Lebesgue: Toda funcdio f
mondtona em [a,b] ¢ diferencidvel q.t.p. em [a,b] e f' € L'([a,b]),

1P (0) = F(a)].

Dem. Define-se a derivada direita superior e inferior de f num ponto t,
resp., DT f(t) e D, f(t), pelo, limite, resp., superior e inferior da razao
incremental #[f(t + h)— f(t)] quando h — 0+. Analogamente, define-se a
derivada esquerda superior e inferior no ponto t, D~ f(t) e D_f(t) pelo
limite, resp., superior e inferior da razao incremental quando h — 0—. E
DY f(t)> Dy f(t), D~ f(t)>D_f(t) e a fungao f ¢ diferencidvel no ponto
tseesése DNf(t)=D, f(t)=D" f(t)= D_f(t) # +oo. Prova-se que os
conjuntos em que quaisquer duas das 4 derivadas consideradas sao diferentes
tem medida nula. Aqui considera-se explicitamente apenas o conjunto E
onde DT f(t)> D_f(t), pois os conjuntos para os outros pares de derivadas
podem ser tratados analogamente.

Como E ¢ a unido dos conjuntos E, , ={t: DY f(t) >u>v>D_f(t)},
com u,v € Q, basta provar m*(E,,)=0. Dado >0 arbitrario, existe uma
cobertura numeravel de F, , por intervalos abertos cuja soma de compri-
mentos é inferior a m*(E,, ,) +€. Designa-se por U a uniao destes intervalos
que satisfaz m*(U) <m*(E,,) + €.

Para cada t € E, ,, existe um intervalo arbitrariamente pequeno [t—h,t],
com h>0, contido em U tal que f(t)— f(t—h)<wvh. Do Lema de Vital{'®d,
que se prova a seguir, existe um conjunto finito disjunto de tais intervalos
{I1,...,IN}, com I; = [t;—hj,t;], cujos interiores cobrem um subconjunto
A de E}Gv com m*(E,\A) <e, eN

St —Fty=hy)] < v hy <om*(U) < v[m*(Buy)tel .
=1 =1

Se foss]e m*(A) <m*(Eyy) — ¢, e]Xistiriam coberturas numeraveis de £, ,\ A
e de A por intervalos com somas de comprimentos menores do que, resp., € e
m*(Ey,,)—e€ cuja unido seria uma cobertura numeravel de E,, , por intervalos
com somas de comprimentos menores do que e+m*(E, ,)—e=m*(E,,), em
contradi¢do com a definicao de m*(E,, ). Logo, m*(A) >m*(E,,) — €.

Para cada x € A hd um intervalo arbitrariamente pequeno [z,x+ ],
com ¢ > 0, contido num dos intervalos I; tal que f(z+6)— f(z) > ud.
Aplicando outra vez o Lema de Vitali, existe um conjunto finito disjunto de
tais intervalos {Jy,...,JJas}, com Jg =[xk, z) + 0k, cujos interiores cobrem

um BCA com m*(B)>m*(E,,) —2¢€e
M M

[k + 0k) = f(@x)] > w0k = um*(B) > ulm*(Eyy)—2¢].
k=1 k=1

186Vitali, Giuseppe (1875-1932).
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Cada intervalo Jj, esta contido num /; . Como f é crescente, somando para
todos k tais que Jy C Iy, 3. [f(2k + 5k)_f( K] < Ft5)—f(tj—hy), e
N

v (Bup)+e] 2D [f(t)— f(t;—hs)] > Z (e + 0k) = f(@k)] Zum” (Buv)—2€] .
j=1
Logo, vm*(Ey ) >um*(Ey ) - Como u>wv, tem de ser m*(Ey,)=0 como
se pretendia provar.
Fica assim estabelecido que lim +[f(t + h)— f(t)] existe para quase todo
t €la,b]. Para estabelecer que f é diferencidvel q.t.p.em [a,b] resta provar
que o conjunto de pontos F' em que este limite é 400 tem medida nula.
Designando F,f = {t: DT f(t) >u}, é F C F,/, pelo que basta provar que
m*(F;)—0 quando u— 400 . Seja € >0 arbitrario. Para cada z € F,] existe
um intervalo arbitrariamente pequeno [x,z+4d], com 6 > 0, contido num
conjunto aberto V' com m*(V) < m*(F;)+5 tal que f(z+0d)— f(x)> ud.
Do Lema de Vitali, existe um conjunto finito disjunto de intervalos Ji, que
se designa {J1,...,Jyp}, com Jy =[xk, xk + O], cujos interiores cobrem um
subconjunto B de F,f com m*(B) > m*(F)— 5§ e

M M
D[ wetdr) = fan)] > w8, > u[m*(F)—5].
k=1 k=1

Como f ¢ crescente o 1° termo desta desigualdade < f(b)— f(a). Fazendo
u— +00, obtém-se m*(F,[) —0.
Conclui-se que g(t )—}LIH%] [f(t+ h)—f(t)] define uma fungao real q.t.p.
m [a,b], pelo que f é d1fe?enmavel q.t.p.em [a,b], com f'=g. Definindo
gm(t)=m[f(t+=L)—f(t)] e considerando f(t)= f(b) para t >b, obtém-se
gm >0, pois f é crescente e g, (t) — g(t) = f'(t) para quase todo t € [a,b],
pelo que f"é mensurével e o Lema de Fato implica

b
f < lim gm = lim m/[ [fEt+1)—f(t)]dt
m——00 m——00 a
b+1/m a+1/m a+1/m
- lim (m R B N (ORI RROY
m——+00 a m——+00 a
Conclui-se que f’€ L([a,b]) f F'<f)—f(a). Q.E.D.

(B.3) Lema de Vitali: Seja £ C R tal que m*(E) < +o00 e J uma

cobertura de E por intervalos tal que para todo t € E existem intervalos

de T arbitrariamente pequenos que contém t. Entao, qualquer que seja

e > 0 existe um conjunto finito {I1,...,In} de intervalos de J tal que
(E\Uj 1) <e.

87Fatou, Pierre (1878-1929). O Lema de Fatou garante que a fungao limite q.t.p. num
conjunto mensuravel de uma sucessao de fung¢des mensuraveis nao negativas tem integral
majorado pelo limite inferior da sucessao dos integrais dos termos da sucessao no conjunto.
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Dem. Basta provar para cada intervalo da cobertura ¢é fechado, pois se nao,
substitui-se cada intervalo pelo seu fecho, observando que os extremos dos
intervalos tém medida nula.

Como m*(E) < +o0 existe uma cobertura numeravel de E por intervalos
abertos com soma de comprimentos <m*(E)+ ¢. Designa-se a unido destes
intervalos por U. Sem perda de generalidade, pode-se supor que todos os
intervalos da cobertura J estao contidos em U, pois se nao, substitui-se a
cobertura inicial por uma com esta propriedade. Seleccionam-se sucessiva-
mente intervalos desta cobertura por inducao escolhendo arbitrariamente Iq
e, uma vez conhecidos Iy, ..., I;, parando a escolha se a uniao dos intervalos
ja seleccionados contém E e, caso contrario, escolhendo I, dos intervalos
da cobertura disjuntos dos ja seleccionados e com comprimento superior a
metade do supremo dos seus comprimentos, que é necessariamente finito
porque estao todos incluidos em U e m*(U) >m*(E)+e.

Se os intervalos obtidos por indugao como indicado forem em n° finito,
entao F estd incluido na uniao desses intervalos e o complementar dessa
uniao em F é (), pelo que a afirmacao no enunciado verifica-se. Caso con-
trario, obtém-se uma sucessao {/;} de intervalos disjuntos contidos em U
com a soma dos comprimentos > |I;| <m*(U) < m*(E)+e. Como esta
série ¢ convergente, existe N tal que >~ v 4|/;|< 5. Considera-se também
a sucessao de intervalos {J;} em que cada J; estd centrado no mesmo ponto
que I; e tem comprimento 5 vezes maior do que este intervalo.

Prova-se agora que m*(E\Ué»V:le) <e. Seja er\Uj»V:le. Como Ué-vzlfj
¢ um conjunto fechado que nao contém =z, existe um intervalo J da cober-
tura J que contém x com comprimento tao pequeno que nao intersecta os
intervalos Iy, ...,In. Para j> N, se J nao intersecta os intervalos I, ..., I;,
de como Ij41 foi seleccionado, é [J|<2|I;41]|. Como a convergéncia da série
implica |I;| — 0 para j — +o00o, J intersecta pelo menos um dos intervalos
da sucessao. Designa-se Iy o 1° intervalo da sucessao intersectado por J.
Como M >N, |J|<2|Iy|, x € J, os intervalos J e Iy tém pelo menos um
ponto comum e |J| < 2|I|, a distancia de x ao ponto no centro de Iy é
<|JHInm|/2< 3| In| . Logo, z pertence ao intervalo Jys. Portanto, E\U;-V:lfj

’ . .~ +o00 )
estd contido na uniao Uj:N+1JJ , €

+o0 +o0
m*(E\UNL, ) < Yl <5 L] <e.
J=N+1 j=N+1 Q.E.D

Funcgoes absolutamente continuas

Para estabelecer a validade do Teorema Fundamental do Céalculo com o
integral de Lebesgue num intervalo compacto [a, b] consideram-se fungoes
absolutamente continuas em [a,b], que sdo as fungdes f:[a,b] — R com
a propriedade de qualquer que seja € > 0 existir § > 0 tal que para toda
a familia finita {]tj,t;[} de subintervalos disjuntos de [a,b] com soma de
comprimentos <4 é Y 3L, |f(t5)—f(t))] <e.



358 Apéndice B: Teorema Fundamental do Céalculo

Toda fungao absolutamente continua em [a,b] é uniformente continua
neste intervalo. Também toda fungao absolutamente continua em [a,b] é
de variagao limitada em [a, b], porque se f é absolutamente continua neste
intervalo existe 6 >0 tal que a variagao total de f em cada subintervalo de
[a, b] com comprimento <§ é <1, e como o intervalo [a, b] pode ser subdivi-
dido num n® finito de subintervalos com comprimentos < ¢ , a variacao total
de f em [a,b] é finita.

Além disso, a soma de duas fungoes absolutamente continuas em [a, ] e
o produto de um escalar por uma funcao absolutamente continua em [a, b]
sao fungoes absolutamente continuas neste intervalo. Portanto, as funcoes
absolutamente continuas em [a, b] com as operacoes de soma e multiplicacao
por escalares usuais sao um subespaco linear da interseccao dos espagos
lineares das fungdes continuas e das fungoes de variagao limitada em |[a, b] .

(B.4) Teorema: Uma funcgao f € absolutamente continua em |[a,b] se e
s0 se € a diferenca de fungoes absolutamente continuas crescentes.

Dem. Suficiéncia é imediata. Para estabelecer necessidade, comega-se por
observar que uma funcao f absolutamente continua é de variacao limitada
e, portanto, é uma diferenga de fungoes crescentes, em particular f(t) =
THf)—[TE(f)— f(t)], como se observou na prova do Teorema (B.I]). Como
as fungoes absolutamente continuas formam um espaco linear, para verificar
que as duas fungoes sdo absolutamente continuas, basta provar que uma
delas o é. Prova-se que v(t)=TL(f) é absolutamente continua. Seja €>0 e
escolha-se § de modo & condigao na definigao de continuidade absoluta para
a funcao f ser satisfeita. Considera-se uma familia de intervalos abertos
Jaj,b;[Cla,b] com soma dos comprimentos <. A soma ), v(bj)—v(a;)
¢ o supremo das somas » . > {f(xk,m) _f(xk,m—l){ para todas particoes
finitas possiveis dos intervalos |aj, b;[, com j = ..., N. Estas somas sao
todas majoradas por €, pelo que também »_; [v(b;) —v(a;)[<e. Q.E.D.

As fungoes absolutamente continuas com derivadas 0 q.t.p. em [a, b] sao
as fungoes constantes em [a, ] .

(B.5) Teorema: Seja f uma funcdo absolutamente continua em [a,b].
Verifica-se f'=0 q.t.p. em [a,b] se e sd se [ € constante em |a,b] .

Dem. Seja t€[a,b] e A o subconjunto de medida nula de Ja, t[ em que f’ 0.
Sejam €,n > 0 arbitrarios. Para cada x €]a,b[\A existem intervalos com
comprimentos arbitrariamente pequenos [z, x + h] contidos em [a, t] tais que
|f(x+ h)—f(x)|<nh. Do Lema de Vitali (B.3]), existe uma familia finita de
intervalos disjuntos do tipo considerado {[:Uk,yk]}, com xk < Tpy1, tal que
m*(Ja, t[\A)\ Uk [z, yx]) < d, com 6 >0 como na definicdo da continuidade
absoluta de f para o valor de e considerado. Logo,

U ks ziial € (Ja, tDNA)\ U Tees ]
%

k
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pelo que > |zk11—yr| <6 . Portanto, > | f(yk)—f (zk)| <> lyp—xk| < n(t—a)
e Y |f(xg41)— f(yr)| < €. Em consequéncia,

1F) = f(a)] =D [f(@re1)— f (ur) !+Z\f ye)—f ()| < e+ (t—a).
k

Como €, >0 sao arbitrarios, é f(¢ )—f(a):O. Q.E.D.

Teorema Fundamental do Calculo

Prova-se agora o Teorema Fundamental do Calculo para integral de Le-
besgue.

(B.6) Teorema Fundamental do Calculo:
1. Se f € L'([a,b]), entdo F(t f f € absolutamente continua em
[a,b] e F'=f q.t.p. em [a b]
2. Se F ¢é absolutamente continua em [a,b], entdo F(t f F'+F(a).

Em particular, uma funcao f:[a,b]—R é um integral mdeﬁmdo se e so
se € absolutamente continua em [a,b].

Dem. 1. Pode-se escrever f = ft—f~ em que fT = max(f,0) e f~ =
max(— f,0) pertencem a L'([a,b]). Logo, F é a diferenca dos integrais inde-
finidos das funcoes nao-negativas f™ e f~. Como estes integrais indefinidos
sao fungoes crescentes, do Teorema (B.l), F' é uma fungdo de variagao li-
mitada em [a,b] e F' € L'([a,b]). Como f= f*— f~ e integral e derivada
sao transformagoes lineares, para provar o resto da 1* afirmacgao pode-se
supor sem perda de generalidade que f>0. Do Teorema de Diferenciagao
de Lebesgue (B2), fab F'<F(b)—F(a)=F(b).

Define-se fr =min(f, k) para k € N. Do Teorema de Convergéncia Mo-
nétona de Levi, qualquer que seja ¢ >0 existe N € N tal que fab(f—fN) <3,
pelo que se {]t;,¢;[} é uma familia finita de subintervalos abertos disjuntos
de [a,b] com soma de comprimentos <J,

S 16 -re) 32| [ |- [0+ [

Portanto, F' satisfaz a definicao anterior de funcao absolutamente continua
com § = 55. Como fi, f—fr >0, as funcdes definidas por Gy (¢ f fre

Hy(t) :fcf (f— fr) s@o crescentes.

Do Teorema de Diferenciagao de Lebesgue (B.2)), estas fungoes sao dife-
rencidveis q.t.p. em [a,b], e G}, H,. >0 q.t.p.em [a,b]. A funcdo Gy ;(t) =
%[Gk(t—l—l/j)—Gk(t)] satisfaz Gy, ;(t) fttﬂ/]fk e, portanto, |Gy ;| < k.
Como Gy, j—G), q.t.p.em [a,b], do Teorema de Convergéncia Dominada de

Lebesgue,
t t+1/j5 . a+1
/AT
/GG’“ _jgr—ir-loo<1/ G = 1/j/ 3

<EHN D |t —t;| <+ N6
i
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Como G}, é continua, f(jG’ = Gi(t) —Gi(a) = fjfk7 logo, f(f (Gl,—fr) =0
para t € [a,b]. Do Lema que se segue a esta prova, G, = fi q.t.p.em [a,b].
Como F=H,+G, é F’—H,’§+fk>fk q.t.p.em |a, b] Como F’' > f;, para
todo ke N, eF'>fqtpemab fF’>ff F(b

Portanto, F(b) < faF’ < F(b), pelo que f F' = = fbf Logo,
ff(F’—f)zO. Como F' — f>0 q.t.p.em [a,b], é F'= f qtp em [a,b)].
2. Supoe-se agora que F' é absolutamente continua. Como é uma funcao

de variacao limitada, existem funcgoes crescentes Fi, Fb tais que F = F)—Fj
e, portanto, |F'| < F{+ F}. Do Teorema de Diferenciacio de Lebesgue

(I]ﬂl) tem-se fb\F'] < Fy(b) + Fy(b) — Fi(a) — Fy(a) e F' € L'([a,b]). De

1, G(t f F'é absolutamente continua, pelo que também f=F—G é.
Tambem de 1, f'=F -G =0 q.t.p. em [a,b]. Do Teorema (BI), f é
constante em [a, b) e, portanto7 F(t)=G(t)+F(a). Q.E.D.

(B.7) Lema: Se f€L'([a,b]) e fjsz para t € [a,b], entao f=0 q.t.p..

Dem. Se existe um conjunto com medida neq) em que f >0, entao também
existe um conjunto S com medida ne¢) em que f > jl para algum j €N, pois
a uniao dos conjuntos em que esta desigualdade é satisfeita com 7 €N é o
conjunto em que f>0. Logo, m*(S) >0 e m*([a,b] \ S)<b—a. Portanto,
existe uma familia numeravel de intervalos abertos {Ix} que cobre [a,b]\S,
com Y |Ix| <b—a, em que |I}| designa o comprimento do intervalo I, . Como
F=la,b]\ I} é um subconjunto fechado de S e m*[a, b] <m*(F)+m* (Upl}),

m*(F) > (b—a)—m* (Uplp) = (b—a)— > || > 0.
Logo, existe um conjunto mensuravel fechado F' de medida nao nula em
b b
que f > % Portanto, fFf = faxpf > f XL >0 e f}a,b[\Ff <0. O con-
junto ]a,b[\F' é aberto. Logo, é uma uniao numeravel de intervalos abertos
disjuntos ]ag, bx[. Devido a o-aditividade do integral de Lebesgue, a soma
dos integrais de f em cada um destes intervalos é igual ao integral de f em
la,b[\F. Portanto, para algum £k, fb’“fyéO o que contradiz a hipdtese, pois

f =/ b g [ f=0. Conclui-se que f<0 q.t.p.em [a,b] . Analogamente,
Conclu1 se que f>0 q.t.p.
! em [a,b] e, em consequéncia, f=0 q.t.p.em [a,b]. Q.E.D.

Notas historicas

As derivadas superior e inferior direita e esquerda de uma funcao num
ponto foram introduzidas por U. Dini em 1878 para estudar em detalhe o
Teorema Fundamental do Calculo com o integral de Riemann.

As fungdes de variagao limitada foram introduzidas em 1881 por C. Jor-
dan que as caracterizou como diferencas de fungoes crescentes. Na mesma
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altura observou que o integral indefinido de uma funcao integravel a Rie-
mann é uma funcao de variacao limitada.

A igualdade quase em toda a parte de uma func¢ao a derivada do seu inte-
gral indefinido, a existéncia de derivada de uma funcao de variacao limitada
quase em toda a parte e a integrabilidade dessa derivada foram estabelecidas
por H. Lebesgue em 1904.

Também em 1904 H. Lebesgue observou, embora por outras palavras, a
equivaléncia entre continuidade absoluta de uma func¢ao e esta ser um inte-
gral indefinido de uma funcao integravel, mas a 1* prova deste resultado foi
por G. Vitali em 1905, altura em que criou a designacao “funcao absoluta-
mente continua”. Contudo, a propriedade ja tinha sido identificada por A.
Harnack'™ em 1882 para integrais indefinidos no contexto de integrais im-
proprios de Riemann para fungoes ilimitadas. Em 1905 H. Lebesgue publicou
uma prova do resultado muito mais simples do que a de G. Vitali.

Em 1932 F. Riesz simplificou a prova do Teorema de diferenciacao de
Lebesgu evitando a utilizacao do Lema de Vitali, o que se tornou possivel
com a descoberta de um resultado que é presentemente conhecido por Lema
do Sol Nascente.

188 Harnack, Alexei (1851-1888).

189Ver F. Riesz, B. Sz.-Nagy, Functional Analysis, Frederik Ungar Publishing Co., New
York, 1955, e A. Kolmogorov, S. Fomine, Elements de la Théorie des Fonctions et de
l’Analyse Fonctionelle, Editions MIR, Moscou, 1974.






Apéndice C

Complementos sobre
séries de Fourier

Neste apéndice aprofundam-se algumas questoes de convergéncia de séries
trigonométricas de Fourier tendo como base o capitulo [l A convergéncia
de séries de Fourier foi considerada nesse capitulo em varios sentidos. Em
particular, considerou-se na secgao convergéncia em média quadra-
tica, ou seja na norma de L?(I), na seccio [Z.4] convergéncia uniforme e
na seccgao [(.7] convergéncia pontual. Muitas vezes é necessario considerar
convergencia noutros sentidos. Neste apéndice considera-se a convergéncia
no sentido de Cesar e estende-se a convergéncia pontual introduzindo o
Critério de Jordan para fungoes de variagao limitada.

Convergéncia no sentido de Cesaro

Seja f € L'(]0,27]. Diz-se que a série de Fourier de f converge no
sentido de Cesaro para uma fungao g se a média aritmética das somas
parciais da série converge para g, i.e. considerando as somas parciais da
série de Fourier S,(f)(t) = >7__, F(j) €t ¢ as suas médias aritméticas
on(f) :n%rl [So(f)+ -+ +Sn(f)] verifica-se o, (f)— ¢ quando n— +o00, em
que a convergéncia pode ser tomada em varios sentidos, e.g. em média, ou
seja em L'([0,27]), uniformemente ou pontualmente em [0, 27]. Uma série
de Fourier pode convergir no sentido de Cesaro sem convergir no sentido
usual, mas o nao vice-versa.

Com o nucleo de Féjer K, definido em (Z13)), da da propriedade (ZI0IG),

n
(C.1) on(F) () =3 (1= 25) F(5) €t = (Ko f) (1) -
j=-n

O resultado seguinte estabelece o facto notavel da série de Fourier de uma
funcao integravel convergir sempre no sentido de Cesaro para a fungao, e se
esta é continua e tem valores iguais nos extremos de [0, 27], a convergéncia
¢ uniforme, e, portanto, também pontual para a essa funcao.

Uma consequéncia imediata é que se a série de Fourier de uma funcao de
LY([0,27]) converge em L!'([0,27]), entdo converge (em L'([0,27])) para f,

190 Cesaro, Ernesto (1859-1906).
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e analogamente para uma funcao contl'nu em [0, 27] com valores iguais
nos extremos deste intervalo com a convergéncia uniforme em [0, 27] .

Designa-se CP([0,27]) o espago das fungoes continuas com valores iguais
em 0 e 27 com a norma uniforme || f||,= max Hf(t)| .

t€[0,27
(C.2) Teorema: Se B ¢ um dos espagos L*([0,27]) ou CP([0,27]), en-
tao a série de Fourier de f converge no sentido de Cesaro para f em B,
i.e. hm lon(f)—fllg=0. Se a série de Fourier de f € B converge na
norma chB a soma da série € f.

Dem. Na prova do Teorema ([.I5]) obteve-se que (K,*f)— f uniformemente
em [0, 27], o que prova o resultado se B=CP(][0,2x7]).
No caso de B=L!(]0,27]), com o Teorema de Fubini,

I = [ 170 GOl ae< [ K 10 10

27 27\'—6 27 27\'
/ ft— T|d7’dt+/ En —f(t—7)| drdt
27'r~6
/K —f(t—7)dtdr+ [ Kn(r) |f() ft—7)|dtdr
3
27—
Kn (1) |f() ft+2m— T)|dth<maX Nf=Frll 211 Kn+max ||f frll -

27—
Como as fun(;oes continuas sao densas em L'(]0,27]), para qualquer e>0

existe uma fungao g continua em [0,27] tal que || f—g|;1 <e. Como g é
uniformemente continua em [0, 27|, existe € >0 tal que |g(t)—g(t—7)| <e
para T €[—4, 4], t€[0,2x]. Portanto, para Te[ 9,0],

1f = Frll o SIF = grll it llg = gell ot llgr = frll o< e+ Ig() g(t=7)|dt+e<et2mete.

Escolhendo 6 >0, para n suficientemente grande, | f = (K f)ll 1 <2(1+m) €.
Portanto, || f—on ()|l 1 =f—Kn*f||;1 =0 quando n — +oo.

A dltima afirmacao resulta de notar que se a série de Fourier de f con-
verge na norma de B, entao o limite de o,,(f) na norma de B é a soma da
série (na norma de B). Q.E.D.

O resultado seguinte esclarece qual é o limite pontual de o, (f) quando
falha a igualdade de valores de f nos extremos do intervalo e em certas
condicoes em que falha a continuidade no intervalo.

(C.3) Teorema de Fejér: Seja f< L(]0,27]).
1. Se }llli% [f(t+h)+ f(t—h)] em t €R, podendo ser +oo,
entao o (f, t)—)fllii%%[f(t—i-h)—i-f(t—h)] quando n— o0 .
2. Set é um ponto de continuidade de f, entdo on(f) (t)— f(t).

3. Se f é continua num intervalo fechado I C |0, 2],
entao o (f)— f uniformemente em I .

191Esta conclusdo é uma repeticio do Teorema [14).
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4. Se m < f em [0,2n], entdo m<o,(f) em [0,27].
Se f<M em [0,27], entao o,(f)<M em [0,27].

5. Se a série de Fourier de f converge num ponto de continuidade t,
entao a sua soma nesse ponto € f(t).

Dem. 1. Supde-se que f(t)=42 %imo[f(t%—h)%—f(t—h)] é finito (as alteracoes
_)

para limite +oco sao simples). Como o ntcleo de Fejér é uma fungao par e
feLY([0,27]) é identificada com a sua extensdo periédica de perfodo 2,

2m
on(f) (1) = f(t) = OKn(T) [f(t=T)—F()dr

=</01/:W>Kn(7)[ Jdr=2 /K H=n 104 f ()] ar

Para qualquer € >0 existe § €]0, 7| tal que

(C.4) ‘W—ﬂt)‘<e, para |T|<¢,
e existe peN tal que sup K, (7)<e para n>p, pelo que
T7€]0,6(

|on(f) )= <2(eH[|f=FO) 1)

</ /) [LU=nGn) _ Fy gy

para n>p, o que termina a prova de 1.

2. Se f é continua em t, entdo f=f(t) e 2. segue-se de 1.

3. Se f é continua num intervalo compacto I C [0, 27], entao f é uniforme-
mente continua em I, pelo que existe 6 €]0,7[ tal que (C4) é valida para
tel e, portanto, f=fem [ e

|ou(f) ()= F(t)] < 2¢ (1+iu? 1f =F@)llzr) <26 (142 fllew) -
€
Segue-se que 0, (f)— f uniformemente em I, o que prova 3.

4. Sem < fem [0,27], ¢ an(f) (t) —m = [TTK(7) [f(t—T)—m]dT >0.

Se f<M & M—o,(f) ()= [ZTK,(r) [M— f(t—7)] dr >0.

5. Designa-se S, =S, (f) (t) e S=S5(f) (t), e supde-se que S,, - S quando
n — +o00. Seja € > 0. Entao existe N € N tal que |S,,(f)—S(f)| < € para
n>N. Logo, para n>N é

o — S| < [So— S|+ +ISN S|4 [Snea— S\J_rF +|Sn =S| < |So— S\+++|SN S|4 n— +1
Para n suﬁmentemente grande, n+1(|50 -S|+ +|Sv=05|) < €, e
72-S|<2¢. Logo, lim () (6)=5(/) ()= lim ,(7) (1) De 2, obtém-se
lim S, (f) (t)=limo,(f) (t)=f(t). Q.E.D.

n—-4o00

Convergéncia uniforme

Como o Teorema (B.6) do apéndice anterior assegura a validade de
flt)y= fot '+ f(0) para fungoes absolutamente continuas, o resultado (Z.21))
de convergéncia uniforme de séries de Fourier pode ser generalizado.
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(C.5) Teorema: Se f ¢ absolutamente continua e f'€ L*([0,27]), entdo
a série de Fourier de f converge uniformemente para f em [0,27] .

Dem. Fica como exercicio verificar que a demonstragao ¢ praticamente a
mesma do Teorema (T.21).

Convergéncia pontual

Referiu-se na seccao [.7 que a convergéncia pontual de fungoes continuas
envolve questoes dificeis. A seguir da-se um exemplo de uma fungao continua
com série de Fourier divergente num ponto. Pode-se mostrar que esta funcao
s6 converge num conjunto magro de pontos, i.e. numa uniad3 numerével
de conjuntos densos em parte alguma do intervalo [0,27], i.e. conjuntos
cujos fechos tém complementares densos neste intervalo.

(C.6) Exemplo de fungao continua com série de Fourier divergente
num ponto: Seja €>0 arbitrdario. Designa-se por D,, o nicleo de Dirichlet
definido pela férmula (Z23]) e por sgn a funcao definida em R que atribui
a cada numero o valor +1, 0 ou —1 conforme o niimero é >0, 0 ou <0.
Considera-se uma sucessao de funcoes ¥, € CP([0,27]) com |[[¢)p[|qp <1 e
U (1) :sgn(Dn(t)) excepto em pequenos intervalos centrados nos zeros de
D,, com soma de comprimentos < ¢ em que, contudo, também se verifica
sgn (i, ) =sgn(D,,) . Designa-se a unido destes intervalos U. Verifica-se

1S, () (0)| =| (D £) (0)| = D, (7 |d7+/D () dr

Jo. 271']\U
2m
= O|Dn(7)|dT—/U(|Dn(T)|—Dn(T)lﬂn(T))dT > [ Dall 1= €l1Dnllco-
Pode-se escolher 1, € CP([0,27]) com |[¢h, || »<1 € |Sn(1n) (0)]> 3 | Dn 11

Considera-se agora ¢, (t)=0,2(1y,) (t) e observa-se que ,, ¢ um polind-
mio trigonométrico de grau n?. Mais precisamente, de (CJ),
enlt)=0n(n) ()= D (1= H5) Guld) €9 = Sawn) (1) = Y 8k D) €.
j=—n? j=—n2
Portanto, o, (j) = (1—= | )zpn( ) se |j] <n?, $n(j) =0 se |j|>n?, e, como
[¥nller <1,

U (1) dr

[9n ()] = | i;n(t)e”tdt' <1

Entao 0 . .
|0 (¥n) (0)— (0)]= an Z@(j)‘sanillﬁ(jns"gﬁ),

e, portanto, — jz*n jz*n
1S (2n) (0)] = [0 (®hn) (0)] — |Sn(¥n) (0)— Sn(pn) (0)] > 125lat —mlztl),

192Um conjunto com esta propriedade diz-se magro ou de 1* categoria no sentido de
R.-L. Baire. O Teorema de Categoria de Baire é que um espaco métrico completo
nao é magro, o que, em particular, se aplica a C”(]0, 27]) com a norma uniforme. Baire,
René-Louis (1874-1932).
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De ([C3l4), [pn(t)| =02 (1n) (t)| <1 para t€[0,27], pelo que [|@,)||op <1.

Com ), = 23" define-se f(t)= 2;1.0:1# ©x, (Ant). Como a série # é
convergente para um valor ((2) € R, a série que define f é uniformemente
convergente em [0, 27 e, portanto, feCP([0,27]).

Prova-se agora que a série de Fourier de f é divergente no ponto t=0.
Verifica-se @, (Ajt) = X,, @, (m) €™ e, como @y (m) = 0 para m >
()% a fun(;ao t = ¢y, (Ajt) ¢ um polindmio trigonométrico de grau ()3,
Como para j <n—1¢ (A\;)3 =33 < 23" =\, < (\,)% e para j>n+1¢é
A;j=28>93" = 2307) 5 2267 = (),,)2,

> Px; (m) = @y, (0) , se j<n—1
Sn)? (<p,\j()\jt))(0) = Z|m|<)\ 5/\\( ) =S (e2,)(0) , se j=n
?x,(0) . se j>n+1.
Portanto,
_ 1 1
15002 () )] = | Sy (Z 1y ) ] >~ S (on 4,00 >‘
- =
Z % + Si, + Z = 90)\ ‘
Jj=1 j= n+1
De [|enllor <1, |@n(0)] <1 e |@n (0)] <1; logo, com ((2) =34 g e (C1),
Dy, 1
(C38) S (1) (0)] > 125let — 2] — ¢(2).
Como para t >0 é |sin t|<§7
sin " (G+1)7/(n+1/2) n
[ Dn ||L1——/ — dt>22/|sm n+1/2) |/tdt>22(?f1/)2ﬁ n+21/2:7;i2 %
—in/(n+1/2) =

Como a série harménica > L é divergente, fazendo n— +o0o em (C.8) obtém-
se [S(,)2(f) (0)] = +oo. Portanto, a série de Fourier da funcio continua f
¢é divergente no ponto t=0.

O Teorema (C.2) garante convergéncia uniforme, logo também pontual,
de séries de Fourier de funcoes f e CP([0,27]) quando a ordem de decresci-
mento dos coeficientes de Fourier f(n) quando n — 400 é pelo menos a de
n11+€ por mais pequeno que seja € >0, pois nesse caso a série de Fourier é do-
minada por um multiplo da série convergente » # e, portanto, converge
uniformemente em [0, 27| para f. O critério de convergéncia que se segue,
obtido por G.H. Hard, considera a convergéncia no caso em que a ordem
de convergéncia para 0 dos coeficientes de Fourier é a de %

(C.9) Teorema: Se f € L'([0,2n]) e f(n) = O(%) quando |n| — 400,
entdo a série de Fourier de f converge pontualmente no sentido usual
e no de Cesaro nos mesmos pontos de [0,2w] e para o mesmo valor.
Se a série converge no sentido de Cesaro uniformemente num conjunto

U C|[0,27], também converge no sentido usual uniformemente em U.

193 Hardy, Godfrey Harold (1877-1947).



368 Apéndice C: Complementos sobre séries de Fourier

Dem. Qualquer que seja A> 1, designando a parte inteira de An por [An] e
atendendo a (CI),

T o (f) () = o > (=25 () et

lil<n
= s U €t e ST ) et
ji=n ji=n
ol f Z n—|An i
= B D () F) €7 + T 32 FG) et
lil<n lil<n
pelo que
B ans (D)~ B on (10 = 35 3 (1 pfz) F) 948,110

n<|jl<[An]
Como f(n) =0(%) quando |n|— +o0, existe M >0 tal que ‘f(n)‘ <M para

neN,e ~
ST Fm)| < -0 = A-1)M

n<|j|<An

Para qualquer €>0, com A=1+ 7,

(C10) | Su(F) (8) = Bt o) () () + Gl o (N (®) | < B e

Como A\n—1<[An]<n,é %<P‘—ﬁ§)\ e quando n— +00

)\n An]+1 An]/n+1/n n 1+1/n
2l {)\n}]fn - [[)\}1/]/117{ %ﬁ’ [AnTEn - [An}/n/fléﬁ )

— A,

Se a série de Fourier de f é convergente no sentido de Cesaro num ponto
t, entdo a sucessao {0, (f) (t)} converge para um valor que se designa por
a(f)(t). No limite quando n— +o00 em (C.I0) obtém-se

| T S,() (1) — 525 () () + x5 o(F) ()] < 25
Como €>0 é arbitrario,

Tim Su(N(0) = 2 o()) + 5 0(0) = o)1)
e, portanto, a série de Fourier de f converge no sentido usual no ponto ¢ para
o mesmo valor para que converge no sentido de Cesaro. Da desigualdade

([CIQ), se ou(f) (t) — o(f) (t) uniformemente para ¢ num conjunto U C
[0,27], entao Sy (f) (t) —o(f) (t) uniformemente em U.

Se a série de Fourier de f converge no sentido usual num ponto t, a
sucessao {S,(f) (t)} converge para um valor designado S(f)(t). Logo,

on(f) (t) = So(f) @)+51(f) (O)+-+5u(f) () — S(f) (1),

n+1
pelo que se a série converge no sentido usual num ponto ¢, entao converge
no sentido de Cesaro para o mesmo valor em ¢ . Q.E.D.

Este critério de convergéncia aplica-se directamente a fungoes de variagao
limitada num intervalo compacto [a,b], definidas no apéndice precedente.
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(C.11) Teorema (Critério de Jordan): Se f< L'([0,27]) € uma fun-
¢do de varia¢ao limitada num intervalo [t—9,t+6], com 6 >0, entao
a série de Fourier de f converge em t para lim $[f(t+h)+ f(t—h)];
pelo que converge para f(t) em cada ponto theng que f € continua. A
convergéncia € uniforme em intervalos fechados de continuidade.

Dem. A funcio g= fx[i—s+s ¢ de variagao limitada no intervalo [0, 2] . Se
M >0 é tal que qualquer que seja a particao finita 0=ty <--- <t,, =2m de
[07 27T] é Z?=1 ‘g(tk)_g(tkfl)‘ SM7 eptéo '
|g(tr) e —g(ty_1) e M1 | = e g(ty,) — (1) e ItE-D] |
< Jg(tk) = g(tr-1)|+lg(te—1)| |1 =™ O] < g (t) = g(te—1)|+2 |g(t—1)]
< lg(tr) = g(tr—1)1+2lg(tr—1) —g(0)|+2[g(0)]
pelo que >, ‘g(tk) e "k —g(ty_q) e‘mtk—1| <2M +2|g(0)| e, portanto, a
funcgdo h(t) = g(t) e~ também é de variacio limitada com variacio total
TE™ <2T3 (9)+2[g(0)| . Do Teorema (B.)),

2m

"
.0 .

Como N (t)=g'(t) e "™ —in g(t) e~ q.t.p. em [0, 27]

21 21 2
l9(n)| =

%/g(t) e—int dt ‘ < 271'1211/ h,(t) dt ‘ + 27r11n/ g'(t) e—intdt ‘
0 0 0

27
< 5L (2T27(9) +219(0) ) + 2 /0 ()] dt <L (2T27(g)+19(0)])

Assim, [g(n)]|=0(2) quando |n|—+o00. Do teorema precedente, a série de
Fourier de g converge no sentido usual no ponto ¢ para o mesmo valor que
converge no sentido de Cesaro, que, do Teorema de Fejér em (C3l1), é

lim gEhHg(th) ) FERHF(ER)

h—0 2 h—0 2
Do Principio de Localizagdo de Riemann em (Z31]), a série de Fourier de f
converge para o mesmo valor no ponto ¢, pois f=g¢ numa vizinhanca de t.

< T5™(h) < 2757 (9)+2/9(0)] .

A convergéncia da série de Fourier de f num ponto ¢ em que esta funcao é
continua para f(t) resulta de (C.32) e a convergéncia uniforme em intervalos

fechados de continuidade de f de (C313). Q.E.D.

Como se observou no capitulo sobre séries de Fourier, a verificacao do
Critério de Dini é, em geral, incomoda. Nesse capitulo foi dada a condicao
mais simples de continuidade & Lipshitz a esquerda e a direita de um ponto
t. Esta condicao pode ser estendida a continuidade a Hélde em t. Diz-
se que uma funcao real de variavel real é continua a Hélder num ponto ¢
em que estd definida se existem M,a > 0 tais que |f(7)— f(t)| < M |7 —t|*
para T na interseccao de uma vizinhanca de ¢ com o dominio de f. As
funcoes lipschitzianas sao o caso particular de funcées continuas a Holder
com expoente a=1.

1941 6lder, Otto Ludwig (1859-1937).
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(C.12) Teorema: Se f < L'([0,27]) € continua a Hélder em t € [0, 27],
entdo a série de Fourier de f converge em t para f(t).

Dem. Como f é continua a Holder em ¢, entao é continua no sentido usual em
t. Como se viu no pardgrafo precedente, k(1) = 5= [ f (47 )—f (t - (t—7)—f ()] .
Logo, para 7€ [0, 6] com § >0 suficientemente pequeno,

Ik(r)| < LEDZIOHIED—1O1 < prrat,

Como k é mensuravel e foéM o= éM 0, obtém-se que k é integravel em
[0,6]. O Critério de Dini d& resultado. Q.E.D.

Notas historicas

O Critério de Jordan deve-se a C. Jordan em 1893.

A descoberta de que a convergéncia no sentido de Cesaro é particular-
mente adequada para séries de Fourier deve-se a L. Féjer em 1904, altura
em que introduziu o nicleo que veio a receber o seu nome e estabeleceu o
Teorema de Féjer.

A convergéncia no sentido de Cesaro de séries de Fourier com coeficientes
que tendem para 0 com ordem % quando n — +oo foi estabelecida por G.H.
Hardy em 1920.



Apéndice D

Complementos sobre
transformacao de Fourier

No capitulo [[1] considerou-se a Transformacao de Fourier de funcoes integra-
veis em R e estabeleceu-se a inversao da transformacao com o valor principal
de Cauchy na férmula de inversao a convergir uniformemente se é verificada
uma das condicoes seguintes:
(i) a transformada da funcao é integravel;
(i) a funcdo é C? e tem 1* e 2% derivadas integraveis, ou mais simplesmente
é C? e tem suporte compacto;
(iii) a funcao é diferencidavel com derivada integravel e transformada de
Fourier da derivada de quadrado integravel, ou mais simplesmente é
C 1, e tem suporte compacto.
Nesse capitulo também se estabeleceu a convergéncia da férmula de inversao
da Transformagao de Fourier com o Critério de Dini. Estas condigoes sao
analogas para convergéncia de séries de Fourier. No apéndice precedente
estabeleceu-se o Critério de Jordan para convergéncia pontual de séries de
Fourier de funcoes de variacao limitada, pelo que também se considera aqui
o critério anédlogo para a inversao da transformacao de Fourier.

A analogia de séries de Fourier com Transformagao de Fourier leva a
esperar que a teoria da Transformacao de Fourier seja natural e simples
no quadro das fungoes de quadrado integravel. Esta expectativa é confir-
mada neste apéndice considerando a Transformacio de Fourier em L?(R),
chamada transformacao de Fourier—Planchere.

Critério de Jordan para inversao da transformagao de Fourier

O resultado seguinte de inversao da Transformacao de Fourier de fungoes
de variacao limitada é andlogo ao Critério de Jordan para séries de Fourier.

(D.1) Teorema (Critério de Jordan para inversao da Transfor-
macao de Fourier): Se f€L'(R), teR e f é de variacao limitada em
[t—0, t+] para algum § >0, entdo L[ f](t)= %hlim [f (t+h)+f(t=h)];

—+00

em particular, 31 f ] (t)=f(t) nos pontos t de continuidade de f .

195 Plancherel, Michel (1885-1967).
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Dem. Do Principio de Localizagao de Riemann (IIEZII), basta verificar que
a fungio g(h) =3 [f (t+h)+f (t—h)] satlsfazThril = 05@ sin(T'1)dr=g(0+4),
em que g(0+)=lim g(h).

Como a g é de variagao limitada em [t—4d,t+0], do Teorema (B.I)), é a
diferenca de funcoes crescentes. Da linearidade do limite e do integral, basta
verificar a férmula para ¢ crescente em [t—0d,t+0], 0 que se passa a Supor.

Para 0<a<$,

/g(T) sin(T'7)dr /[g(T)—g(0+)] Sm(TT)dT—l—g(O—i—)/Sm(TT)dT—i—/g(T) sin(T'7)dr.

0 0

Para 7 € [a,d] é !@! < g (aT” , pelo que a integrabilidade de g implica que
a funcao 7+— @ pertence a L'([a,d]). Do Lema de Riemann-Lebesgue, o
ultimo integral converge para zero quando T'— 4-oc0. Por outro lado, com

uma mudanca de varidvel de integragao e do Lema (I1.22]),

a. Ta
/owdT:/o%ds—}%, quando T — +o00.

Portanto,
a

4 .
lim 2/ 42 sin(Tr)dr = lim 2 ; [9(7)—g(0+)] w dr + g(0+).

T—+o00™ 0 T T—+o00

Para terminar a prova resta mostrar que o integral no lado direito pode
ser tornado arbitrariamente pequeno, independentemente de 7', a custa
de tomar a > 0 suficientemente pequeno. E claro que dado € > 0 ar-
bitrério pode-se escolher a > 0 tal que g(a)— }1112% g(h) < e. Designando

k(t)= g@ ds e integrando por partes,

[ Totr)=g(0+)) 282 a7 = [[g(r)g(04)] k()] - [ k(r)ar.

7=0

Como g é crescente, ¢’ >0 q.t.p. em [t—9,t+9], e com m= mfkeM—supk:

0.a]
m/ d7-</ (1) dT<M/

Como k é uma fungao continua em [0,a], assume todos valores entre m e
M, pelo que existe b€ [0, a] tal que

/ " (1) k() dr = k(D) / " (r) dr = k(b) [g(a)—g(0+)] -
0 0

Portanto,
/O l9(r)—g(0+)] =2 d ' = |9(a)—g(0+)| [k(a) ~ (D)
a. Ta T
<e /—Sm(STS)ds':e /%m <e /%dT .
b Tb 0
Logo, | foa [g(T)—g(0+4)] Sm(TT d7'| pode ser feito arbitrariamente pequeno

tomando a >0 suﬁmentemente pequeno. Q.E.D.
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Transformacgao de Fourier de fungoes de quadrado integravel

A defini¢ao anterior de Transformacao de Fourier nao se pode aplicar
directamente a todas funcdes em L2(R), pois este espaco nao estd incluido
em L'(R), mas pode ser aplicada a funcoes f€ L'(R) N L?(R).

(D.2) Teorema (Férmula de Plancherel): Se f e L'(R) N L*(R),
entdo f€L*(R) e ||fllp2=2m | f L2 -

Dem. Designa-se ﬂt) = f(—t), em que f é a conjugada de f, e define-se
g=f*f. Como f, f€L'(R), também g€ L'(R). Além disso,

+00 o +00 _
g(t) = [ J{t=7) f(=r)dr = [ J(t+7) J(r)dT = (f=, f),

—0o0
com o produto interno em L?(R). A funcdo g é continua porque tanto a

funcdo t+ f_; de R em L?(R) como o produto interno de L?(R)x L?(R) em
C sao continuas; da Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

9O = [(F=t, DL < W =ellpe 1l = 1172 . tER,

pelo que g é limitada.

Considera-se a fungao Hy(t)= W , para A>0. Do exemplo (IT.72),
AP\
e

H) ¢ a transformada de Fourier de hy(t) = 5- —e Al

, pelo que H (w)
e f_Jr;oH A:I/-[\)\(O) =1. Logo, com mudanca de varidveis de integracao,

+oo
(Hyx9) (0)=900) = [ lo(=)~(0)) Hy(r) dr
+00 too
— [ lot=r) 900 252 dr = [ Tg-29~g(0) H1(s) ds.

A ltima fungao integranda satisfaz |[g(—As) —g(0)] H1(s)| < 2HfH%2(R)H1 (s)
para s € R, pelo que o Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue pode
ser aplicado para obter )l\in%(H)\ xg) (0)=g(0)= HfH%Q .

—

Como g = (f*f)/\: ff: ff: |]?|2 e ]-/I\)\ > 0 cresce para 1 em todos
pontos quando A— 0, do Teorema da Convergéncia Mondtona de Levi,

too +20 ~
1717 =, (o) ©) = [ 31712 = 25 177°= & 11
L A——+o00 2 A—+o00 ) _ 2 — oo 2 L
Q.E.D.

Este teorema estabelece que a Transformacao de Fourier define, a menos
de multiplicacdo por 5-, uma isometria de L'(R) N L*(R) em L*(R), na
norma deste espaco. Esta isometria pode ser estendida a uma isometria de

L?(R) em L?(R), como se mostra a seguir.



374 Apéndice D: Complementos sobre transformacao de Fourier

(D.3) Teorema de Plancherel: Eziste uma extensao da transforma-
cio de Fourier definida em L'(R) N L?(R) para wma transformacdo
linear § : L?>(R) — L?(R), chamada Transformacao de Fourier-
Plancherel, que satisfaz || §[f] ;2 =27 fll ;2 € as formulas

3f] (w)= lim / ftye ™dt,  f(t)= - lim / F1f] (w) e“tdw,

T%Jroo 2m T—+o00

com os limites na norma de L*(R), ou seja em média quadrdtica.

Dem. Seja F' o espago de todas as transformadas de Fourier f de funcoes
f € LY(R) N L?*(R). Da Férmula de Plancherel do teorema precedente,
FCL?R). Com as fungoes Hy, e hy da prova desse teorema, obtém-se que
as fungoes definidas por fi ,(t)=hy(t) €’ pertencem a L'(R) N L?(R) para
todo A>0e o0 €R. As suas transformadas de Fourier sao elementos de F
dados por fyq(w)=hy(0c—w). Se F* designa o complemento ortogonal de
Fem L?(R) e ve L,
+0o0

(i0) (0) = [ (=) 0(w) do= () =0.

—0o0
Da definicao de convolucgao, de fj;oH y= 1 obtida na prova do teorema
precedente e do Teorema de Fubini,

+o00 p+o0
‘ Hy D) v |dt:/ |v(t—7)—o(t)| H\(T) d7 dt

—O0J —O0

+0o f4o0 +oo
/ 15,000 de () dr = [ [5.0=5(0) | 2 a(r)

—0o0
Fazendo A —0, obtem—se do Teorema de Convergéncia Dominada de Lebes-
gue ||(H)*0)—7||1— 0, pelo que, como Hyxv=0,é7=0 q.t.p. em R.
Logo, F+={0} e, portanto, F' ¢ denso em L?(R).

Como as fungoes continuas de suporte compacto sdo densas em L!(R) e
em L*(R), L'(R) N L%(R) é denso em L%(R).

Considera-se uma funcao f € L?(R) arbitréaria. Existe uma sucessdo {fi}
em L'(R)NL?(R) tal que fx — f na norma de L?(R) quando k — +oco. Como
a sucessao {fi} é de Cauchy, da Férmula de Plancherel no Teorema (D.2),
{fk} também ¢ sucessdo de Cauchy em L*(R). Como L?*(R) é completo,
a sucessao { fk} é convergente para uma funcao g € L?(R) na norma deste
espago. Define-se a extensdo da Transformacao de Fourier a f por §[f]=g.
Esta definicdo nao é ambigua, pois se {fxr}, {fx} s@o duas sucessoes em
LY(R) N L*(R) que convergem na norma de L?(R) para uma mesma funcéo
f, entao {fr— fr} converge para 0 e, devido a Férmula de Plancherel no
Teorema (D.2]), também a sucessao {(fx— f1)"} converge para 0 na norma
de L*(R) e kEI-lI—loo fr = hm (fk) na norma de L?(R).

A transformagao ,3" assim definida em L?(R) é uma extensdo da Trans-
formacgao de Fourier definida em L'(R) N L?(R). A validade da férmula
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| 5111l 2 =27 || f|l ;2 para f€ L*(R) resulta de f e LY(R) N L*(R) e da con-
tinuidade da norma como funcio de L?(R) em R. A linearidade de § em
L?(R) também resulta da linearidade da transformacao em L'(R)N L%(R) e
da continuidade da adicdo e da multiplicacdo por escalares em L?(R).

Resta provar as férmulas no enunciado que envolvem limites em L?(R)
para calculo da Transformacao de Fourier-Plancherel e da sua inversa. Desi-
gna-se o7 (w) :TETmffo(t) e ™dt. Tem-se fx_rr € L'(R) N L*(R)
e or = (fX[~1,77)" em que x|_77) ¢ a fungdo caracteristica do intervalo
[-T,T] que vale 1 nos pontos do intervalo e¢ 0 nos outros pontos de R.
Como Hf—f X[-T.T) HL2 —0 quando T'— +o0,

H(f_fX[—T,T])AHLQZ 27 Hf_fX[—T,T]HL2 — 0, quando T — +oo.

Fica assim provada a férmula para a transformada de Fourier-Plancherel. A
férmula para a inversa prova-se analogamente. Q.E.D.

Uma consequéncia ¢ a inversao da Transformagao de Fourier para funcoes
de quadrado integravel com transformadas de Fourier integraveis.

(D.4) Teorema de inversao de transformadas de Fourier
integraveis de fungoes de quadrado integravel:

Se fEL*(R) e fELl(R), entao f:g—l[f] q.t.p. em R.

Para a Transformagao de Fourier-Plancherel verifica-se uma férmula ana-
loga a Férmula de Parseval para séries de Fourier de funcoes periddicas de
quadrado integravel.

(D.5) Teorema (Férmula de Parseval para a transformacao de
Fourier-Plancherel): Se f,gc L*(R), entdo

[ee]

t

+ too _
(£.9)=5:(3/1.8lgl) e [ OGOt = [ [(w) Glw) dw.

Dem. Basta observar que, do Teorema de Plancherel (D.3)),
(SLf+9l, 81 +9l) = (Sf1,Sf1) + (311, 8lgl) + (Slgl, S1f]) + (Slgl, Slg))
é igual a
2r(f+g, f+9) = 2n(f, [)+ 2n(f,9)+ 2m(g, [)+ 27(g,9),
e aplicando outra vez o mesmo teorema,
(811, 8lgl) + (Slgl, Sf]) = 2n(f,9) + 27 (g, f),
e, portanto, Re(F[f],T[g]) = 27 Re (f,g). Como
Im(3(f], 8lgl) = —Rei(S[f],Slg]) = Re (F[if], 3lg])
= 2w Re(if, g) = 2n Rei(f,g) = 2r Im(f, g),
obtém-se (§[f],Tlg]) =27(f,g) . Q.E.D.
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O Teorema de Plancherel e as suas consequéncias imediatas estabelecem
que a Transformacao de Fourier-Plancherel e a sua inversa estao bem defi-
nidas em L?(R), obtendo-se as férmulas integrais naturais sem necessidade
de verificacao de hipdteses adicionais, desde que a convergéncia considerada
para os integrais seja na norma de L?(R) , ou seja no sentido de convergéncia
quadratica. Assim, verifica-se que a formulagao da Transformacao de Fou-
rier é mais simples no quadro das fungoes de quadrado integravel, tal como
se tinha observado para as séries de Fourier.

Notas historicas
O Teorema de Plancherel foi provado por M. Plancherel em 1910.
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