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I[-7.5 Val

[2.0] 1. Considere a seguinte equacgao diferencial escalar
(z + 23 + 3wt?) + (2t + 4%t +2t3) 2= 0.

Determine um factor integrante p(x) e a solugdo implicita do problema de valores iniciais (1) = 0.

[2.0] 2. Determine a solugao do seguinte problema de valores iniciais
x’ = Az +b(t) 2 01 0
, aonde A=1|1 0 2 e bt)y=10
2(0) = [1,0,1)" 121 2
[2.0] 3. Determine a solugao geral da seguinte equagao diferencial, sabendo que ¢(t) := tet é solugao,
y' +by +cy=te (b,c € R).
[1.5] 4. Determine a tnica fungéo diferencidvel f :]0, +oo[— R tal que
t
t2f(t) — 3tf(t) + 4/ f(s)ds=0 e f(1)=3.
1
IT - 2.5 Val.
[1.5] 1. Considere f : R — R com periodo 27 e integravel em | —m, 7]. Se 7 é uma constante, considere a transladada
fr R=>R |, frlz)=flx—71),zeR.
Suponha que f é par e, no intervalo | — m, 71|, a série de Fourier de f é dada por
@ + ; an(f) cos(nx).
Justifique o seguinte
an(fr) = cos(nt)an(f) , n=0,1,....
[1.0] 2. Mostre que a fungéo nula y(t) = 0, 0 < ¢ < 1 é a tnica solugao do seguinte problema de valores na fronteira

d
(V) +2 =y =0, y(0)=y(1) =0.

Sugestao: Poder-lhe-4 ser 1til multiplicar por y e, em seguida integre no intervalo [0, 1].



Resolucao
I

1. Definem-se as seguintes fungoes

M(t,z) = z+2°+ 3zt?,

N(t,z) = 2t+4x%t+2t3
A funcao p(x) é factor integrante sse a seguinte fungao nao depende da varidvel independente ¢, i.e.

(88]: - ?j)/M é fungao de z.

Sao imediatas as seguintes computagoes

ON oM M= (2 + 422 + 6t2) — (1 + 322 + 3t?)
ot Ox B (14 22 4 3t2)

1
oz

)

de onde segue
1
/ —
plx) = —p(x).

A funcdo p(z) = x é factor integrante. Do teorema de Picard-Lindeldf segue que o PVI indicado admite
solucdo local tnica. E imediato verificar que a func¢do nula z(t) =0, ¢t € R é a solugao requerida.

Alternativamente, poder-se-ia determinar um potencial (¢, z), de acordo com o seguinte
o(t,z) = /x2 + 2t 3222 dt = (2% 4 2Nt + 223 + (),

dp
%(L 17)

Conclui-se 1 (z) = C*¢ tanto que um potencial ¢ dado por

= (22 + 42t + 22t + ¢/ (x) = 2ta + 423t + 2632

o(t,z) = /x2 + 2t + 3222 dt = (2 + 2t + 223,
A solugao implicita do PVT indicado, pode ser indicado como de seguida

(2 + M)t + 2%t3 = 0.

2. A funcdo ¢(t) = [0, —1,0]T é solucdo de 2’ = Az + b(t). Segue que a solugao geral é dada por
zg(t) = ey, e, 5] +10,—1,0]" (c1,c2,c3 €R).
Conclui-se que a solucao do PVI é

z(t) = e 1,1,1)T + [0, -1,0]7.

3. Considerando as seguintes evidéncias
D*te! =e'(D+1)*t=¢'(t+2) e Dte' =e'(D+ 1)t =cl(t+1),

obtém-se
(14+b+c)te + (2 + b)e' = te'.

Deduz-se b = —2 e ¢ = 2. Segue que a equagao escreve-se na forma ((D —1)2+ 1)y = tet e a solucdo geral é

y(t) = cre! cost 4 coel sint + te'.



4. Considere a mudanga de variavel

t):/ltf(s) ds

Entao y(t) verifica o seguinte PVI, respetivo a uma equacao de Euler
t2y" =3ty +4y=0 ; y(1)=0 e 7' (1)=3.
E bem conhecido, que a mudanga de varidvel z(t) := y(e!) conduz & equagao com coeficientes constantes
—dx' +42=0 ; z(0)=0 e 2'(0)=3.
O polinémio caracterfstico da equagio anterior, é dado por (D — 2)2. Entdo
z(t) = cr1e® + cote® (c1,c2 € R).

Os valores iniciais sdo verificados sse ¢; = 0 e ¢a = 3/2. Conclui-se o seguinte

y(t) = z(lnt) = gtz Int elogo f(t)=y'(t)= g(l +21Int)t.

IT

5. Considere a periodicidade das fungoes f(t) e cos(nt), tanto a simetria dos seus graficos (relativa ao eixo
vertical), para, da defini¢ao de coeficientes de Fourier e da mudanga de varidvel na integracao, concluir que

an(fr) = %/fT(t)cos(nt /ft—r cos(nt) / f(y) cos(ny + nt) dt

% / fy) cos(ny + nt) dt = COS(TLT)% /f(y) cos(ny) dt — Sin(m—)% / f(y) sin(ny) dt

= cos(nm)an(f); n=1,....

O caso n = 0 é trivial e os argumentos necesséarios incluem-se nos acima expostos. m
6. Considerando a sugestao e integrando por partes, obtém-se
1 d 14 1
0 =[G )+ [ S as— [ R as
1 1
= S @y - [ FEP s Pl [ R ds

1
= [ R s

Porque a funciao s — s2(y/(s))? + s*y?(s) é positiva, continua no intervalo [0, 1] e com integral nulo, entao é
necessariamente a funcao nula. Deduz-se que y(s) =0,0<s<1. m
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I[-7.5 Val

[2.0] 1. Considere a seguinte equacgao diferencial escalar
(22 + 4tz 4 223) + (t + 3 + 3t2®) = 0.

Determine um factor integrante ;(t) e a solugdo implicita do problema de valores iniciais z(1) = 0.

[2.0] 2. Determine a solugao do seguinte problema de valores iniciais
x’ = Az +b(t) 1 21 2
, aonde A=1|1 0 2 e bt)y=10
2(0) = [1,0,1)" 2 0 1 0
[2.0] 3. Determine a solugao geral da seguinte equagao diferencial, sabendo que ¢(t) := tet é solugao,
y" + by + cy = 3¢ (b,c e R).
[1.5] 4. Determine a tnica fungéo diferencidvel f :]0, +oo[— R tal que
t
t2f!(t) — Btf(t) + 9/ f(s)ds=0 e f(1)=2.
1
IT - 2.5 Val.
[1.5] 1. Considere f : R — R com periodo 27 e integravel em | —m, 7]. Se 7 é uma constante, considere a transladada
frR=>R |, frlz)=flx—71),zeR.
Suponha que f é impar e, no intervalo | — 7, 7], a série de Fourier de f é dada por
Z b (f) sin(nx).
n=1
Justifique o seguinte
bo(fr) = cos(nm)by(f) , n=1,2,....
[1.0] 2. Mostre que a fungéo nula y(t) = 0, 0 < ¢ < 1 é a unica solugao do seguinte problema de valores na fronteira

d
(V) +2 =y =0, y(0)=y(1) =0.

Sugestao: Poder-lhe-4 ser 1til multiplicar por y e, em seguida integre no intervalo [0, 1].



