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Convergência uniforme

1. [Teste de Weierstrass] Seja f : [ 1,+∞ [ → R uma função monótona
decrescente, e a sucessão de funções

fn : [ 1,+∞ [ → R, fn(x) = χ[n,n+1[ f(x),

designando χ[n,n+1[ a função caracteŕıstica do intervalo [ n, n + 1 [ . Demonstre
sucessivamente que:

i) a série de funções
∑

∞

n=1 fn(x) converge pontualmente para f(x), x ≥ 1,
e se limx→+∞ f(x) = 0, então a convergência é uniforme;

ii) se
∑

∞

n=1 f(n) é divergente, então não existe uma sucessão de termo geral
an ≥ 0, verificando

∑

∞

n=1 an < ∞ e tal que |fn(x)| ≤ an, n ∈ N, x ≥ 1;

iii) com f(x) = 1/x, x ≥ 1 retire das aĺıneas anteriores um exemplo duma
série absoluta e uniformemente convergente que não verifica as condições
do teste de Weierstrass [1, pag.336].

2. Considere uma sucessão de funções diferenciáveis an : [0, 1] → R, tais que
an(0) = 0, n ∈ N e

|an(x) − an(y)| ≤ bn |x − y| ,
∑

bn < ∞.

Prove que a série
∑

an(x) converge uniformemente no intervalo [0, 1].

3. [Critério de Abel] Seja X ⊂ R, e fn : X → R, fn ∈ C
(

X
)

uma sucessão
de funções uniformemente convergente em X. Demonstre sucessivamente que:

i) a sucessão fn converge uniformemente em X;

ii) retire da aĺınea anterior que se a série de potências

∑

an (x − a)
n

(1)

diverge em a + r ou em a − r então não converge uniformemente em
] a − r, a + r [ , e do critério de Abel [1, pag.337], conclua que a série
de potências (1) converge uniformemente em [a − r, a + r] sse converge
uniformemente em ] a − r, a + r [ sse converge no conjunto {a − r, a + r}.
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iii) considere o caso X = ] 0, 1 [ , e mostre que a hipótese fn ∈ C ([0, 1])
não pode ser substitúıda por fn ∈ C ( ] 0, 1 [ ), i.e., forneça um exemplo
duma sucessão de funções cont́ınuas no intervalo ] 0, 1 [ , uniformenente
convergentes em ] 0, 1 [ mas não uniformemente convergentes em [0, 1] .

4. Seja ∅ 6= X ⊂ R e fn, gn : X → R sucessões de funções uniformemente
convergentes em X. Designe por B(X) o conjunto das funções limitadas em X,
e mostre que:

i) se fn, gn ∈ B (X) então fngn converge uniformemente em X;

ii) forneça exemplos de sucessões de funções fn, gn, e X ⊂ R, tais que fngn

não converge uniformemente em X.

5. Considere a sucessão de funções fn(x) = e−nx2

, n ∈ N, e mostre que a
sucessão fn não converge uniformemente em qualquer intervalo [−ε, ε] , ε > 0.

6. Considere as sucessões de funções fn(x) = xn (1 − x)
n

, gn(x) = xn (1 − xn) , n ∈
N. Demonstre que a sucessão fn converge uniformemente no intervalo [0, 1] , e
que a sucessão gn não converge uniformemente no mesmo intervalo.

7. Considere a sucessão de funções

fn(x) =

{

e−n/x2

se x 6= 0 ,

0 se x = 0.

Demonstre que a sucessão fn converge uniformemente em qualquer intervalo
limitado e fechado, e que a convergência não é uniforme em R.
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