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Polinémio e série de Taylor

1. Demonstre as seguintes desigualdades

23
x—ggsinxgx, x> 0.

(Sugestao : aplique a férmula de Taylor de primeira e segunda ordem.)

2. Considere uma funcao f : R — R, tal que existe n € N, e constantes
M >0, a > 1 verificando

F (@) = )| < Mz —y|* Vo yer-
Mostre sucessivamente que:
a) f(™ ¢ diferencidvel em R e f(*+1(2) =0, z € R;
b) f(z) é um polinémio de grau inferior ou igual a n.

3. No decorrente exercicio pretende-se fornecer uma prova do bem conhecido
binémio de Newton

n
(a+b)"=z<ﬁ> "I n,jeN,j<n,abeRr (1)
i=o N
Dividimos a prova nas seguintes etapas:
a) usando indugao matemadtica mostre que
d’ n!

— (1+2)" =

T (1)

)]

b) por intermédio da férmula de Taylor, retire da alinea anterior que

(1+x)" :zn: (Z)xj, T €R;

=0

TNo binémio convencionamos 09 = 1.



c¢) da alinea anterior deduza a férmula (1).

4. Seja f : R — R, e a € R. Suponha que f(™(z) existe para todo o z € R, e
Fla) == F (@) =0.

a) Se n é impar ou respectivamente par, e a fungao f verifica
fM@)(z—a)>0 (<0), sex#a,

entdo a é um ponto de minimo (méximo) de f, respectivamente ponto de sela.

b) Se n é par ou respectivamente impar, e a fungdo f verifica
f™(x) >0 (<0), sex#a.
entdo a é um ponto de minimo (méximo) de f, respectivamente ponto de sela.
5. Se possivel, encontre os desenvolvimentos em série de Mac-Laurin das

seguintes funcoes:

a) Sra b) coshz, ¢) TIED

d) log(1+x), e) sin(z?—1), f) [ sin(t?—1)cos (22 +1) dt.

Determine o conjunto dos numeros reais tais que a soma das respectivas séries de
Mac-Laurin que encontrou, coincidem com o valor das fungoes que representam.

6. Determine os desenvolvimentos em série de Taylor no ponto a, das seguintes
fungoes:
a) sin®(z), a = 0; b) xcos(2x), a = T; c) log(x+1),a=1;

d) 7> a=0; e) (z+1)%arctanz, a = 0; f)3*+ %, a=1

1
(1—z) (1422

Determine o conjunto dos numeros reais tais que a soma das respectivas séries
de Taylor que encontrou, coincidem com o valor das func¢oes que representam.

7. Considere a fungao

2z (x — 2)
R\ {-2 R =
fARV(-2) = R, f@) = oy
a) Determine o desenvolvimento de Mac-Laurin de f.

b) Determine £ (0), n € N.

8. Usando os desenvolvimentos obtidas nos exercicios 5,6 e 7, indique justifi-
cadamente a existéncia de extremos das fungoes consideradas, respectivamente,
nos pontos aos quais sao relativos os desenvolvimentos de Taylor.



2)

Resolucao

Dado que f(z) = (sinhgv)_1 nao é continua, ou prolongdvel por con-
tinuidade ao ponto # = 0, tem-se que f(z) = (sinhaz)”' ndo tem de-
senvolvimento em série de Mac-Laurin.

1 . 1 " o0 x2n
coshxzi(e””—l—e ):<Z+Z '> Z(Zn)!’mER'

n=0

Tendo em conta a igualdade

1 1 < 1 1 >
(z+1D)(x—1) 2\(x—1) (x2+1)/)°
e a soma da série geométrica, obtém-se imediatamente que

2n
—_— < 1.
(m—i—l)x—l Zx o]

Claramente a série anterior diverge para z = +1.

A soma da série geométrica fornece

d
—log(1+z) = =

. et x| < 1.

—
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Como a série geométrica é uniformemente convergente no interior do seu
intervalo de convergéncia, entao pode ser integrada termo a termo, obtendo-
se para |z| <1

e n
x
lo " ds = ngh de — -1 n+17.
g0 = (S raran= 3 [ = S
n=1
o0
n=1
Abel, sabemos que a série Y00 | (—1)"*1 L~ ¢ uniformemente convergente
no intervalo [0,1]. Em particular define uma fungdo continua. Conse-
quentemente

Como a série alternada Y .o, (—1)"F11 converge, entdo do critério de

> 1 > ™
—1rHZ = —1)"1Z = 1lim log(1 = log 2.
Do = i S < T g1+ 4) = log

Claramente a série de Mac-Laurin de log(z + 1) ndo converge no ponto
x = —1, (a série harmonica diverge) e em conclusio a série representa a
fungao no intervalo | — 1,1 ] (Ademais lim,_,g+ logx = —00).



e) Das férmulas trigonométricas
sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasin b,
obtemos

sin(z? — 1) = sin(z 2) cos1 — cosz?sin 1
4n+2

—COSIZ 2n+ blnlz z € R.
f) Defina-se () = [; sin (t* — 1) cos (2t + 1) dt. Entao

¢'(z) = sin(2?—1)cos(22?+1) = % [sin(3z?) — sin(z? + 2)]

= [sin(3z%) — sin(2?) cos 2 — cos 2” sin 2]

> 32ntl _ g2 gAnt?2 sin 2 & i
= —1)" —1)"+! eR
T;)( ) 2 CIES R 7;)( e

Dado que a série anterior converge uniformemente nos intervalos limitados
de R e ¢(0) = 0, entao

? — , 32l —cos2  tAnt2 Sin 2 g 1A
o@) = /Z(—l) L ) sy

2 (2n+1)! 2 = (2n)!
> 32+l — cos2 Sin 2 — xAntl
— -1 n+1 An+3 -1 n+1 R.
;( S Sm et T2 7;)( S @y e © €
a) Da férmula
1
sin?(z) = 3 (1 — cos(2z)),
obtém-se
o 1 e 2n 1 e 1 2n
sin”(z) = 3 1— Z(—l)”4” ) =3 Z " 4" ) xz eR.
n=0 n=1
b) Da férmula para o coseno da soma, obtém-se
. (x— 1)
cos (2x) = cos (2 (:1: - 5) + Tl') = —cos (2(:1: - 5)) = ;(—1)"“4”(27;)!, zeR
Logo
) _ -1 n+14n 2 o 1 n+14n 2 R
conen) = S B TS e A e



¢) Tendo em atencao a alinea 5d) obtém-se

-1 -1
log (2 (1+x2>) =log2 + log <1+562>

%) _1 n
log 2 + Z(—l)"HM, rze]—-1,3].
n=1

log (1 +z)

2"n

d) A decomposicao em fracgdes simples permite inferir

[\)

1 1 1 n 1 n x
1—2)(1+22) l—2z 1422 1422
( ) (

"+ (71)”.%2” + (71)nx2n+1

Il
NN
NE

n=0
1 N n n 1 S n n

= 5Z[1+(—1) ] 22 +§Z[1+(—1) 22" 2| < 1.

n=0 n=0
e) De forma andloga a alinea 5d), obtém-se
oo x2n+l
t = 1) — < 1.
arctan nz:;)( ) 1 ||

Usando o critério de Leibnitz para séries alternadas, obtém-se que a série
de Mac-Laurin anterior converge em ambos os extremos do intervalo de

Al s I . s 0o n g2t
convergéncia. Do critério de Abel conclui-se que a série ) =, (—1)" T
converge uniformemente no intervalo [—1,1]. Consequentemente define

uma fungdo continua, e

= 1 s
=+ -1 = 1l -1 = i t =+—.
T;)( ) 2n+1 IJE¥ n:O( ) 2n+1 x;ﬂrg¥ arctan® 4

Consequentement a série de Mac-Laurin da funcéo f(z) = (z + 1)* arctan z
representa-a no intervalo [—1,1], e obtém-se da forma

et 2n+1
(z+1)%arctanz = (2° +2z +1) ;(—1)";; 1
+2i( 1)n+1 z + _'_Qi( 1)’ﬂ+1 12”
= €T —_ —_—
4n? —1 2n —1

) O desenvolvimento em série de Mac-Laurin da exponencial fornece

3% =335 1 = 3ele—Dlog3d — 3 i (log3)" (z—1" zeR
- - o — n! ’ .



A soma da série geométrica e a derivagao termo a termo de séries de
fungoes uniformemente convergentes, permite concluir

1 1d21 1d® & N n 1 " n
;3—5@5—5@”:0(—1) (x—1) —5;(—1) (n+2)(n+1)(xz—-1)",

As duas férmulas anteriores permitem concluir

SRS ooy +2 8 ey ey <a

n=0

Observagao (A soma duma série convergente com uma outra divergente é uma
série divergente.)

2z (x — 2) _ 2 B 4 :i(_l)nﬁ_i(_l)n%

2 2 n
(+2)(x*+4) 2z+2 2*+4 =
2n)!

|
f2n+1(0) — _% (2%4—: 1)‘7 neN.

8. Exemplificamos resolvendo a questao relativa ao exercicio 6:

6a)

6b)

6¢)

6d)

6e)

6f)

Seja f(x) = sin®(x). Entao f/(0) = 0 e f”(0) = 2 > 0. Logo f tem um
ponto de minimo local em = = 0;

Seja g(x) = cos (2x). Entao ¢'(5) = 0 e g"(
ponto de minimo local em x = 7;

) =4 > 0. Logo g tem um

INTE]

Seja h(z) = log (1 + ). Entdo h/(1) = & # 0 e logo h ndo tem um ponto
de extremo local em = = 1;

Seja (p(x) = m
de extremo local em z = 0;

Entéo ¢'(0) =1 # 0 e logo h ndo tem um ponto

Seja (x) = (x + 1) arctan z. Entéo ¥’'(0) =1 # 0 e logo ¢ ndo tem um
ponto de extremo local em = = 0;

Seja £(z) = 3" + 5. Entdo ¢'(1) = 3 (log3 — 1) # 0 e logo £ nao tem um
ponto de extremo local em x = 1.

|z —1] < 1.



