TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral I
2° Teste (Versao B) 6 de Janeiro de 2014

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

(4,0) I. Calcule, se existirem em R, os seguintes limites:
2 2
_ sen(arccos _ sen(arccos ) C(2—x) e dt
a) hmz_>1— %, b) hmw_)o %, C) hmg;_>2 j‘(:L'Q)Q .
Resolugao
Usando a Regra de Cauchy e o Teorema Fundamental da Andlise,
. sen(arccos x) lim = cos(arccos )
m — = IIm ———F— = —0
r—1— rz—1 r—1- m ’
2 2 x 42
2—x)e dt dt
lim w = lim f2€7 = lim e* = e*.
T2 (:L' — 2)2 =2 x—2 T—2
Além disso, ndo havendo qualquer indeterminacgao, obtém-se directamente
sen(arccos x)
lim ———— = +oo0.
x—0 €T
(3,5) II. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:
1 8e” 9
— b) —— 1 .
Resolucgao
a)
/ 1 (z+3)7>*! 1
dr = =— .
(x+3)5 -5+1 4(z + 3)4
b)
8e” 16 ev/2
/62$+4 z = 5 (5 /22 x arctg(e®/2)
c)

2 2 2
/xlog2xdx:%logzxf/xlogxdx:%longf%longr/fdx

2
2 1
= % <log2z—logz+2).

(3,0) ITI. Calcule a area da regiao plana delimitada pelos graficos das fungoes

file) = —lz| e fax) = 2* — 6.



V.

Resolugao

Designando por « a area da regiao, tem-se

2 2 23 22 2
a:/ (f|x\f(x276))dx:2/ (—x—2*4+6)dr =2 |- — — + 6z
3 0 3 2 0

. Sejam g uma funcao definida e diferencidvel em R e h a fungdo definida por

2

h(z) = [ T edt,  zeR

Calcule, justificando, h' e h”.

Resolugao

Designando por ¢ a funcao integral indefinido com origem no ponto 2 da funcao g, isto é,

o) = [ o

tem-se h(z) = ¢(2? — z). Como g é uma fungao continua em R (porque g € C*(R)), o Teorema
Fundamental da Andlise garante que ¢ é diferencidvel (em R) e, entdo,

B (z) = (22 — 1)g(z® — z).
Além disso, g é diferencidvel pelo que h' é diferencidvel e tem-se

r'(x) = 2g(2* — ) + (22 — 1)%¢' (2* — ).

Estude quanto & natureza (convergéncia simples, absoluta e divergéncia) as séries seguintes:

PP P y 3o 93 a2
3 L9, 11 o | 3/ 5 - 1o
nzln +2n+1 n=12+ n2 = nl+2



Resolugao

a) Sendo uma série de termos positivos, podemos comparar com a série de Dirichlet convergente

Iﬁ % Como
n?(n+1)
n34+2n+1

conclui-se que as séries sao da mesma natureza. Entao, a série dada é absolutamente convergente.

lim —=1€]0,400]

+oo
n=1 9 + 1/
concluimos que a série é divergente. Por outro lado,

b) Considerando a série dos médulos e comparando-a (como na alinea anterior) com

a série de Dirichlet 37

r

400

Z2+\ﬁ Z

é uma série alternada, em que a, = é uma sucessao de termos positivos, decrescente e com

1
- s 2 V2 :
limite nulo. Logo, pelo critério de Leibniz, a série dada é simplesmente convergente.

¢) A série dos médulos Zn 1 n? 5 ¢ convergente pois, usando o critério de D’ Alembert, vem
_ 2n+1 nl+2 1+ 2
n!

Assim, a série dada é absolutamente convergente.

VI. Seja g uma fungao definida e continua em R e considere a fungao

o(z) = /090 e3==t) [1 + (g(t))ﬂ dt, z€R

Prove que se tem

Resolugao

Para todo o z € R, tem-se

Dado que
vieR 1+ (g(t)?] = 1,
vem
R ()] 2 e
e portanto,
=0 / e [1+(9(1))] dtz/ e*gtdt:_%((%_l)'
0 0
Entao,
vz >0 o(x) > —%63”’ (e —1) = % (¢ — 1)

e, dado que lim,_; 4o €3® = 400, conclufmos, como pretendiamos, que

lim ¢(z) = +oo.

Tr—r—+00



