
Cálculo Diferencial e Integral I

1o Teste/2o Teste/Exame (v. B)
30 de Junho de 2014

LEIC-A

Apresente todos os cálculos e justificações relevantes

1o Teste

I. Considere os seguintes subconjuntos de R:(2,0)

A =

{
x ∈ R :

x2 − 16

|3− x|
< 0

}
, B =

{
x ∈ R : e−x ≤ 2

}
, C = A ∩B.

(a) Mostre que C = [− log 2, 3[ ∪ ]3, 4[.

(b) Determine, caso existam, inf C, minC, supC, máxC.

(c) Decida quais das seguintes afirmações são verdadeiras e quais são falsas:

i. Existe uma sucessão (xn) de termos em C que converge para 3.

ii. Toda a sucessão de termos em C tem pelo menos um sublimite.

iii. Se (yn) é uma sucessão estritamente crescente de termos em C, então lim yn = 4.

II. Considere uma sucessão (an) definida por(1,5) {
a1 = 3,

an+1 = 3 + an
5 , se n > 1.

(a) Mostre que an ≤ 4 para todo o n ≥ 1.

(b) Mostre que (an) é uma sucessão crescente.

(c) Justifique que (an) é convergente e calcule o seu limite.

III. Determine , ou mostre que não existem em R, os limites de cada uma das sucessões seguintes:(1,5)

(a) lim
n(2 + 3n2)

1− n3
, (b) lim

3n − n!

1 + 2n! + n3
, (c) lim

1 + sen4 n

n4
.

IV. Considere uma função f : R \ {0} → R verificando:(3,5)

f(x) =

{
π
2 + log 1

1+x2 , se x < 0,

arctg 1
x , se x > 0,

(a) Calcule, se existirem em R, lim
x→−∞

f(x) e lim
x→+∞

f(x).

(b) Decida se f é ou não prolongável por continuidade ao ponto x = 0.

(c) Determine o domı́nio de diferenciabilidade de f e calcule a sua derivada.

(d) Determine os intervalos de monotonia de f e pontos de extremo, caso existam.

(e) Determine o contradomı́nio de f .

V. Seja (an) uma sucessão de termos positivos tal que lim n2

an
= 3. Indique, justificando, o valor de(1,5)

lim n
√
an.



2o Teste

I. Calcule:(1,5)

a) lim
x→π

1 + cosx

sen2 x
, b) lim

x→0+

∫ x
0

(et
3 − 1) dt

x4
.

II. Calcule:(1,5)

a)

∫ 1

0

x3

1 + x4
dx, b)

∫ √2

0

x

4 + x4
dx.

III. Calcule a área da região plana limitada definida por(2,0)

{(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 e 1− x2 ≤ y ≤ 1 + log(x+ 1)}.

IV. 1. Classifique quanto a convergência absoluta, convergência simples e divergência as séries(2,5)

a)

+∞∑
n=0

3ne−2n, b)

+∞∑
n=0

senn2

n2 + 1
.

2. Considere a função h definida pela série de potências

+∞∑
n=1

(arctg n)x2n+1

nos pontos onde a série converge.

a) Determine o domı́nio de h.

b) Calcule

∫ 1
2

− 1
2

h(x) dx.

V. 1. Seja f uma função definida e cont́ınua em R e considere(2,5)

φ(x) =

∫ x

0

e3x−3tf(t) dt.

Mostre que, para todo o x ∈ R, se tem

φ′(x) = 3φ(x) + f(x)

2. Seja g : [0,+∞[ → R uma função cont́ınua verificando 0 < g(x) ≤ 1, para todo o x ≥ 0.
Considere a função ψ definida em [0,+∞[ por

ψ(x) =

∫ x

0

g(t)

1 + t2
dt.

Justifique que o contradomı́nio de ψ é um intervalo da forma [0, α[ em que 0 < α ≤ π
2 .
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