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LEIC-A

Solucao da prova

I. Considere os conjuntos:
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a) Identifique os conjuntos A, B e C, mostrando em particular que
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em que na ultima igualdade se usou o facto de :I:g ¢ Q.

b) Determine, se existirem em R, o inf A, sup A, méx A, inf B e méx C.

Como A nao é minorado nio existe em R o inf A (em R seria —o00). Temos sup A = log 3.

Como log3 ¢ A nao existe max A. inf B = —§ esupC = % Como supC' ¢ C nao
existe max C.

¢) Decida, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(i) Qualquer sucessdo estritamente decrescente de termos em A tem limite negativo.

Falsa. A sucessdo de termo geral —n é estritamente decrescente e de termos em A
mas o seu limite é —oco e nao um numero real negativo.

(ii) Qualquer sucessao (a,) convergente e de termos em A que verifica a,a,+1 < 0 para todo
o n € N tem necessariamente limite 0.

Verdadeira. Se uma tal sucessao tivesse um limite ¢ # 0, da definicao de limite
estabeleceriamos que existiria uma ordem a partir da qual todos os termos da sucessao
estariam em V. (c) e portanto, a partir dessa mesma ordem, a,a,+1 > 0.
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(iii) Toda a funcdo definida e continua em C' tem maximo.

Falsa. Considere-se, por exemplo, f(z) = x que restrita a C' é obviamente continua
com sup f = g mas que nao assume este valor e portanto nao possui maximo.
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Outro tipo de exemplo, que permite chegar a conclusao, seria g(x) = - que é continua

em C mas verifica sup g = +00 = lim,_.o+ g(z).

IT. Considere uma sucessao (a,) dada por
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a) Mostre que a,, € [0,1], para todo o n € Nj.

Usamos o método de indugao. A afirmagao é trivialmente verdadeira para n = 1. Suponha-
= an+ad/? 141 antad? o 040

se que ay, € [0,.1]. Entao Ant+1 = % §~ == =leay = "5 >~ =0o0que

permite concluir a demonstracao por inducao.

b) Mostre que (a,) é uma sucessdo decrescente.
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Como para z € [0,1] temos z3/2 < z, obtemos a, 1 = %

n.

< % = a, para todo o

¢) Justifique que (a,) é uma sucessdo convergente e calcule o valor de lim a,,.

Como (a,) é uma sucessdo monétona limitada, podemos concluir que é convergente. Mas
entao, passando ao limite em ambos lados da igualdade que define a sucessao por recorrén-
cia, obtemos
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lima, = < lima, = lima

2

3/2
n

< (lima, =0 V lima, =1).

Como a sucessao é decrescente e a; = % podemos concluir que lima,, = 0.

II1. Calcule ou mostre que nao existem (em R):

s . m " . an 1+ 12
a)lim ¥/n" + 1 b) lim (sen (Z + ’I’LT()) ¢)lim(—-1) 351

a) ¥Yn?+1> /n™ =n — +oo pelo que o limite é +oco.
b) |sen (I +nm)|= g < 1 donde lim (sen (% + mr)) =0.

¢) lim(—1)3"- L5’ — Jim(—1)3 2250 —

IV. Considere a fungao f: R — R definida por

rsenz, sex <0,
f($)={

z%e™®, sex >0
a) Calcule ou mostre que nao existe, cada um dos limites,

lim f(z) e lim f(x).
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Para n € N temos f(—nm) =0 = 0 e f(—2nm — 7/2) = 2n7w + 7/2 — 400 pelo que néo
existe lim,_, o f(2).
2
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lim f(z)= lim z%¢ %= lim L2 tim 2= lim = =o.
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em que se usou a regra de Cauchy.

b) Calcule f’(x) em cada um dos pontos em que f for diferencidvel. Em particular estude cuida-
dosamente se a derivada f'(0) existe e é finita.

[Note-se que as expressoes definindo f para x < 0 e para > 0 sao coerentes para x = 0,
com f(0) =0]
Notamos que para qualquer x € R

d—(xsenm) =xcosc + rsenzw,
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Isto permite afirmar que
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) = {:Ecostrsenx, se x < 0,
2ze”

f2(0) = (22e™" — 2%e™") om0 = 0,
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pelo que também podemos dizer que f é diferencidvel em 0 com f/(0) = 0.

xcosT +senx)|z—o0 = 0.

¢) Determine e classifique todos os pontos de extremo local ou absoluto da restricaio de f ao
intervalo [0, 4+-o0[.

Como f(0) =0e f(x) > 0 se z > 0, imediatamente concluidos que f restringida a [0, +oo|
tem um minimo absoluto em x = 0. Dado f ser diferencidvel em ]0, +oo[ outros pontos de
extremo local terdo que ser pontos de estacionaridade de f, isto é deverao verificar f'(z) = 0.
Ora

fl(x)=0,2>0 & 2ze ™ — 2% =0,z > 0.

Como 2ze™* — x%e~% = ze~*(2 — x) o tnico ponto nestas condicdes é = 2. A expressio
que obtivemos para f’ mostra também que f'(x) > 0se z €1]0,2[ e f/(x) < 0 se z > 2 pelo
que se trata de um ponto de maximo absoluto da restricao de f a [0, +o0].

d) Justifique que, para cada n € N, o intervalo | — (n + 1)m, —nx[ contém um ponto de extremo
local de f.
Para n par (resp. {mpar) f é positiva (resp. negativa) em |—(n+ 1)m, —nw| e

f(=(n+ 1)) = f(—nm) = 0. Pelo teorema de Weierstrass aplicado a restrigdo de f a
[—(n+41)7, —n7] a funcao terd neste intervalo pelo menos um ponto de maximo e pelo menos
um ponto de minimo. Um tal ponto de maximo (resp. minimo) terd que ocorrer no intervalo
] — (n+ 1)w, —n7[ e portanto também serd um ponto de maximo (resp. minimo) local de f.

(2) V. Seja g :]0,4+00] — R uma fungao diferencidvel tal que o conjunto {z € R : g(z) = z} ¢ ilimitado.
Mostre que, se existir lim,_, 1o ¢'(x), entdo lim,_, o ¢'(z) = 1.



Como {z € R : g(z) = z} é ilimitado existe uma sucessdo estritamente crescente (x,) de
pontos verificando g(z,) = z, com limz, = +oco0. Aplicando o teorema de Lagrange a g em
cada intervalo [z, 2, 41] obtemos que existe y,, € |zp, Zn11] tal que ¢'(y,) = W =1.
Podemos concluir, pois a hipdtese de existéncia de lim,_, o ¢'(z) obriga a lim, ;1 ¢'(x) =

lim g’ (yn) = 1.




