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Semana 1. Funcoes elementares.

1.1 Escreva os seguintes niimeros complexos sob a forma a + bi:

a) (5+16) + (2 — 3i)
b) (5 +i6) (2 — 3i)
¢) (2+41i3)°
d) (2—1i3)7"

3+ 4i
©) ¥

1.2 Escreva os seguintes niimeros complexos sob a forma polar z = pe®:

a)

b) —2.

¢) 1443

d) (1+iv3)", neZ

1.3 Mostre que

1.4 Esboce os seguintes conjuntos no plano complexo:

a) {z€C:|z+7| =2}
b) {z€C:2=2i+3e"Y 0<0<2r}.
c) {zeC:|z+2+i| <VB}
d) {reC:z=i+(2—-19)t, teR}
) 2

¢) {z € C:2Jz| <|z—i|}. (R: Interior da circunferéncia de centro em z = —£ e raio 2).

1.5 Calcule todas as solugoes das equacoes

a) 22 —22+2=
b) (1+2)° =
e = —1.

1.6 Utilizando as férmulas de Euler, determine expressoes para cos (3¢) e sen (3¢) em termos

de cos (¢) e sen ().
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1.7 Estabeleca as seguintes identidades (usando a relacdo entre senz, cosz e e dada pela
férmula de Euler: e* = cos z + isen z)

a) cos (iz) = cosh (2).
b) cos?z +sen?z = 1.

c) sen(z 4+ w) =senz-cosw —+ cosz - senw.

1.8 Calcule o valor principal (i.e., tomando log z = log |z| + if com 0 €] — 7, 7]) de:

a) log(—1).
b) ‘.
c) (1+414)

1.9 Estabeleca a seguinte férmula:

v, 1+ 2z
arctan z = —log .

11—z

Sugestao: Use as féormulas de Euler na relacao tan w = z para determinar e¢* em funcao
de z.
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2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

'Semana 2. Diferenciabilidade.

Determine as partes real e imaginaria das seguintes fungoes de variavel complexa, e indique
o conjunto de pontos do plano complexo onde sao continuas:
a) z|zl.
1
22+ 31
1

c) :

cos 2z
Mostre que as fungdes de varidvel complexa definidas por f(x +iy) = x — 2y +i(2x +y) e

g(z+1y) = 22 —y? +1i2xy, sao diferencidveis no sentido complexo em todo o C, e escreva-as
como funcao da variavel complexa z.

Determine as partes real e imaginaria das seguintes fungoes de variavel complexa, e indique
o conjunto dos pontos do plano complexo onde possuem derivada:

a) ze®.
b) z(|z]* — 2).
z+2
c) .
Z+1
1
d) - -z
) z
Mostre que v = 2% + xy — y? é uma funcao harménica em R?. Poders existir uma funcao

diferencidvel em C cuja parte real seja u(x,y) = e Yo + e*y?

Determine a fun¢ao harménica conjugada v, com v(0,1) = 0, para as seguintes fungoes wu:
a) u(z,y) = 2" + 2y — y*.
b) u(x,y) = Re(z?), z=x+1iy
c) u(z,y) = e Ycosx
x

d) u(x,y) = :

) ulen) =
Seja f uma funcado diferencidvel num aberto conexo D, que verifique f’(z) = 0 para todo

0 z € D. Mostre que f é constante em D (sugestdo: mostre que tanto a parte real como a
parte imagindria de f sdo constantes enquanto fungoes das variaveis z, ).

Mostre que f(z) = +/|zy| possui, na origem, derivadas parciais que verificam as equagoes
de Cauchy-Riemann, mas que f nao possui derivada nesse ponto.

Utilize as Equacoes de Cauchy-Riemann na forma polar para verificar que a seguinte funcao
¢ analitica em todo o seu dominio.

h(z) = 210g§ 120

com z = pe? p>0e0<6<2r Calcule I/ (2).
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Semana 3. Integracao no plano complexo.

3.1 Calcule, para as curvas I' e funcoes f indicadas, os integrais [. f(z)dz:

a) f(z) =e* T é o segmento de recta entre z =i e z = 1, com esta orientagao .

b) f(z) = e*, T é constituido pelos segmentos dos eixos coordenados entre os pontos
anteriores com a mesma orientacao .

c) f(z) = S , T' é o caminho dado por z = re??, r >0, 0< 6 < 7/2, percorrido no

sentido directo (anti-horério).

Cos z

3.2 Justifique que a fungdo f(z) = senz e é diferencidvel e calcule os integrais [, f(2)dz

para as curvas I' indicadas no exercicio anterior.

3.3 Calcule os seguintes integrais (as curvas supoem-se percorridas no sentido directo):
2 7’
a) ]{ e *dz,onde I' é a curva |z| = 1.
r

b) j{ e—dz, onde I' é a curva |z| = 7.
r z2+m/2

3.4 Calcule os seguintes integrais (as curvas supoem-se percorridas no sentido directo):

a) % &.Zlodz.
=2 (2 — 1)

b) % &Z, dz, onde I" ¢ a elipse 322 + 2y = 1.
r 2(z—1)

208 2
3.5 Seja f(z) = 2 Determine todos os valores possiveis do integral ff(z)dz, onde I'
22 +a r
¢ uma curva de Jordan seccionalmente regular contida no dominio de f e a € R. (Deve

incluir ambos os sentidos de percurso de I'.)

3.6 a) Mostre que se existem M > 0 e um inteiro n tal que |f(z)| < M|z|™ para |z| > |2|,
entao f é um polinémio de grau < n.

b) Seja f uma fungao inteira e limitada. Mostre que entdo f é constante. (Sugestao: Use
a alinea a) no caso em que n = 0)
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'Semana 4. Séries. |

4.1 Calcule os raios de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

y Y EVEL

n=0

, pER;

oo

e (n!)2

[e.e]

c) Z(&z)", aeC;

n=0
o

2

d) E n"z".
n=0

+o0o
n 2" se n par
e) E an 2 onde a, = n :
‘ 3" se n impar.
n=

o 1 n
4.2 Para que valores de z é a série Z (1 + —) convergente?

z
n=0

4.3 Integre a série de MacLaurin de f(s) = 1/(1 + s?) sobre uma curva interior ao circulo de
convergeéncia, desde s = 0 até s = z, de modo a obter a representacao '

oo i 5 2k+1
t = -1 . <1).
arctan z Z( ) 1 (2| < 1)
k=0
Mostre que a funcao
arctan z 20
———— sez
f(z) = z
1 se z=10

¢ analitica no dominio |z| < 1.

z

4.4 Considere a fungao f(z) = 5= Sem calcular os respectivos coeficientes, indique justifi-
sen?z

cadamente qual o raio de convergéncia do desenvolvimento de f em série de poténcias de
z— 2.

4.5 Determine o desenvolvimento em série de Laurent na regiao C\ {0} da funcao

1

g(z) = (z - 23) ez,

£(2i4+(z—23) ei) dz,

onde C é a curva {z € C : |z| = 3} percorrida no sentido positivo.

e calcule

!Considere um ramo tal que arctan0 = 0.
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4.6 Determine a série de Laurent de PERETY nas seguintes regioes:
Z JR—

a) 0<|z—1<2.
b) |[z—1]>2.

e aproveite os resultados para calcular os seguintes integrais:

o0

4.7 Se a série E a,z" tem raio de convergencia R, determine os raios de convergéncias de

n=0
oo o¢]
E a,2*" e de g a2z,
n=0 n=0
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|Semanas 5. Teorema dos residuos. |

5.1 Classifique as singularidades das seguintes fungoes e determine os respectivos residuos:

1
(22 + 2)2
22 +1
1— 24
z —senz

a)

b)

f)

e — 2

5.2 Utilize o Teorema dos residuos para calcular

sen z
a) 7{ ——dz .
|z+1-+i|=2 (22— 1)
sen z
b 7{ ——dz .
) 2= 22 (T = 2)

1
c) j{ dz .
|z|=4 Sen z

5.3 Seja f uma funcd@o analitica no ponto zg. Mostre que a fungao g(z) = f(2)/(z — 2o) possui
em zp uma singularidade removivel caso f(z9) = 0, e um poélo simples de residuo f(zg) caso

contrario.

5.4 Suponha que f(z) = h(z)/g(z) tem um pélo de ordem 1 em z = 2, sendo h e g analiticas
em zy e h(zp) # 0. Mostre que

Res(f,20) = h(z0)/9'(20).

[e.9]

1
5.5 Seja f(z) = % + ; W, e D(f) o seu dominio de definigao.

(a) Determine o desenvolvimento em série de Taylor da fun¢ao zsen(z) em poténcias de

z — 2.
o0
(b) Determine o interior da regiao de convergéncia da série Z .
— EF(z — 4i)"1

(c) Classifique, justificando, as singularidades de f e determine os respectivos residuos.
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(d) Calcule os valores possiveis de ]{ f(2)dz, onde T é uma curva simples, fechada e
r

seccionalmente regular, contida na regiao
{z € C: =31 <Re(z) <3n}ND(f)
e tal que os pontos 27 estao contidos na regiao delimitada por I.

5.6 Estabeleca, através do Teorema dos residuos e mediante a escolha de um contorno de
integracao adequado, os seguintes resultados:

T cos(0) .
2) oﬂ—l—cos(@)de_ V2+1

Tde 2
b)/o 2tsen2d V3

5.7 Estabeleca, através do Teorema dos residuos:
/ T dy ™
c) —_ =
R e V()
oo d 1
d) / 5 ’ = —T.
o (@+1)(22+4) 12

5.8 Utilize o Teorema dos residuos para calcular

2+ 1
NEY dz,
c 22 (2224524 2)
onde C' ¢é a curva {z € C: |z| = 1} percorrida no sentido positivo.

Aproveite este resultado para calcular

2
/ cos (26) &0
o H+4cos(0)

5.9 Estabeleca, através do Teorema dos residuos:

) /+°Ocosx dx T
e —_ = —
o x2+1 2e

+oo
f) /_OO (ize—j_mlc) dx = g. (Sugestdo: mostre que e~Fnt < ¢=* para todo ¢ €]0, 7[)



