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Semana 11. Transformada de Laplace.

11.1 Calcule a transformada de Laplace de

11.2 Calcule a transformada de Laplace inversa de

(a) 3s+1
5244’
s2—5
b) —° 2
(b) s34 452 4+ 3s’
(c) 8(s*+10s*> +9)71,
(d) (s*=1)72
2s
© G arrt

11.3 Resolva os seguinte problemas de valor inicial:

(a) y" — 4my” + 37%y = 10m3cos (7t), y(0) =4, y/(0) = 4r, " (0) = 772,
(b) " =3my' +2r%y = 7%e™,  y(0) =1, y'(0) = .

11.4 Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:
(a) " +vy — 2y = €' + cos (1),
(b) ¥ =2/ +y=t,
(c) " +y=-cos(t).

11.5 Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:
(a) y/// _ y//_|_y/ _ 1 — O,

(b) vy — 4y’ = 8t — 16sen (2t),
(c) " — 3y + 2y = te?.
11.6 Utilizando a transformada de Laplace resolva os seguintes problemas de valor inicial (onde

H e por ¢ designam respectivamente, a funcao de Heaviside e a “funcao” delta de Dirac
com suporte na origem)
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(d) ¥"+y =0t —m)cost, y(0) =0, y'(0) =

11.7 Os polinémios de Laguerre sao definidos por

dt

Tl

T<t<2r
0<t<met>2m,

t n
Lo(t) = < (d> (t"e™)  n=0,1,2,....

Mostre que L [L,(t)] = (s — 1)"/s"*! e que

2

d d
—L,+ (1 —t)—L, +nL, =0.
tdt2 +(1—1) iLn
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'Semana 12. Problemas de valor fronteira e séries de Fourier]

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

12.6

12.7

Determine os valores de A para os quais os seguintes problemas de valores fronteira tém
solugoes nao triviais.

a) ' =2/ +(1+Ny=0; y(0)=0, y(1)=0.
b) y"+Ay=0; y(0)=y(2r), v (0)=y (2m).
Calcule a série de Fourier da fungao f : [—1,1] — R definida por

) = -1 se —1<x<0,
]l +1 se O<z<1.

Determine a série de Fourier da funcao f(x) = x, no intervalo |—1, 1[, indicando o respec-
tivo conjunto de convergencia pontual.

Desenvolva a funcdo definida no intervalo [0,1] por f(x) = x numa série de cosenos e
indique para que valores converge pontualmente a série obtida.

Seja a funcdo f definida no intervalo (0,7) por f(z) = sen(z). Determine a série de
Fourier de cosenos da fungao f, indicando o respectivo conjunto de convergéncia pontual.

Determine a série de Fourier da func¢ao g(z) = L — |x|, no intervalo [—L, L]. Utilizando a
série obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

) DU S S RS
(-1 35 -8

a) Calcule, utilizando o Teorema dos Residuos, os integrais

™ e'mz
I, = —dx, =0,1,2....
/_,T5+4cosm oo

b) Deduza, da alinea anterior, os valores de

1/7r cosnr b 1/7r sennz
ap = — —dx, n = — —dx
T J_r 5+ 4cosx T J_r 0+ 4cosx
P——
c¢) Diga, justificando, qual o valor da soma da série 50 + Z ancos nx + b,cosnx para

n=1
cada x € [—m, 7.
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Semana 13. Equacoes diferenciais parciais

13.1 Recorrendo ao método de separacao de variaveis, determine as solugoes para t > 0 e para

x €[0,1] de

ou  du

ot o2 "

u(0,t) =0 ,u(1,t) =senl
(satisfazendo a equagao diferencial para = €]0,1[). Determine a solu¢do que satisfaz a
condicao inicial

u(z,0) = 3sen (2mx) — Tsen (47wx) + sen (x) .

13.2 Determine a solugao dos seguinte problema de valore inicial e condi¢ao na fronteira (PVIF):

— ua:<07 t) - ufﬂ(L’ t> =0
Up = Ugy — U, T E <0’ L>’ COHI{ U(l’,o) = COs (371’]7/[/)

: - . ou 0%
13.3 Considere a equagao de propagacao do calor FTie Q@ 92 (%)
x

(a) Mostre que esta equagao possui uma solugao estaciondria (isto é, que nao depende
do tempo) da forma u(z) = Az + B.

(b) Determine a solugao estaciondria para o problema correspondente a uma barra situ-
ada entre os pontos x = 0 e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,t) =

Tl, u(L, t) = TQ.
(c¢) Resolva a equagao (x) para 0 < z < 1 e para as condigoes iniciais e de fronteira
u(0,t) =20
u(1,t) = 60
u(z,0) = 75.

13.4 Recorrendo ao método de separacao de varidveis, resolva o seguinte problema para a

equagao das ondas
Pu 0%

o2~ 0x2
u(t,0) =u(t,L) =0
ou
—0, 2 —1
u(0,2) =0, S5(0,2)

para t > 0 e para = € [0, 1], (satisfazendo a equagao diferencial para x €0, 1[) e onde ¢ é
um parametro real.

13.5 Seja f a funcao definida no intervalo |0, 27| por f(x) = x.

(a) Determine a série de cosenos da funcao f.

(b) Resolva a equacao
Uy = Uge — tu, x € (0,27)
Uz (0,t) = u,(2m,t) =0
u(x,0) = f(x)
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13.6 Recorrendo ao método de separacao de varidveis, resolva o seguinte problema para a
equacao de Laplace

(%u  0%u

or oy

u

ou

a—y(x,l) cos (2mx)
O ,y) =0

para x,y € [0, 1].

13.7 Recorrendo ao método de separacao de varidveis, resolva o seguinte problema para a
equacao das ondas

( 0%u 82 _ Pu
3952 8y - ot2
u(z,0,t) =z, wu(z,1,t)=x
u(0,y,t) =0, wu(l,y,t)=1
u(z,y,0) =z
ou
| 57 (%9, 0) = cos (2m (2 — y)) — cos (27 (2 +y))

para z,y € [0,1] e t € R.



