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1. Seja M uma variedade diferenciavel. Mostre que o seu espaco tangente T'M é uma
variedade diferencidvel naturalmente orientada (independentemente de M ser ou nao
orientédvel).

2. Considere o fibrado vectorial 7w : T*M — M, onde M é uma variedade diferenciavel,
T*M = {(p, a):peEM, ae T;M} = 0 seu espago cotangente, e m(p, ) = p a pro-
jeccao natural. Defina em T*M uma forma diferencial de grau 1, o € QY(T*M), pela
formula

0‘(p7a)(X) = O./(T('*(X» , VX € T(pya)(T*M).
(a) Determine a expressao de o em coordenadas locais de T* M.

(b) Mostre que a forma-2 definida por w = do é nao-degenerada, ou seja
wX,Y)=0,VY eT(T"M) = X =0.
(c) Sendo dim M = n, conclua que w" € Q*(T*M) é uma forma de volume (i.e.

sempre diferente de zero), pelo que T*M é naturalmente orientada.

(d) Seja g uma métrica Riemanniana em M, e F, : TM — T*M o difeomorfismo
naturalmente determinado por ¢ : Fy(p,u) = (p,g(u,-)), p € M, u € T,M.
Considerando a orientacao de T'M dada pelo exercicio 1, e de T*M dada pela
alinea anterior, determine se F, preserva ou reverte orientacao.

3. Seja E um fibrado vectorial sobre uma variedade M, com conexao V e curvatura €2 €
O?(M)®End(E). Designando também por V a conexao induzida em End(E) & E® E*
por V, mostre que

Vx(Q(Y, 2)) + Vy(Q(Z, X)) + Vz(QUX,Y))+
( Y, ])+ ( [Z X]>+Q(Zv[X7Y]) =0

[
para todos os X,Y,Z € I'(TM), e que esta igualdade nao é mais do que a Segunda
Identidade de Bianchi:

DQ =0 onde D : Q*(M) ® End(E) — Q*(M) ® End(E)
é o operador diferencial naturalmente definido por

Die@T)=do®@T+cAV.T, 0 € Q*(M), T € T(End(E)).



4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, V a sua conexdo de Levi-Civita e R €
O?(M) ® End(T'M) o seu tensor de curvatura.

(M, g) diz-se um espago localmente simétrico se VR = 0.

(a) Mostre que se (M, g) é um espago localmente simétrico, v : [0,¢] — M é uma
geodésica em M, e X,Y,Z € I'(T'M|,) sao campos vectoriais paralelos ao longo
de v, entdo R(X,Y)Z é também um campo vectorial paralelo ao longo de ~.

(b) Prove que se (M, g) é um espago localmente simétrico, conexo e com dimensao 2,
entao (M, g) tem curvatura constante.

(c) Mostre que se (M, g) tem curvatura seccional constante, entdo M é um espaco
localmente simétrico.

5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo m. Recorde-se (cf. exercicio
2 da Ficha 6) que um campo vectorial X € I'(T'M) é dito um campo de Killing (ou
isometria infinitesimal) se Lx(g) = 0, e que esta condigao é equivalente a forma bilinear
A:TM x TM — R definida por A(V,W) = ¢(Vy X, W) ser anti-simétrica.

(a) Dado um campo de Killing X € I'(T'M), considere a fungao f : M — R definida
por f = 1g(X,X) = L[| X|?. Mostre que

onde Ricy; = curvatura de Ricci de (M, g) e

m

||VXH2 = g(VX7 VX) = ZQ(VGiXu Vez'X)v

i=1
com {ey,...,e,} = base ortonormada local para I'(T'M).

(b) Conclua que uma variedade Riemanniana compacta (M, g) com curvatura de Ricci
negativa (i.e. Ricy(Y,Y) <0, VY # 0) ndo tem campos de Killing diferentes de
Z€ro.

Sugestao: integre o resultado da alinea anterior sobre a variedade M.

6. Seja M uma variedade diferencidavel compacta e conexa com dimensao m, e sejam
wo,wy € Q™(M) duas formas de volume. Mostre que se [wy] = [w1] em HER(M), i.e.
Jay wo = [y w1, entdo existe um difeomorfismo ¢ : M — M tal que ¢*(w;) = wy .

Sugestao: leia o artigo de J.Moser anexo.



